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Ïîáóäîâàíà êâàäðàòè÷íî-íåë³í³éíà òåîð³ÿ ïëàçìîïó÷êîâîãî 
ñóïåðãåòåðîäèííîãî ëàçåðà íà â³ëüíèõ åëåêòðîíàõ, ÿê íàêà÷êà â ÿêîìó 
âèêîðèñòîâóºòüñÿ íåçâè÷àéíà óïîâ³ëüíåíà åëåêòðîìàãí³òíà õâèëÿ, ùî 
ïîøèðþºòüñÿ ó çàìàãí³÷åí³é ïëàçìîïó÷êîâ³é ñèñòåì³. Âðàõîâàíî 
ìóëüòèãàðìîí³÷íó âçàºìîä³þ õâèëü. Ïðîâåäåíî àíàë³ç ³íêðåìåíòà çðîñòàííÿ 
åëåêòðîìàãí³òíî¿ õâèë³ ñèãíàëó. Ïîêàçàíî ïåðñïåêòèâí³ñòü âèêîðèñòàííÿ 
äàíèõ ñèñòåì äëÿ ãåíåðàö³¿ ïîòóæíîãî åëåêòðîìàãí³òíîãî âèïðîì³íþâàííÿ â 
ì³ë³ìåòðîâîìó òà ñóáì³ë³ìåòðîâîìó ä³àïàçîíàõ õâèëü. 
 

ÂÑÒÓÏ 
Ñòâîðåííÿ òà ðîçðîáëåííÿ íîâèõ äæåðåë ïîòóæíîãî åëåêòðîìàãí³òíîãî 

âèïðîì³íþâàííÿ â ì³ë³ìåòðîâîìó òà ñóáì³ë³ìåòðîâîìó ä³àïàçîíàõ õâèëü º 
îäíèì ³ç ïð³îðèòåòíèõ çàâäàíü ñó÷àñíî¿ ïëàçìîâî¿ ðåëÿòèâ³ñòñüêî¿ ÍÂ×-
åëåêòðîí³êè. Íàâåäåíà ñòàòòÿ ñàìå ³ ïðèñâÿ÷åíà òåîðåòè÷íîìó 
äîñë³äæåííþ òàêîãî äæåðåëà ïîòóæíîãî åëåêòðîìàãí³òíîãî 
âèïðîì³íþâàííÿ ÿê ïëàçìîïó÷êîâèé ñóïåðãåòåðîäèííèé ëàçåð íà â³ëüíèõ 
åëåêòðîíàõ [1].  

Ïðèíöèïîâà ³äåÿ ïëàçìîïó÷êîâîãî ñóïåðãåòåðîäèííîãî ëàçåðà íà 
â³ëüíèõ åëåêòðîíàõ (ËÂÅ) ç íàêà÷êîþ ó âèãëÿä³ íåçâè÷àéíî¿ óïîâ³ëüíåíî¿ 
åëåêòðîìàãí³òíî¿ õâèë³, ùî ïîøèðþºòüñÿ ó çàìàãí³÷åí³é ïëàçìîïó÷êîâ³é 
ñèñòåì³, âïåðøå áóëà çàïðîïîíîâàíà â ðîáîò³ [1]. Òóò òàêîæ áóëè 
ïðîâåäåí³ îö³íêè ïàðàìåòð³â äîñë³äæóâàíîãî ïðèëàäó, ç ÿêèõ âèïëèâàº, 
ùî äàíà ñèñòåìà ìîæå âèêîðèñòîâóâàòèñü ÿê äæåðåëî ïîòóæíîãî 
åëåêòðîìàãí³òíîãî âèïðîì³íþâàííÿ â ì³ë³ìåòðîâîìó òà ñóáì³ë³ìåòðîâîìó 
ä³àïàçîíàõ õâèëü.  

Öÿ ñòàòòÿ ïðèñâÿ÷åíà ïîäàëüøîìó äîñë³äæåííþ ïëàçìîïó÷êîâîãî 
ñóïåðãåòåðîäèííîãî ËÂÅ. Òóò ïîáóäîâàíà êâàäðàòè÷íî-íåë³í³éíà òåîð³ÿ 
öüîãî ïðèëàäó, ïðîâåäåíèé ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç äàíî¿ ñèñòåìè òà 
åêâ³âàëåíòíî¿ äâîïîòîêîâî¿. Ç'ÿñîâàíî, ùî äîñë³äæóâàí³ ñèñòåìè ìàþòü 
ñóòòºâî á³ëüø³ ³íêðåìåíòàìè çðîñòàííÿ, í³æ åêâ³âàëåíòí³ äâîïîòîêîâ³ 
ñèñòåìè. Ïîêàçàíà ïåðñïåêòèâí³ñòü âèêîðèñòàííÿ äàíèõ ñèñòåì äëÿ 
ãåíåðàö³¿ ïîòóæíîãî åëåêòðîìàãí³òíîãî âèïðîì³íþâàííÿ â ì³ë³ìåòðîâîìó 
òà ñóáì³ë³ìåòðîâîìó ä³àïàçîíàõ. Çàçíà÷èìî, ùî ÷àñòêîâî äàíà ðîáîòà 
îáãîâîðþâàëàñü â [2], äå áóëè íàâåäåí³ ëèøå äåÿê³ ðåçóëüòàòè 
êâàäðàòè÷íî-íåë³í³éíî¿ òåîð³¿ ïëàçìîïó÷êîâîãî ñóïåðãåòåðîäèííîãî 
ëàçåðà íà â³ëüíèõ åëåêòðîíàõ ËÂÅ.  
 

1 ÒÅÎÐÅÒÈ×ÍÀ ÌÎÄÅËÜ 
Ìîäåëü ïëàçìîïó÷êîâîãî ñóïåðãåòåðîäèííîãî ëàçåðà íà â³ëüíèõ 

åëåêòðîíàõ çîáðàæåíà íà ðèñ. 1. Ðåëÿòèâ³ñòñüêèé åëåêòðîííèé ïó÷îê 1, 
ùî õàðàêòåðèçóºòüñÿ ëåíãìþð³âñüêîþ ÷àñòîòîþ bω , ïðîõîäèòü ÷åðåç 

ïëàçìó 2, ïëàçìîâà ÷àñòîòà ÿêî¿ pω . Ïëàçìîïó÷êîâà ñèñòåìà ðîçì³ùåíà ó 

ïîçäîâæíüîìó ôîêóñóþ÷îìó ìàãí³òíîìó ïîë³ ç íàïðóæåí³ñòþ 0H . 
Íàêà÷êó âèáèðàºìî ó âèãëÿä³ íåçâè÷àéíî¿ åëåêòðîìàãí³òíî¿ õâèë³ [3] ³ç 
÷àñòîòîþ 2ω  òà õâèëüîâèì ÷èñëîì 2k , ùî ïîøèðþºòüñÿ íàçóñòð³÷ 

åëåêòðîííîìó ïó÷êó 1. Òàêîæ íà âõ³ä ñèñòåìè ïîäàºìî åëåêòðîìàãí³òíèé 
ñèãíàë ³ç ÷àñòîòîþ 1ω  ³ õâèëüîâèì ÷èñëîì 1k . Ó ðåçóëüòàò³ 
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ïàðàìåòðè÷íîãî ðåçîíàíñó ì³æ õâèëåþ ñèãíàëó 1 1{ , }kω  ³ íàêà÷êîþ 2 2{ , }kω  

â ïëàçìîïó÷êîâ³é ñèñòåì³ çáóäæóºòüñÿ õâèëÿ ïðîñòîðîâîãî çàðÿäó (ÕÏÇ) 
³ç ÷àñòîòîþ 3ω  òà õâèëüîâèì ÷èñëîì 3k . ×àñòîòè òà õâèëüîâ³ ÷èñëà öèõ 
õâèëü ïîâ’ÿçàí³ ì³æ ñîáîþ óìîâîþ ïàðàìåòðè÷íîãî ðåçîíàíñó  

3 1 2p p p= −  

àáî 

  3 1 2ω ω ω= − ,  3 1 2k k k= + ,    (1) 

 
äå 1 1 1p t k zω= −  – ôàçà åëåêòðîìàãí³òíî¿ õâèë³ ñèãíàëó: 2 2 2p t k zω= +  – 

ôàçà åëåêòðîìàãí³òíî¿ õâèë³ íàêà÷êè: 3 3 3p t k zω= −  – ôàçà åëåêòðîííî¿ 

õâèë³ ÕÏÇ. Ïðè öüîìó ïàðàìåòðè ñèñòåìè âèáèðàºìî òàêèì ÷èíîì, ùîá 
õâèëÿ ÕÏÇ 3 3{ , }kω  çðîñòàëà âíàñë³äîê ïëàçìîïó÷êîâî¿ íåñò³éêîñò³.  

Îñîáëèâ³ñòþ äîñë³äæóâàíî¿ ñèñòåìè º òå, ùî òóò ðåàë³çóºòüñÿ åôåêò 
ñóïåðãåòåðîäèííîãî ï³äñèëåííÿ [1,4]. Ñóòí³ñòü éîãî ïîëÿãàº ó 
âèêîðèñòàíí³ äîäàòêîâîãî ìåõàí³çìó ï³äñèëåííÿ îäí³º¿ ³ç òðüîõ õâèëü, 
ÿê³ áåðóòü ó÷àñòü ó ïàðàìåòðè÷íîìó ðåçîíàíñ³, ùî ðåàë³çóºòüñÿ â ðîáî÷³é 
îáëàñò³ ïëàçìîïó÷êîâîãî ñóïåðãåòåðîäèííîãî ËÂÅ. Ó äàíîìó âèïàäêó ó 
ÿêîñò³ äîäàòêîâîãî ìåõàí³çìó ï³äñèëåííÿ âèñòóïàº åôåêò ï³äñèëåííÿ 
õâèë³ ïðîñòîðîâîãî çàðÿäó çà ðàõóíîê ïëàçìîïó÷êîâî¿ íåñò³éêîñò³. Ðîëü 
ñàìîãî òðèõâèëüîâîãî ïàðàìåòðè÷íîãî ðåçîíàíñó òóò çâîäèòüñÿ ëèøå äî 
ïåðåíåñåííÿ äîäàòêîâîãî ï³äñèëåííÿ ³ç ÕÏÇ íà åëåêòðîìàãí³òíó õâèëþ 
ñèãíàëó 1 1{ , }kω .  

 
Ðèñóíîê 1 – Ñõåìà ïëàçìîïó÷êîâîãî ñóïåðãåòåðîäèííîãî ËÂÅ 

Ùå îäí³ºþ îñîáëèâ³ñòþ äîñë³äæóâàíî¿ ñèñòåìè º òå, ùî ÿê õâèëÿ 
íàêà÷êè òóò âèêîðèñòîâóºòüñÿ íåçâè÷àéíà óïîâ³ëüíåíà åëåêòðîìàãí³òíà 
õâèëÿ, çàêîí äèñïåðñ³¿ ÿêî¿ ìàº òàêèé âèãëÿä (äèâ., íàïðèêëàä, [3])  

 
2

2 2
2 2

2 2

1
( )

p

H

k N
c c

ωω ω
ω ω ω

= − ≈ ⋅
−

, (2) 

äå c  - øâèäê³ñòü ñâ³òëà; Hω  - öèêëîòðîííà ÷àñòîòà; 2 2/p HN ω ω ω=  - 

êîåô³ö³ºíò óïîâ³ëüíåííÿ. Ïàðàìåòðè ñèñòåìè âèáèðàºìî òàêèì ÷èíîì, 
ùîá 2 1N >> . Çàâäÿêè öüîìó â äàí³é ñèñòåì³ ç'ÿâëÿºòüñÿ ìîæëèâ³ñòü 
ï³äñèëþâàòè åëåêòðîìàãí³òíèé ñèãíàë, ÷àñòîòà ÿêîãî º íàáàãàòî á³ëüøîþ 
â³ä ÷àñòîòè íàêà÷êè [1]: 

 1 2 2(1 )/(1 )Nω ω β β= + ⋅ − , (3) 
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äå /z cβ υ=  - â³äíîøåííÿ øâèäêîñò³ åëåêòðîííîãî ïó÷êà äî øâèäêîñò³ 

ñâ³òëà. Çðîçóì³ëî, ùî, âèêîðèñòîâóþ÷è ðåëÿòèâ³ñòñüê³ ïó÷êè (1 1β− << ), 

ìè òàêîæ ìîæåìî äîäàòêîâî çá³ëüøóâàòè ÷àñòîòó ï³äñèëþâàíî¿ 
åëåêòðîìàãí³òíî¿ õâèë³. 
 

2 Ð²ÂÍßÍÍß ÄËß ÀÌÏË²ÒÓÄ ÏÎËß 
ßê âèõ³äí³ âèêîðèñòîâóºìî ðåëÿòèâ³ñòñüêå êâàç³ã³äðîäèíàì³÷íå 

ð³âíÿííÿ, ð³âíÿííÿ íåïåðåðâíîñò³ òà ð³âíÿííÿ Ìàêñâåëëà. 
Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ðóõó òà çíàõîäæåííÿ êîíöåíòðàö³¿ åëåêòðîí³â 

ïó÷êà òà ïëàçìè âèêîðèñòîâóºìî ³ºðàðõ³÷íèé ï³äõ³ä äî òåîð³¿ êîëèâàíü ³ 
õâèëü [5]. Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ çáóäæåííÿ åëåêòðîìàãí³òíèõ ïîë³â 
çàñòîñóºìî ìåòîä ïîâ³ëüíî çì³ííèõ àìïë³òóä.  

Áóäåìî ââàæàòè, ùî õâèëÿ åëåêòðîìàãí³òíîãî ñèãíàëó, ïîâçäîâæíÿ 
åëåêòðîííà õâèëÿ òà åëåêòðîìàãí³òíà õâèëÿ íàêà÷êè ìàþòü 

ìóëüòèãàðìîí³÷íó ïðèðîäó. Òîä³ åëåêòðè÷í³ E
r

 òà ìàãí³òí³ B
r
 

êîìïîíåíòè ïîë³â ó äîñë³äæóâàí³é ñèñòåì³ áóäóòü ìàòè âèãëÿä  

( ) 1
1 1 , 1 ,

1

. .
N

imp
x m x y m y

m

E E e E e e c c
=

 = + + ∑
r r r

, 

 ( ) 1
1 1 , 1 ,

1

. .
N

imp
x m x y m y

m

B B e B e e c c
=

 = + + ∑
r r r

, 

( ) 2
2 2 , 2 ,

1

. .
N

imp
x m x y m y

m

E E e E e e c c
=

 = + + ∑
r r r

, 

( ) 2
2 2 , 2 ,

1

. .
N

imp
x m x y m y

m

B B e B e e c c
=

 = + + ∑
r r r

,                      (4) 

3
3 3,

1

. .
N

imp
m z

m

E E e c c e
=

 = + ∑
r r

, 

äå N – ê³ëüê³ñòü ãàðìîí³ê, ÿêà áåðåòüñÿ äî óâàãè ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ çàäà÷³; 
m – òóò ³ äàë³ º íîìåðîì â³äïîâ³äíî¿ ãàðìîí³êè.  

Çàçíà÷èìî, ùî çàêîí äèñïåðñ³¿ äëÿ åëåêòðîííî¿ õâèë³ ÕÏÇ 3 3{ , }kω , ÿêà 
çðîñòàº çàâäÿêè ïëàçìîïó÷êîâ³é íåñò³éêîñò³, º ë³í³éíèì. Òîìó â ö³é 
ñèñòåì³ ðåàë³çóºòüñÿ ïàðàìåòðè÷íèé ðåçîíàíñ ì³æ ãàðìîí³êàìè õâèë³ 
ÕÏÇ. Çðîçóì³ëî, ó ðÿä³ ðåæèì³â ðîáîòè ïëàçìîïó÷êîâîãî 
ñóïåðãåòåðîäèííîãî ËÂÅ ïàðàìåòðè÷íèé ðåçîíàíñ ì³æ ãàðìîí³êàìè 
åëåêòðîííî¿ õâèë³ ÕÏÇ ñóòòºâî âïëèâàº íà éîãî ðîáîòó. Êð³ì òîãî, 
åëåêòðîìàãí³òíà õâèëÿ íàêà÷êè, ÿêà ââîäèòüñÿ ççîâí³, ìîæå òàêîæ ìàòè 
ìóëüòèãàðìîí³÷íó ïðèðîäó. Ñàìå òîìó ïîëÿ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó 
âèáèðàºìî ó âèãëÿä³ (4). 

Ó ðåçóëüòàò³ ïðîâåäåííÿ ñòàíäàðòíî¿ ïðîöåäóðè àñèìïòîòè÷íîãî 
³íòåãðóâàííÿ [5] îòðèìóºìî äëÿ àìïë³òóä ãàðìîí³ê íàïðóæåíîñò³ 
åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ åëåêòðîìàãí³òíî¿ õâèë³ 1 1{ , }kω  òà åëåêòðîííî¿ õâèë³ 

ÕÏÇ 3 3{ , }kω  ñèñòåìó äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ó êâàäðàòè÷íîìó 

íàáëèæåíí³ (ââàæàºìî, ùî åëåêòðîìàãí³òíà õâèëÿ íàêà÷êè ó öüîìó 
íàáëèæåíí³ ïðàêòè÷íî íå çì³íþºòüñÿ)  

 1 ,
1, 1, 1 , 3, 3 , 2 ,

x m
m m x m m z m x m

E
K D E K E E

t

∂
+ =

∂
, 
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 1 ,
1, 1, 1 , 3, 3 , 2 ,

y m
m m y m m z m y m

E
K D E K E E

t

∂
+ =

∂
, 

 
2

3 , 3 ,
2, 1, 3, 3 ,2

z m z m
m m m z m

E E
C C D E

tt

∂ ∂
+ + =

∂∂
 (5) 

( ) ( )2*
3, 1 , 2 , 4, 3 5, 3

3 3
m x m x m m z z m z

mp mp

C E E C E E dp C E dp= + +∫ ∫ . 

Ó öèõ ð³âíÿííÿõ ïîçíà÷åíî 

 
( )

( ) ( )( )
2,

1, 1, 1 ,2 2 2
1, 1 1 2 2

1 1, ,

b p
H

m

H

mimD k c
c m m

α α α α

α α α α

ω η ω
ω

ω γ ω

 
Ω Ω + = − + 

Ω − 
 

∑  – äèñïåðñ³éíà ôóíêö³ÿ 

åëåêòðîìàãí³òíî¿ õâèë³ ñèãíàëó;  

( )
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3

3, 22 3
3,

1
b p

m
im

D
c im

α

α α α

ωω

γ

 −  = +
 Ω 

∑  – äèñïåðñ³éíà ôóíêö³ÿ åëåêòðîííî¿ õâèë³ 
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α α α

ω υ

ω γ

+ Ω∂
= = − +

∂ Ω
∑ ; 

( )
( )

( )

2,2
3 , 3,3,

2, 2 33
3 3,

1 3 /1

2

b p
zm

m

kD
C

im c im

α α α

α α α

ω υ

ω γ

+ Ω∂
= = −

∂ Ω
∑ ; 

( ) ( )
( )

( )
( )

2 2, 2
1, 2 2 , 2, 1 1 ,3 1 2

3, 3 2 3
, 1 1, , 2 2,3, 2 1

1b p
z z

m
H He

c k c ke
C

m mm c m
α α α αα

α α α αα αα

ω υ ω υω ω η η
ω η ω ηγ ω ω

 Ω − − Ω −+
 = −

− Ω − ΩΩ   
∑ ; 

, 22
, 3 3 3 , 3

4, 4 3 2 2
3 3,

2
3

b p
z z

m
e

k keC
mc c

α αα

α α α αα

υ ω υ ωω
γ γ

 +
= − 

Ω Ω  
∑ ; 

, 2
3

5, 6 3
3,

b p

m
e

keC
mc

α

α αα

ω
γ

 
=  

Ω  
∑ ; 

1 1 , 1 ,/( )y m x mE iEη = =+1 – çíàêîâà ôóíêö³ÿ, ÿêà õàðàêòåðèçóº 

ïîëÿðèçàö³þ öèðêóëÿðíî ïîëÿðèçîâàíî¿ õâèë³ ñèãíàëó; 

2 2 , 2 ,/( )y m x mE iEη = =+1 – çíàêîâà ôóíêö³ÿ, ÿêà õàðàêòåðèçóº ïîëÿðèçàö³þ 

öèðêóëÿðíî ïîëÿðèçîâàíî¿ õâèë³ íàêà÷êè (õâèë³ ç η =+1 íàçèâàþòü 
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íåçâè÷àéíèìè, õâèë³ ç η = –1 – çâè÷àéíèìè [3]); c  – øâèäê³ñòü ñâ³òëà; 

e  – çàðÿä åëåêòðîíà; em  – ìàñà åëåêòðîíà; ³íäåêñîì “b ” õàðàêòåðèçóºìî 

ïàðàìåòðè ïó÷êà, ³íäåêñîì “ p ” – ïàðàìåòðè ïëàçìè; ,z bυ  – ñåðåäíÿ 

øâèäê³ñòü åëåêòðîí³â ïó÷êà; ,z pυ =0 – ñåðåäíÿ øâèäê³ñòü åëåêòðîí³â 

ïëàçìè; 2
,1/ 1 ( / )z cα αγ υ= − ; 1, 1 1 ,zkα αω υΩ = − ; 2, 2 2 ,zkα αω υΩ = + ; 

3, 3 3 ,zkα αω υΩ = − ; , 0 /( )H eeH m cα αω γ= ; 
2

3 3 3
0

1
... (... exp( ))

2mp imp dp
π

π
< > = ⋅∫ . 

Ç îòðèìàíî¿ ñèñòåìè (5) âèïëèâàº, ùî â äàí³é ñèñòåì³ ïîøèðþþòüñÿ 
íàçóñòð³÷ îäíà îäí³é åëåêòðîìàãí³òí³ õâèë³, ÿê³ º öèðêóëÿðíî 
ïîëÿðèçîâàíèìè. Ïðîàíàë³çóºìî êîåô³ö³ºíò 3,mC  ö³º¿ ñèñòåìè. Áà÷èìî, 

ùî äëÿ ðåàë³çàö³¿ ïàðàìåòðè÷íîãî ðåçîíàíñó íåîáõ³äíî, ùîá 
åëåêòðîìàãí³òí³ õâèë³ ñèãíàëó òà íàêà÷êè ìàëè îäíàêîâèé íàïðÿìîê 
îáåðòàííÿ âåêòîðà íàïðóæåíîñò³ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ. Òîáòî íàïðÿìîê 
îáåðòàííÿ âåêòîðà íàïðóæåíîñò³ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ îáîõ õâèëü ïîâèíåí 
áóòè àáî çà ãîäèííèêîâîþ ñòð³ëêîþ, êîëè äèâèòèñü âçäîâæ âåêòîðà 
íàïðóæåíîñò³ ìàãí³òíîãî ïîëÿ, ( 1 1η = + , 2 1η = + ), àáî ïðîòè ãîäèííèêîâî¿ 

ñòð³ëêè ( 1 1η = − , 2 1η = − ). ×åðåç òå ùî íàïðÿìêè ïîøèðåííÿ 

åëåêòðîìàãí³òíèõ õâèëü â äàí³é ñèñòåì³ º ïðîòèëåæíèìè, âèùåçàçíà÷åíà 
óìîâà â³äïîâ³äàº ïðîòèëåæí³é êðóãîâ³é ïîëÿðèçàö³¿ õâèëü ñèãíàëó òà 
íàêà÷êè. Â ³íøîìó âèïàäêó 3,mC  áóäå äîð³âíþâàòè íóëþ. Öåé âèñíîâîê 

ïîâí³ñòþ çá³ãàºòüñÿ ç âèñíîâêàìè çàãàëüíî¿ òåîð³¿ â³äíîñíî ðåçîíàíñíî¿ 
ïîëÿðèçàö³¿ [4,6]. Ó äàí³é ñèñòåì³ õâèëÿ ñèãíàëó º ïðàâîïîëÿðèçîâàíîþ, 
à õâèëÿ íàêà÷êè – ë³âîïîëÿðèçîâàíîþ. 

 
3 ÀÍÀË²Ç 

Ó ñèñòåì³, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ, ðåàë³çóºòüñÿ åôåêò ïëàçìîïó÷êîâî¿ 
íåñò³éêîñò³. Ç ìàòåìàòè÷íî¿ òî÷êè çîðó öå îçíà÷àº, ùî äåÿê³ ðîçâ’ÿçêè 
äèñïåðñ³éíîãî ð³âíÿííÿ äëÿ m -¿ ãàðìîí³êè ÕÏÇ 

 3, 3, 3( , ) 0m mD mkω′ =    (6) 

º êîìïëåêñíèìè. Òîáòî, ââàæàþ÷è õâèëüîâå ÷èñëî 3mk  â³äîìèì, 
çíàõîäèìî ç (6) ðîçâ’ÿçêè äëÿ ÷àñòîòè, ÿê³ º êîìïëåêñíèìè:  

 3, 3,m m miω ω′ = − ⋅ Γ , (7) 

äå 3,mω  – ä³éñíà ÷àñòèíà êîìïëåêñíî¿ ÷àñòîòè 3,mω′ ; mΓ  – ³íêðåìåíò 

çðîñòàííÿ m -¿ ãàðìîí³êè õâèë³ ÕÏÇ. Ïðè öüîìó  

 3, 3 0 3/m zmk mω υ ω≈ = . (8) 

Òîáòî äëÿ ä³éñíî¿ ÷àñòèíè ÷àñòîòè çðîñòàþ÷î¿ õâèë³ ÕÏÇ çàêîí 
äèñïåðñ³¿ º ë³í³éíèì. Ñàìå öå îáóìîâëþº ïàðàìåòðè÷íó âçàºìîä³þ 
ãàðìîí³ê ÕÏÇ ì³æ ñîáîþ.  

Ç ³íøîãî áîêó, â óìîâàõ ïàðàìåòðè÷íîãî ðåçîíàíñó (1), à îòæå, ³ â 
îòðèìàí³é ñèñòåì³ ð³âíÿíü äëÿ àìïë³òóä ïîëÿ (5) âèêîðèñòîâóºìî ä³éñí³ 
çíà÷åííÿ ÷àñòîòè ÕÏÇ 3ω . Öå ïðèâîäèòü äî òîãî, ùî ó ñèñòåì³ ð³âíÿíü 

äëÿ àìïë³òóä ïîëÿ (5) äèñïåðñ³éíà ôóíêö³ÿ, ÿêà çàëåæèòü â³ä ä³éñíèõ 3ω  

òà 3k , íå äîð³âíþº íóëþ 3, 3 3( , ) 0mD m mkω ≠ . Öÿ îáñòàâèíà º õàðàêòåðíîþ 
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äëÿ ñèñòåì, â ÿêèõ ðåàë³çóºòüñÿ íåñò³éê³ñòü (ïëàçìîïó÷êîâà, äâîïîòîêîâà 
òà ³íø³).  

Äëÿ á³ëüø çðó÷íîãî àíàë³çó ñèñòåìè (5) ïåðåòâîðèìî 

3, 3 3( , ) 0mD m mkω ≠ , ðîçâèíóâøè âèðàç (6) â ðÿä Òåéëîðà á³ëÿ ä³éñíèõ 

çíà÷åíü 3mω , 3mk  

 
2

3, 3, 2
3, 3, 3 3, 3, 3 2

3 3

0 ( , ) ( , ) ( ) ( ) ...
( ) 2 ( )

m m
m m m m m m

D D
D mk D m mk i i

m m
ω ω

ω ω

∂ ∂
′= = + − Γ + − Γ +

∂ ∂
 

Çâ³äñè çíàõîäèìî 

 
2

3, 3, 2 2
3, 3, 3 1, 2,2

3 3

1
( , ) ( ) ... ...

( ) 2 ( )
m m

m m m m m m m m

D D
D m mk C C

im im
ω

ω ω

∂ ∂
= − Γ − Γ + = − Γ − Γ +

∂ ∂
 

Òîä³ ñèñòåìà ð³âíÿíü (5) áóäå ìàòè âèãëÿä: 

1 ,
1, 1, 1 , 3, 3 , 2 ,

x m
m m x m m z m x m

E
K D E K E E

t

∂
+ =

∂
, 

1 ,
1, 1, 1 , 3, 3 , 2 ,

y m
m m y m m z m y m

E
K D E K E E

t

∂
+ =

∂
, 

2
3 , 3 , 2

2, 1, 1, 2, 3 ,2
( )z m z m

m m m m m m z m

E E
C C C C E

tt

∂ ∂
+ − Γ + Γ =

∂∂
                (9) 

( ) ( )2*
3, 1 , 2 , 4, 3 5, 3

3 3
m x m x m m z z m z

mp mp

C E E C E E dp C E dp= + +∫ ∫ . 

Ïðîàíàë³çóºìî ñèñòåìó (9). Ðîçãëÿíåìî íàéïðîñò³øèé âèïàäîê, êîëè â 
ïëàçìîïó÷êîâîìó ñóïåðãåòåðîäèííîìó ËÂÅ ðåàë³çóºòüñÿ 
ìîíîõðîìàòè÷íèé ðåæèì ðîáîòè ³ âèù³ ãàðìîí³êè ÕÏÇ íà ïðîöåñè ó 
ñèñòåì³ íå âïëèâàþòü ( 1N = ). Øóêàºìî ðîçâ’ÿçêè ó âèãëÿä³ 

1 ,1 3 ,1, ~ exp( )x zE E tα . Ï³äñòàâëÿºìî ¿õ ó ð³âíÿííÿ (9) ³ îòðèìóºìî äëÿ 

³íêðåìåíòà α  ð³âíÿííÿ 

 2,1 3,1 3,12 2 2 2
1 1 2 ,1

1,1 1,1 1,1

( ) ( ) | |x par

C C K
E

C C K
α α α α

 
− Γ + − Γ ⋅ = ⋅ ≡  

 
.  (10) 

Ââàæàþ÷è, ùî 1 parαΓ >>  íåñêëàäíî çíàéòè, ùî  

 
2

1 2
1 2,1 1 1,1

1
(1 2 / )

par

C C

α
α

 
= Γ +  Γ + Γ 

.   (11) 

²ç ñï³ââ³äíîøåííÿ (11) âèïëèâàº, ùî çà ìàòåìàòè÷íîþ ñòðóêòóðîþ 
³íêðåìåíò ñóïåðãåòåðîäèííîãî ï³äñèëåííÿ α  çá³ãàºòüñÿ ç ³íêðåìåíòîì 
[4,6], ÿêèé îòðèìàíî â ðàìêàõ ìîäåëüíî¿ çàäà÷³ (áåç êîíêðåòèçàö³¿ 
ìåõàí³çìó äîäàòêîâîãî ï³äñèëåííÿ ÕÏÇ). 

Òàêîæ áà÷èìî, ùî çà óìîâè 1 parαΓ >>  ³íêðåìåíò çðîñòàííÿ α  õâèëü ó 

ñèñòåì³ ïðàêòè÷íî çá³ãàºòüñÿ ç ³íêðåìåíòîì çðîñòàííÿ ïëàçìîïó÷êîâî¿ 
íåñò³éêîñò³ 1Γ . Âèêîðèñòîâóþ÷è â³äîìå ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ 1Γ  äëÿ 

âèïàäêó, êîëè 3 ,z b pk υ ω= , [7] ìàºìî  
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2/3 1/3

1 3
,

3

16

b p

b z b

ω ω
α

γ υ

⋅ ⋅
≈ Γ =

⋅ ⋅
.   (12) 

Íàéáëèæ÷èì ô³çè÷íèì àíàëîãîì äîñë³äæóâàíîãî ÿâèùà º åôåêò 
ñóïåðãåòåðîäèííîãî ï³äñèëåííÿ ó äâîïîòîêîâèõ ñóïåðãåòåðîäèííèõ 
ëàçåðàõ íà â³ëüíèõ åëåêòðîíàõ [4]. Äëÿ ³ëþñòðàö³¿ ïåðåâàãè 
ïëàçìîïó÷êîâîãî íàä äâîïîòîêîâèì ñóïåðãåòåðîäèííèì ËÂÅ çðîáèìî 
ïîð³âíÿííÿ îòðèìàíîãî ³íêðåìåíòà çðîñòàííÿ α  ç ìàêñèìàëüíèì 
³íêðåìåíòîì çðîñòàííÿ åêâ³âàëåíòíî¿ äâîïîòîêîâî¿ ñèñòåìè 2Γ  [4] 

 2 3/2
,2

b

b z b

ω
γ υ

Γ =
⋅ ⋅

.    (13) 

Ï³ä åêâ³âàëåíòíîþ äâîïîòîêîâîþ ñèñòåìîþ â öüîìó âèïàäêó ðîçóì³ºìî 
ñèñòåìó, ó ÿê³é ïàðö³àëüíèé åëåêòðîííèé ïó÷îê ìàº òàê³ ñàì³ ïàðàìåòðè, 
ÿê ³ ïó÷îê ó âèïàäêó ïëàçìîïó÷êîâî¿ ñèñòåìè.  

Àíàë³çóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (12) òà (13), ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî 
³íêðåìåíò çðîñòàííÿ ïëàçìîïó÷êîâî¿ ñèñòåìè 1Γ  º ñóòòºâî á³ëüøèì çà 

³íêðåìåíò çðîñòàííÿ åêâ³âàëåíòíî¿ äâîïîòîêîâî¿ ñèñòåìè 2Γ . Öå 

ïîâ’ÿçàíî ç òèì, ùî, ïî-ïåðøå, ³íêðåìåíò ïëàçìîïó÷êîâî¿ ñèñòåìè 
1/3 2/3

1 ~ ( ) ( )p bω ωΓ , òîä³ ÿê 2 ~ bωΓ . Çàâäÿêè òîìó ùî ëåíãìþð³âñüêà 

÷àñòîòà ïëàçìè pω  â ðåàëüíèõ ïðèëàäàõ ìîæå áóòè íàáàãàòî á³ëüøîþ â³ä 

ëåíãìþð³âñüêî¿ ÷àñòîòè ïó÷êà bω , ³íêðåìåíò 1Γ  º á³ëüøèì çà 2Γ . Ïî 
äðóãå, çàëåæí³ñòü ³íêðåìåíò³â çðîñòàííÿ â³ä ðåëÿòèâ³ñòñüêèõ ôàêòîð³â º 

ð³çíîþ: 1 ~ 1/( )bγΓ , 3/2
2 ~ 1/( )bγΓ . Öå îçíà÷àº, ùî ðåëÿòèâ³çì ïó÷êà ó 

âèïàäêó ïëàçìîïó÷êîâî¿ ñèñòåìè ìåíøå çìåíøóº ³íêðåìåíò çðîñòàííÿ, 
í³æ ó âèïàäêó äâîïîòîêîâî¿ ñèñòåìè.  

Äëÿ ³ëþñòðàö³¿ âèùåñêàçàíîãî ïðîâåäåìî ÷èñëîâ³ îö³íêè. Ââàæàºìî, 

ùî 12~ 10pω  ñ-1, 10~ 10bω  ñ-1, 10~ 10Hω  ñ-1, 9
2 ~ 5 10ω ⋅  ñ-1, 3γ = . 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (12), (13), îòðèìàºìî, ùî α =0,38 ñì–1, 

2Γ =0,034 ñì–1. Òàêèì ÷èíîì, ³íêðåìåíò çðîñòàííÿ â äîñë³äæóâàí³é 
ñèñòåì³ º íàáàãàòî âèùèì (à ñàìå ó äåñÿòü ðàç³â!), í³æ ó âèïàäêó 
åêâ³âàëåíòíî¿ äâîïîòîêîâî¿ ñèñòåìè. Ïðè öüîìó ÷àñòîòà ñèãíàëó äîð³âíþº 

 13
1 1,2 10ω = ⋅  ñ–1, çà óìîâè, ùî ÷àñòîòà õâèë³ íàêà÷êè äîð³âíþº 

 9
2 ~ 5 10ω ⋅  ñ–1. Çâ³äñè âèïëèâàº óí³êàëüíà ìîæëèâ³ñòü ñòâîðåííÿ 

â³äíîñíî ñëàáîðåëÿòèâ³ñòñüêèõ äæåðåë ( 3γ = ) ñóáì³ë³ìåòðîâîãî òà 

³íôðà÷åðâîíîãî ä³àïàçîí³â õâèëü ïðè ÍÂ×-íàêà÷ö³ äåöèìåòðîâîãî 
ä³àïàçîíó ( 2λ = 40 ñì). 

Âàðòî òàêîæ çàçíà÷èòè, ùî ïëàçìîïó÷êîâà ñèñòåìà ìàº ÿñêðàâî 
âèðàæåíó ìóëüòèãàðìîí³÷í³ñòü. Ïðè öüîìó ìàêñèìóì àìïë³òóäè ìîæå 
ïðèïàäàòè íà âèù³ íîìåðè ãàðìîí³êè Ôóð'º-ñïåêòðà. Öå â³äêðèâàº íîâ³ 
ìîæëèâîñò³ ôîðìóâàííÿ åëåêòðîìàãí³òíèõ ñèãíàë³â ç³ ñêëàäíèì 
ìóëüòèãàðìîí³÷íèì ñïåêòðîì. 

 
ÂÈÑÍÎÂÎÊ 

Òàêèì ÷èíîì, ó ðîáîò³ ïîáóäîâàíà êâàäðàòè÷íî-íåë³í³éíà òåîð³ÿ 
ïëàçìîïó÷êîâîãî ñóïåðãåòåðîäèííîãî ëàçåðà íà â³ëüíèõ åëåêòðîíàõ, ÿê 
íàêà÷êà ó ÿêîìó âèêîðèñòàíà íåçâè÷àéíà óïîâ³ëüíåíà åëåêòðîìàãí³òíà 
õâèëÿ. Ïðîâåäåíî àíàë³ç ³íêðåìåíòà çðîñòàííÿ åëåêòðîìàãí³òíî¿ õâèë³ 
ñèãíàëó. Ç'ÿñîâàíî, ùî äîñë³äæóâàí³ ñèñòåìè ìàþòü ñóòòºâî á³ëüø³ 
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³íêðåìåíòè çðîñòàííÿ, í³æ åêâ³âàëåíòí³ äâîïîòîêîâ³ ñèñòåìè. Ïîêàçàíà 
ïåðñïåêòèâí³ñòü âèêîðèñòàííÿ äàíèõ ñèñòåì äëÿ ãåíåðàö³¿ ïîòóæíîãî 
åëåêòðîìàãí³òíîãî âèïðîì³íþâàííÿ â ì³ë³ìåòðîâîìó òà ñóáì³ë³ìåòðîâîìó 
ä³àïàçîíàõ äëÿ ñòâîðåííÿ ìóëüòèãàðìîí³÷íèõ ñèñòåì. 
 
SUMMARY 

TO THE THEORY OF PLASMA-BEAM SUPERHETERODYNE FREE 
ELECTRON LASER 

V.V. Kulish, O.V. Lysenko, V.V. Koval  
Sumy State University, Rymskii-Korsakov Str., 2, 40007, Sumy, Ukraine  

 
A nonlinear quadratic theory of Plasma-Beam Superheterodyne Free Electron Laser is 

constructed. The unusual retarded electromagnetic wave is used as a pumping wave. Multi-
harmonious interaction of waves is taken into consideration. Analysis of the growth increment 
for the signal electromagnetic wave is carried out. It is found that prospects of practical use of 
the considered systems for generation of especially powerful electromagnetic signals of the 
mm-submm range could be rather promising. 
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