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Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàçâèòèè 
íåñòàöèîíàðíîãî, íåóñòîé÷èâîãî îòðûâà ïîòîêà ïðè îáòåêàíèè öèëèíäðà èç 
ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ íà îñíîâå ìîäåëè Íàâüå-Ñòîêñà è ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ðàñ÷åòû 
ïîêàçàëè, ÷òî äî ìîìåíòà âîçíèêíîâåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ðàñïðåäåëåíèå 
êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ, â ðàìêàõ òåîðèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è ïî óðàâíåíèþ 
Íàâüå-Ñòîêñà, ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ. 
 

ÂÂÅÄÅÍÈÅ 
Èçâåñòíî, ÷òî âñå òå÷åíèÿ æèäêîñòåé è ãàçîâ äåëÿòñÿ íà äâà  òèïà: 

ñïîêîéíûå è ïëàâíûå òå÷åíèÿ, íàçûâàåìûå ëàìèíàðíûìè, è èõ 
ïðîòèâîïîëîæíîñòü - òàê íàçûâàåìûå òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ, ïðè 
êîòîðûõ ñêîðîñòü, äàâëåíèå, òåìïåðàòóðà è äðóãèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå 
âåëè÷èíû áåñïîðÿäî÷íî ïóëüñèðóþò, êðàéíå íåðåãóëÿðíî èçìåíÿÿñü â 
ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè. Ñëîæíûé õàðàêòåð êîëåáàíèé ñêîðîñòè è 
òåìïåðàòóðû ïðè òóðáóëåíòíîì òå÷åíèè, ìíîæåñòâî ïóëüñàöèé 
ðàçëè÷íûõ ïåðèîäîâ è àìïëèòóä èëëþñòðèðóþò ñëîæíóþ âíóòðåííþþ 
ñòðóêòóðó òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé, ðåçêî îòëè÷àþùèõñÿ â ýòîì îòíîøåíèè 
îò ëàìèíàðíûõ. Ýòà ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà ñêàçûâàåòñÿ íà ìíîãèõ ñâîéñòâàõ 
òå÷åíèÿ, îêàçûâàþùèõñÿ ðàçëè÷íûìè â ëàìèíàðíîì è òóðáóëåíòíîì 
ñëó÷àÿõ. Òàê, òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ îáëàäàþò ãîðàçäî áîëüøåé 
ñïîñîáíîñòüþ ê ïåðåäà÷å êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è ïîýòîìó âî ìíîãèõ 
ñëó÷àÿõ îêàçûâàþò ãîðàçäî áîëüøåå ñèëîâîå âîçäåéñòâèå íà îáòåêàåìûå 
æèäêîñòüþ òâåðäûå òåëà. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì òóðáóëåíòíûå ïîòîêè 
îáëàäàþò ïîâûøåííîé ñïîñîáíîñòüþ ê ïåðåäà÷å òåïëà è ïàññèâíûõ 
ïðèìåñåé, ê ðàñïðîñòðàíåíèþ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, ê ïåðåíîñó 
âçâåøåííûõ ÷àñòèö  è ò ä. 

Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé ÿâëÿþòñÿ âåñüìà 
ñóùåñòâåííûìè äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ åñòåñòâîçíàíèÿ è òåõíèêè è, â 
÷àñòíîñòè, äëÿ ïîâûøåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé 
ýíåðãåòè÷åñêèõ ìàøèí è èõ íàäåæíîñòè. Âîïðîñ î òîì, ÷àñòî ëè 
âñòðå÷àþòñÿ òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ, ïðåäñòàâëÿåò íåñîìíåííûé 
ïðàêòè÷åñêèé è òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîäàâëÿþùåå 
áîëüøèíñòâî ðåàëüíî âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèðîäå è òåõíèêå òå÷åíèé 
ÿâëÿþòñÿ èìåííî òóðáóëåíòíûìè. Ïîýòîìó èçó÷åíèå òóðáóëåíòíîñòè, 
áåçóñëîâíî, ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíîé ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷åé. 

Â óñëîâèÿõ çíà÷èòåëüíîãî ñîêðàùåíèÿ ôèíàíñèðîâàíèÿ íàó÷íûõ 
èññëåäîâàíèé è ôîíäîâ ðàçâèòèÿ ïðîèçâîäñòâà, ýêñïåðèìåíòàëüíûå 
ðàáîòû ïî ñîçäàíèþ íîâûõ òåõíîëîãèé ïðàêòè÷åñêè íåîñóùåñòâèìû. Â 
ñâÿçè ñ ýòèì çàäà÷à ðàçâèòèÿ è ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ÷èñëåííûõ  ìåòîäîâ 
èññëåäîâàíèÿ òå÷åíèé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñòàíîâèòñÿ 
îñîáåííî àêòóàëüíîé. 

Øèðîêèé êëàññ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé 
íåñòàöèîíàðíûå è ïåðèîäè÷åñêèå òå÷åíèÿ, â êîòîðûõ ìàëûå âîçìóùåíèÿ 
ìîãóò ïðèâåñòè ê êîíå÷íûì èçìåíåíèÿì ñòðóêòóðû òå÷åíèÿ. Ê 
íåñòàöèîíàðíûì òå÷åíèÿì ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ ìîæíî îòíåñòè 
òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ, íåñòàöèîíàðíûé ñðûâ ïîòîêà, ñëîè ñìåøåíèÿ, 
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ñâîáîäíîêîíâåêòèâíûå òå÷åíèÿ ñ íåóñòîé÷èâîé ñòðàòèôèêàöèåé è ìíîãèå 
äðóãèå. 

Îïèñàíèå ìåõàíèçìà íåñòàöèîíàðíîãî ñðûâà ïîòîêà è çàðîæäåíèÿ 
òóðáóëåíòíîãî  ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé äëÿ 
ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ïðèëîæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ðåçêèå 
èçìåíåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîôèëåé ëîïàñòíûõ 
ñèñòåì ãèäðàâëè÷åñêèõ ìàøèí, êðûëüåâ, ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ ïðè 
ìàëûõ èçìåíåíèÿõ óãëà àòàêè, à òàêæå äèíàìè÷åñêèå  íàãðóçêè íà 
ðàçëè÷íûå êîíñòðóêöèè ïîä äåéñòâèåì  ïîñòîÿííîãî è ðåçêî 
ìåíÿþùåãîñÿ íàáåãàþùåãî ïîòîêà ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì íåñòàöèîíàðíîãî 
îáòåêàíèÿ è ñðûâà ïîòîêà. 

 
1 ÎÏÈÑÀÍÈÅ ßÂËÅÍÈÉ ÒÓÐÁÓËÅÍÒÍÎÑÒÈ 

Òóðáóëåíòíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì òå÷åíèÿ, à íå ôèçè÷åñêîé 
õàðàêòåðèñòèêîé æèäêîñòè. Òóðáóëåíòíîñòü, ïîäîáíî ëþáîìó äðóãîìó 
íåäåòåðìèíèðîâàííîìó ñòðîãî ôèçè÷åñêîìó ïðîöåññó, ïðèõîäèòñÿ 
ðàññìàòðèâàòü â ðàìêàõ ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè, è ïëîäîòâîðíûå 
èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ïðîöåññîâ äîëæíû ñîäåðæàòü êàê òåîðåòè÷åñêóþ, òàê 
è ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ÷àñòè. Ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì èññëåäîâàíèè 
îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñðåäíèå âî âðåìåíè çíà÷åíèÿ èçó÷àåìûõ 
ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåîðåòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ 
áîëåå ëîãè÷íî ðàçâèâàòü â ðàìêàõ âåðîÿòíîñòíûõ ïîäõîäîâ, ïîñêîëüêó 
ïðè ýòîì óñòðàíÿþòñÿ òðóäíîñòè ñ îïðåäåëåíèåì âåñîâûõ ôóíêöèé â 
îïåðàòîðàõ îñðåäíåíèÿ. Åñëè òóðáóëåíòíûå ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ 
ýðãîäè÷åñêèìè, òî ïðîáëåìà èíòåðïðåòàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ 
ðàçðåøàåòñÿ, à áîëåå ãëóáîêèé ôèëîñîôñêèé âîïðîñ î âîçìîæíîñòè 
ñîïîñòàâëåíèÿ òåîðèè è ýêñïåðèìåíòà â îáùåì ñëó÷àå îñòàåòñÿ îòêðûòûì. 

Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëîãè÷åñêóþ ðàçðàáîòêó òåîðèè ìîæíî 
ïðîäîëæèòü è ÷òî îòâåò íà âîïðîñ: ñîãëàñóåòñÿ ëè ýòà òåîðèÿ ñ 
íàáëþäàåìûìè ÿâëåíèÿìè èëè íåò – äàäóò ðåçóëüòàòû ïîñëåäóþùèõ 
ñðàâíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé. Îäíàêî áåç ÿñíîãî ïîíèìàíèÿ ôèçè÷åñêèõ 
ïðîöåññîâ íè ôîðìà íåîáõîäèìûõ àêñèîì, íè íàïðàâëåíèå òåîðåòè÷åñêèõ 
èññëåäîâàíèé íå ÿâëÿþòñÿ î÷åâèäíûìè. Ïîñêîëüêó æå â íàñòîÿùåå âðåìÿ 
ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû òóðáóëåíòíîñòè íåëüçÿ ñ÷èòàòü ïîëíîñòüþ 
èçâåñòíûìè, ëþáîå òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ýòîãî ÿâëåíèÿ ïðèõîäèòñÿ 
â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îñíîâûâàòü íà ïðåäïîëîæåíèÿõ. 

Äåéñòâèòåëüíî, òåîðèÿ òóðáóëåíòíîñòè, èñïîëüçóåìàÿ íà ïðàêòèêå äëÿ 
ðàñ÷åòîâ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé ó ñòåíîê, âêëþ÷àåò â ñåáÿ â òîé èëè èíîé 
ôîðìå ýìïèðè÷åñêèå äàííûå.  

Äðóãèìè ñëîâàìè, áåç îáùèõ ãèïîòåç, îñíîâàííûõ íà 
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, íåëüçÿ ïðîâåñòè  â òåðìèíàõ òåîðèè 
âåðîÿòíîñòåé ïîëíîå ëîãè÷åñêè ïîñëåäîâàòåëüíîå òåîðåòè÷åñêîå 
èññëåäîâàíèå äàííîãî ÿâëåíèÿ. Îáíàäåæèâàþùèì ôàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ òî, 
÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì áîëåå ñëîæíîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé òåõíèêè 
ïîíèìàíèå ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû òóðáóëåíòíîñòè  áûñòðî óëó÷øàåòñÿ.   

Îáùèå ñâîéñòâà òå÷åíèé æèäêîñòè, èìåþùèå íåïîñðåäñòâåííîå 
îòíîøåíèå ê òóðáóëåíòíîñòè, ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü äîâîëüíî 
ïðîñòî. 

Ïóñòü âÿçêàÿ æèäêîñòü, ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðîé îñòàþòñÿ 
ïîñòîÿííûìè, äâèæåòñÿ âíóòðè ïëîñêîé îáëàñòè D. Åñëè ÷åðåç 
Ω îáîçíà÷èòü çàâèõðåííîñòü òå÷åíèÿ, òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìîæíî 
çàïèñàòü â âèäå 

2D
u v

t x y Dt
λ

∂Ω ∂Ω ∂Ω Ω
+ + ≡ = ∇ Ω

∂ ∂ ∂
,                     (1.1) 

ãäå 2ψΩ = −∇ . 
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Çäåñü ψ - ôóíêöèÿ òîêà, à λ - âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ÷èñëó Ðåéíîëüäñà, 

êîòîðîå âûðàæåíî ÷åðåç õàðàêòåðíûå äëÿ äàííîé çàäà÷è äëèíó è 
ñêîðîñòü. 

Åñëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òàêîâû, ÷òî íàáåãàþùåå òå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ 
áåçâèõðåâûì è ñòàöèîíàðíûì, òî 

0 1ψ ψ ψ= + , 0 1Ω = Ω + Ω ,                       (1.2) 

ãäå  2
0 0ψ∇ ≡  è 0ψ  óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì âäàëè îò òåëà, 

ïîêàçûâàåò, ÷òî  

0 0Ω = , 2
1 1ψΩ = −∇ .                              (1.3) 

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíàÿ çàâèõðåííîñòü òå÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé 

1ψ . 
Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèå (1.1) ïðèíèìàåò âèä 

21
1

D

Dt
λ= ∇ Ω ,                                      (1.4) 

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè è ëþáûå èçìåíåíèÿ 
çàâèõðåííîñòè, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü â òå÷åíèè, íåïîñðåäñòâåííî 
ñâÿçàíû ñ âÿçêèìè ñâîéñòâàìè æèäêîñòè; òàê, ïðè 0λ = èìååò ìåñòî 

0
D
Dt

Ω
= , è äëÿ âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â íàáåãàþùåì ïîòîêå 

íåîáõîäèìî, ÷òîáû çàâèõðåííîñòü ðàâíÿëàñü íóëþ âî âñåì ïîëå òå÷åíèÿ. 
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âîçíèêíîâåíèÿ òóðáóëåíòíîñòè â îêðåñòíîñòè 

òâåðäîé ïîâåðõíîñòè òàêàÿ çàâèñèìîñòü òóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿ îò 
âÿçêîñòè æèäêîñòè ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîñòè. Îíà òàêæå â 
îñíîâíîì ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé äëÿ çàêëþ÷èòåëüíîé ñòàäèè äèññèïàöèè 
ýíåðãèè â ìåëêîìàñøòàáíûõ âèõðåâûõ îáðàçîâàíèÿõ. Îäíàêî ñ ïîìîùüþ 
âûøåóïîìÿíóòîé äâóìåðíîé ìîäåëè íåëüçÿ îáúÿñíèòü ìíîãèå 
ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé. Íåâîçìîæíîñòü 
ïîëíîãî îïèñàíèÿ ìåõàíèçìà ðàñòÿæåíèÿ âèõðåâûõ òðóáîê ÿâëÿåòñÿ 
ïðèìåðîì íåäîñòàòêîâ ýòîé ìîäåëè. Óêàçàííûé ìåõàíèçì ñâÿçàí ñ 
êàñêàäíûì ïðîöåññîì äðîáëåíèÿ âèõðåé â òóðáóëåíòíûõ ïîòîêàõ è 
îïðåäåëÿåò ïåðåäà÷ó ýíåðãèè îò îñíîâíîãî äâèæåíèÿ ê ìåëêîìàñøòàáíûì 
âèõðåâûì îáðàçîâàíèÿì, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò âÿçêàÿ äèññèïàöèÿ. 
Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ âèõðåé â ýòîì ïðîöåññå îñòàåòñÿ 
ïðèáëèçèòåëüíî ïîñòîÿííîé.  

Â íåîäíîðîäíîé ïðèñòåíî÷íîé òóðáóëåíòíîñòè íà âíåøíåé ãðàíèöå 
âÿçêîãî ïîäñëîÿ ïðîèñõîäÿò ñïîíòàííûå ðàçðóøåíèÿ ñòðóêòóðû òå÷åíèÿ. 
Çíà÷èòåëüíàÿ çàâèõðåííîñòü, îáðàçîâàâøàÿñÿ íà ñòåíêå, ðàçâèâàåòñÿ â 
îò÷åòëèâî âûðàæåííûå ïðîäîëüíûå âèõðè, êîòîðûå çàòåì óíîñÿòñÿ èç 
ïðèñòåíî÷íîãî ïîäñëîÿ è ïåðåíîñÿò ñ ñîáîé êîëè÷åñòâî äâèæåíèé âî 
âíåøíþþ îáëàñòü. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ñòðóêòóðû òå÷åíèÿ áûëî 
óñòàíîâëåíî âèçóàëüíûìè èññëåäîâàíèÿìè, à èññëåäîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ 
òåðìîàíåìîìåòðîâ ïîìîãëè ëó÷øå ïîíÿòü ýòî ÿâëåíèå.  

Òåéëîðîì áûëî ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî òå÷åíèå âåäåò ñåáÿ 
òàê, êàê åñëè áû îíî èìåëî áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ýòà 
ãèïîòåçà ìîãëà áû îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé äëÿ îáîñíîâàíèÿ íåîáõîäèìîñòè 
ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òå÷åíèé, åñëè áû îíà, êðîìå âñåãî ïðî÷åãî, íå 
îçíà÷àëà, ÷òî âîçìóùåíèÿ âíóòðè òå÷åíèÿ íîñÿò íåóïîðÿäî÷åííûé 
õàðàêòåð. Îäíàêî ñäåëàííûå âûøå çàìå÷àíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî 
òóðáóëåíòíîå òå÷åíèå (â îñîáåííîñòè òóðáóëåíòíîñòü â îêðåñòíîñòè 
ñòåíêè) èìååò, íàîáîðîò, õîðîøî óïîðÿäî÷åííóþ ñòðóêòóðó. Íî äàæå è 
áåç ó÷åòà ýòîãî ôàêòà òå÷åíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ. 
Ïî-âèäèìîìó, áîëåå ïëîäîòâîðíî ðàññìàòðèâàòü ïîëå òóðáóëåíòíîãî 
òå÷åíèÿ êàê íåäåòåðìèíèðîâàííîå â òîì ñìûñëå, ÷òî ïîëíûé íàáîð 
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íà÷àëüíûõ óñëîâèé âñåãäà îñòàåòñÿ íåèçâåñòíûì. Ýòà çàäà÷à èìååò òîò æå 
ñàìûé ñìûñë, ÷òî è çàäà÷à ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, õîòÿ ñ ôèçè÷åñêîé 
òî÷êè çðåíèÿ îíè ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ. 

Ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèé óðàâíåíèÿ 
äâèæåíèÿ  çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå: 

óðàâíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ 

i i i
j

j i j j

v v vP
v

t x x x x
ρ ρ µ

 ∂ ∂ ∂∂ ∂
+ + =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

;                       (1.5) 

óðàâíåíèå ýíåðãèè 

2

i
i i i

T e e
Ô k v

x x t x
ρ ρ∂ ∂ ∂

+ = +
∂ ∂ ∂ ∂

;                          (1.6) 

Â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè å îáîçíà÷àåò óäåëüíóþ âíóòðåííþþ ýíåðãèþ, 
à Ô – ÷ëåí, õàðàêòåðèçóþùèé äèññèïàöèþ, êîòîðûé èìååò âèä 

i
ij

j

u
Ô

x
σ

∂
=

∂
,                                      (1.7) 

ãäå 

ji
ij

j i

vv

x x
σ µ

 ∂∂
= +  ∂ ∂ 

                                  (1.8) 

âûðàæàåò ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà íàïðÿæåíèé, èç êîòîðîãî èñêëþ÷åíî 
äàâëåíèå. 

Ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ äèâåðãåíöèè ê ñîîòíîøåíèþ (1.5), ïîëó÷èì 
óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ ïîëÿ äàâëåíèÿ 

2
2 i j j i

i j i j

v v v v
p

x x x x
ρ ρ

∂ ∂ ∂
∇ = − = − ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
.                      (1.9) 

 

 
2 ÎÁÙÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÀÑ×ÅÒÀ ÒÅ×ÅÍÈß ÈÄÅÀËÜÍÎÉ 

ÆÈÄÊÎÑÒÈ 
Íàëè÷èå íååäèíñòâåííîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé çàäà÷è î 

òå÷åíèè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè òðåáóåò ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè è 
ýôôåêòèâíîñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà ãèäðîäèíàìèêè â îáëàñòÿõ 
ïðîèçâîëüíîé ôîðìû. 

Îñîáåííî âàæíî îáåñïå÷èòü ñâîéñòâî êîíñåðâàòèâíîñòè è 
ìîíîòîííîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, 
÷òîáû ñâåñòè ê ìèíèìóìó âîçìóùåíèÿ, âíîñèìûå ìåòîäîì â ðåøåíèå çà 
ñ÷åò îñîáåííîñòè ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè è êðèâèçíû ñåòî÷íûõ 
ëèíèé. Äëÿ ýòîé öåëè íàèáîëåå ïîäõîäèò ñåìåéñòâî SIMPLE àëãîðèòìîâ 
íà îñíîâå ìåòîäà êîíòðîëüíîãî îáúåìà è ñõåìû òèïà TVD, 
ìîäèôèöèðîâàíèå äëÿ ðàñ÷åòà íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé, à òàêæå ïîäõîä [1], 
îñíîâàííûé íà ðåøåíèè óðàâíåíèé èäåàëüíîé æèäêîñòè. 

Äëÿ ïîíèìàíèÿ îñîáåííîñòåé ìîäåëèðîâàíèÿ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé è 
ñëåäîâ ìåòîäîì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé è äëÿ ïðàâèëüíîãî 
àíàëèçà ïîëó÷àþùèõñÿ ðåçóëüòàòîâ îïèøåì îáùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ 
ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è. Çàäà÷ó î òå÷åíèè æèäêîñòè ñëåäóåò ðåøàòü â 
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ïîëíîé íåñòàöèîíàðíîé ïîñòàíîâêå, ïîëàãàÿ, ÷òî ïðîöåññ íà÷èíàåòñÿ ïðè 
0τ =  è ñonstρ = . 

Íà ïîâåðõíîñòè îáòåêàåìîãî òåëà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå î 
íåïðîòåêàíèè. Âíå òåëà ïàðàìåòðû æèäêîñòè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü 
óðàâíåíèÿì Ýéëåðà è íåðàçðûâíîñòè. 

Çàìåíèì ïîâåðõíîñòü îáòåêàåìîãî òåëà, êàê ýòî ïðèíÿòî, 
äèñêðåòíûìè ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè  è áóäåì ðåøàòü 
çàäà÷ó â íåñòàöèîíàðíîé ïîñòàíîâêå . 

Âçÿâ â êà÷åñòâå îñíîâíîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé îñîáåííîñòè âèõðåâîé 
îòðåçîê ïîñòîÿííîé öèðêóëÿöèè, ïîñòðîèì âèõðåâóþ ñèñòåìó. 
Ïîëîæåíèÿ ñóììàðíûõ âèõðåé íà S, ïåðâîãî ñâîáîäíîãî âèõðÿ è 
ðàñ÷åòíûõ òî÷åê âûáèðàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè ïîëîæåíèÿìè 
ìåòîäà. Öèðêóëÿöèè ñâîáîäíûõ âèõðåé, êðîìå ïåðâûõ, âíîâü 
îáðàçóþùèõñÿ, ïî âðåìåíè íå ìåíÿþòñÿ. 

Åñëè îáåñïå÷åíû çàìêíóòîñòü âèõðåâûõ ñèñòåì è âûïîëíåíèå òåîðåì î 
ïîñòîÿíñòâå öèðêóëÿöèé âî âðåìåíè, òî ïîëå ñêîðîñòåé, âûçâàííîå 
ñèñòåìîé, ïîòåíöèàëüíî è áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âñåì óðàâíåíèÿì 
ãèäðîäèíàìèêè. Îñòàåòñÿ îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà 
S è óñëîâèÿ ×àïëûãèíà – Æóêîâñêîãî î êîíå÷íîñòè ñêîðîñòåé íà 
âûõîäíûõ êðîìêàõ. 

Ñêîðîñòè îò âèõðåâîãî îòðåçêà çàâèñÿò îò êîîðäèíàò íà÷àëà è êîíöà 
âèõðåâîãî îòðåçêà è êîîðäèíàò ðàñ÷åòíîé òî÷êè. Êàê óêàçûâàëîñü, òåëî è 
ñëåä çàìåíÿþòñÿ ñèñòåìîé âèõðåâûõ îòðåçêîâ. ×àñòü èõ, ðàñïîëîæåííûõ 
íà òåëå, ìîäåëèðóåò ñóììàðíûå âèõðè (ñâîáîäíûå è ïðèñîåäèíåííûå). 
Ïîëîæåíèå ýòèõ âèõðåé è ïåðâûõ ñâîáîäíûõ ôèêñèðîâàíû, à öèðêóëÿöèè 

*
iÃ  ïî âðåìåíè ìåíÿþòñÿ. Îáùåå ÷èñëî âèõðåé íà òåëå (âìåñòå ñ m 

ïåðâûìè ñâîáîäíûìè) îáîçíà÷èì N*. ×èñëî ñâîáîäíûõ âèõðåé, 
äâèæóùèõñÿ âìåñòå ñ ïîòîêîì íà êàæäîì äèñêðåòíîì ðàñ÷åòíîì øàãå ïî 
âðåìåíè r, áóäåò  

( 1)N m sσ = − . 

Âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ðàñ÷åò âèõðåâîé ñòðóêòóðû òóðáóëåíòíîãî 
ñëåäà (îïðåäåëåíèå ïîëîæåíèÿ ñâîáîäíûõ âèõðåé, ìîäåëèðóþùèõ åå 
ãðàíèöû). Ïóñòü i – íîìåð ñâîáîäíîãî âèõðÿ, äâèæåíèå êîòîðîãî 
èçó÷àåòñÿ. Èçìåíåíèå êîîðäèíàò åãî íà÷àëà è êîíöà âî âðåìåíè 
îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè: 

*W n W n⋅ = ⋅ ,                                (2.1) 

ãäå  

W iWx jWy kWz= + + ; 

*W V rω∞= +  

cos cos cosn i nx j ny k nz= + + , 

çäåñü W-âîçìóùåííàÿ ñêîðîñòü, *W  - íåâîçìóùåííàÿ ñêîðîñòü,n  - 
åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè òåëà, r  - ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè, â 
êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ. 

1 1
i idx wx dτ= ; 1 1

i idy wy dτ= ; 1 1
i idz wz dτ= ; 

2 2
i idx wx dτ= ; 2 2

i idy wy dτ= ; 2 2
³ ³dz wz dτ= .                (2.2) 
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Ðàñ÷åò îáòåêàíèÿ òåëà ñîäåðæèò äâà îñíîâíûõ âçàèìîñâÿçàííûõ ýòàïà 
ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé î íåïðîòåêàíèè òåëà äëÿ íåèçâåñòíûõ 

öèðêóëÿöèé *
iÃ è âûñòðàèâàíèå âèõðåâûõ ñòðóêòóð ñ ïîìîùüþ 

ñîîòíîøåíèé (2.2). Ñòðîãî ãîâîðÿ, òî è äðóãîå äîëæíî îñóùåñòâëÿòüñÿ 
ñîâìåñòíî, îäíàêî îáû÷íî ýòî äåëàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñ çàäåðæêîé 
âñÿêèé ðàç íà îäèí âðåìåííîé øàã. Ïðè èçâåñòíûõ ïîëîæåíèÿõ 
ñâîáîäíûõ âèõðåé íàõîäÿòñÿ êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé  î íåïðîòåêàíèè 

ïîâåðõíîñòè òåëà, à çàòåì *
jÃ . Ïîñëå ýòîãî ïî ôîðìóëàì îïðåäåëÿþòñÿ âñå 

ñêîðîñòè è èç (2.2), îáû÷íî ìåòîäîì Ýéëåðà, íàõîäÿòñÿ íîâûå ïîëîæåíèÿ 
ñâîáîäíûõ âèõðåé. Çàìåòèì, ÷òî ñâîáîäíûå âèõðè íà êàæäîì âðåìåííîì 
øàãå ðàñïîëàãàþòñÿ íà âûõîäíîé  êðîìêå. 

Â ðàññìîòðåííîé âûøå ñõåìå òóðáóëåíòíîå äâèæåíèå ìîäåëèðóåòñÿ ñ 
ïîìîùüþ ñâîáîäíûõ âèõðåé. Ïî ìåðå ðàçâèòèÿ òå÷åíèÿ èõ ÷èñëî 
âîçðàñòàåò è ìîæåò äîñòèãàòü ìíîãèõ òûñÿ÷. Ïðè ýòîì íà êàæäîì 
ðàñ÷åòíîì øàãå â ïîòîê ñõîäèò n ñâîáîäíûõ âèõðåé, òàê ÷òî â ðàñ÷åòíûé 
ìîìåíò r â óðàâíåíèÿõ i = 1, 2, 3, …, nr. Îäíî ýòî ãîâîðèò î òåõ áîëüøèõ 
âîçìîæíîñòÿõ, êîòîðûìè îáëàäàåò ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ òóðáóëåíòíûõ 
õàðàêòåðèñòèê ïîòîêà è ñëåäà. 

Ïîëíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ñèñòåìû (2.2) âåñüìà ñëîæåí, òåì 
áîëåå, ÷òî îíà, ñòðîãî ãîâîðÿ, ðåøàåòñÿ ñîâìåñòíî ñ (2.1). Îäíàêî 
ëîãè÷åñêèé àíàëèç öåëîãî ðÿäà ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîçâîëÿåò 
ïîíÿòü ìíîãèå êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè ïîëó÷àþùèõñÿ ðåøåíèé. 
Óêàæåì íåêîòîðûå èç íèõ. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ìîäåëü ÿâëåíèÿ 
îáëàäàåò îïðåäåëåííûìè ýâðèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè òèïà 
“èñêóññòâåííîãî” èíòåëëåêòà”. Ìåõàíèçì ÿâëåíèÿ, çàëîæåííûé â ñõåìå, 
ïîñòàíîâêå çàäà÷è è àëãîðèòìå ðåøåíèÿ, íà÷èíàåò æèòü è ïðîÿâëÿòüñÿ 
ñàì, óæå áåç ó÷àñòèÿ èññëåäîâàòåëÿ. Òàê, íà êîíöàõ òîíêèõ âèõðåâûõ 
ïîâåðõíîñòåé èíäóêòèâíûå ñêîðîñòè îáðàùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. 
Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü íå äîïóñêàåò ýòîãî: ïîâåðõíîñòè ñâîðà÷èâàþòñÿ â 
ñïèðàëè, îáðàçóÿ áîêîâûå è íîñîâûå æãóòû, íà÷àëüíûé âèõðü Ïðàíäòëÿ 
è ò.ä.  

Àâòîìàòè÷åñêè â ïðîöåññå óñòàíîâëåíèÿ âûÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíàÿ 
ñòðóêòóðà ñëåäà “â áîëüøîì”. Îíà ìîæåò áûòü îäíîãî èç òðåõ òèïîâ: 
ñòàöèîíàðíîé, ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè èëè îáëàäàþùåé 
íåðåãóëÿðíîé âðåìåííîé çàâèñèìîñòüþ. Ïðèìåðîì ñòàöèîíàðíûõ 
ñòðóêòóð ìîãóò ñëóæèòü áîêîâûå æãóòû íà êðûëüÿõ ïðè áåçîòðûâíîì 
îáòåêàíèè. Ïåðèîäè÷åñêèå âèõðåâûå ñòðóêòóðû òèïà äîðîæåê Êàðìàíà 
íàáëþäàþòñÿ ïðè ïîïåðå÷íîì îáòåêàíèè ïëàñòèíû è êðóãîâîãî öèëèíäðà. 
Ñëîæíûå òàê íàçûâàåìûå êîãåðåíòíûå ñòðóêòóðû îáðàçóþòñÿ ïðè 
èñòå÷åíèè ñòðóè â çàòîïëåííîå ïðîñòðàíñòâî. 

Åùå îäíî ïðîÿâëåíèå ýâðèñòè÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé ðàññìàòðèâàåìîãî 
ïîäõîäà ñâÿçàíî ñ âûäåëåíèåì óñòîé÷èâûõ âèõðåâûõ ñòðóêòóð. Êàê 
èçâåñòíî, íèêàêèì ïåðèîäè÷åñêèì ïîñòðîåíèåì òî÷å÷íûõ äèñêðåòíûõ 
âèõðåé íåëüçÿ îáåñïå÷èòü óñòîé÷èâîñòü âèõðåâîé äîðîæêè Êàðìàíà. 
Îäíàêî ìîäåëü íàøëà âûõîä â ðàìêàõ ñâîèõ âîçìîæíîñòåé: â ïðîöåññå 
÷èñëåííîãî ôîðìèðîâàíèÿ âèõðåâîãî ñëåäà îáðàçîâàëèñü ñãóñòêè 
êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ, îáëàäàþùèå óñòîé÷èâîñòüþ. Êðîìå òîãî, âûÿâëåí 
âòîðîé óñòîé÷èâûé ðåæèì îáòåêàíèÿ ïëàñòèíû – ñ ñèììåòðè÷íûì 
âèõðåâûì ñëåäîì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ òàêæå èëëþñòðàöèåé íååäèíñòâåííîñòè 
ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷.  

Ñëåäóåò ðàçëè÷àòü äâà âèäà èíôîðìàöèè, ïîëó÷àåìîé ïðè ðåøåíèè 
óðàâíåíèé (2.2) ñîâìåñòíî ñ (2.1): ïîñòðîåíèå âèõðåâûõ ìàêðîñòðóêòóð 
òå÷åíèÿ è èçó÷åíèå ïóëüñàöèé ñêîðîñòåé. Ïîñëåäíèå âñåãäà çàâèñÿò îò 
âðåìåíè è íîñÿò õàîòè÷åñêèé, íåóïîðÿäî÷åííûé õàðàêòåð. Âîçíèêàåò 
âîïðîñ, èìåþùèé ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå: ìîæíî ëè íà îñíîâå 
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óêàçàííûõ âûøå ñõåì ÿâëåíèÿ è àëãîðèòìîâ ìîäåëèðîâàòü ñëó÷àéíûå 
ïðîöåññû è ïîëó÷àòü ñòîõàñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òóðáóëåíòíîñòè? 

Ïóñòü íà ôîíå ñôîðìèðîâàâøåéñÿ âèõðåâîé ñòðóêòóðû èçó÷àþòñÿ 
ïóëüñàöèè ñêîðîñòåé, äëÿ ÷åãî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ τ  ðåøàþòñÿ 
óðàâíåíèÿ (2.2) (î äâèæåíèè âèõðåé). Åñëè òå÷åíèå “â áîëüøîì” 
ïåðèîäè÷åñêîå ñ ïåðèîäîì Ò, òî ðàññìîòðèì ñõîäñòâåííûå ìîìåíòû 
âðåìåíè ( 0τ  è 0 Tmδ δ+ , m – öåëîå ÷èñëî). Êàê ïðè ñòàöèîíàðíîì 
òå÷åíèè, òàê è ïðè ìåíÿþùåìñÿ âî âðåìåíè ïåðèîäè÷åñêè óðàâíåíèÿ 
(2.2) áóäóò ðåøàòüñÿ êàæäûé ðàç ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (çà 
ñ÷åò òîãî, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ 0τ  â ïîòîêå íàõîäèòñÿ ðàçíîå ÷èñëî 

ñâîáîäíûõ âèõðåé). À ýòî ïðèâåäåò ê ðàçëè÷íûì ìãíîâåííûì çíà÷åíèÿì 
ñêîðîñòè. 

Öåëü äàííûõ ðàññóæäåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû âûÿâèòü 
âîçìîæíûé èñòî÷íèê âîçíèêíîâåíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. ×òî êàñàåòñÿ 
ïîëíîãî îòâåòà íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ, òî îí äîëæåí â ïåðâóþ î÷åðåäü 
ðåøàòüñÿ ïóòåì ñîâìåñòíûõ ÷èñëåííî-ôèçè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé. Â 
êîíå÷íîì ñ÷åòå òîëüêî àêêóðàòíî ïîñòàâëåííûå ôèçè÷åñêèå 
ýêñïåðèìåíòû ìîãóò ïîäòâåðäèòü èëè îòâåðãíóòü ñõåìó ÿâëåíèÿ. 

Â óñëîâèÿõ çíà÷èòåëüíîãî ñîêðàùåíèÿ ôèíàíñèðîâàíèÿ íàó÷íûõ 
èññëåäîâàíèé è ôîíäîâ ðàçâèòèÿ ïðîèçâîäñòâà, ýêñïåðèìåíòàëüíûå 
ðàáîòû ïî ñîçäàíèþ íîâûõ òåõíîëîãèé ïðàêòè÷åñêè íåîñóùåñòâèìû. Â 
ñâÿçè ñ ýòèì çàäà÷à ðàçâèòèÿ è ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ 
èññëåäîâàíèÿ òå÷åíèé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñòàíîâèòñÿ 
îñîáåííî àêòóàëüíîé. 

Øèðîêèé êëàññ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé 
íåñòàöèîíàðíûå è ïåðèîäè÷åñêèå òå÷åíèÿ, â êîòîðûõ ìàëûå âîçìóùåíèÿ 
ìîãóò ïðèâåñòè ê êîíå÷íûì èçìåíåíèÿì ñòðóêòóðû òå÷åíèÿ. Ê 
íåñòàöèîíàðíûì òå÷åíèÿì ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ ìîæíî îòíåñòè 
òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ, íåñòàöèîíàðíûé ñðûâ ïîòîêà, ñëîè ñìåøåíèÿ è 
ìíîãèå äðóãèå. 

Îïèñàíèå ìåõàíèçìà íåñòàöèîíàðíîãî ñðûâà ïîòîêà è çàðîæäåíèÿ 
òóðáóëåíòíîãî  ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé äëÿ 
ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ïðèëîæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ðåçêèå 
èçìåíåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîôèëåé ëîïàñòíûõ 
ñèñòåì ãèäðàâëè÷åñêèõ ìàøèí, êðûëüåâ, ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ ïðè 
ìàëûõ èçìåíåíèÿõ óãëà àòàêè, à òàêæå äèíàìè÷åñêèå  íàãðóçêè íà 
ðàçëè÷íûå êîíñòðóêöèè ïîä äåéñòâèåì  ïîñòîÿííîãî è ðåçêî 
ìåíÿþùåãîñÿ íàáåãàþùåãî ïîòîêà ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì íåñòàöèîíàðíîãî 
îáòåêàíèÿ è ñðûâà ïîòîêà. 

Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîé çàäà÷è äëÿ äàííîãî êëàññà òå÷åíèé ÷àñòî 
èñïîëüçóåòñÿ ðàçâèòèå íåñòàöèîíàðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íà 
ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, à òàêæå ïåðèîäè÷åñêèå òå÷åíèÿ â ñëåäå çà 
öèëèíäðîì [2-4]. 

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î íåñòàöèîíàðíîì îáòåêàíèè öèëèíäðà, 
ìãíîâåííî ïðèâåäåííîãî â äâèæåíèå èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ, ïðè áîëüøèõ 
÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåíèå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. 
Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëîâ 
ïðèìåíèìîñòè óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, îáóñëîâëåííûõ ðàçâèòèåì 
âèõðåâîé ñòðóêòóðû çà òî÷êîé îòðûâà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îñíîâíîå 
âíèìàíèå îòâîäèòñÿ èññëåäîâàíèþ ïðè÷èí è õàðàêòåðà ðàçâèòèÿ 
íåóñòîé÷èâîñòè íà÷àëüíîé ñòàäèè ôîðìèðîâàíèÿ ñòðóêòóðû îòðûâíîãî 
òå÷åíèÿ çà öèëèíäðîì, ïðèâåäåííûì â äâèæåíèå èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ. 

×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà 
êîíòðîëüíîãî îáúåìà, çàïèñàííîãî â êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 
ïðîöåäóðû SIMPLER, è ñõåìû TVD òðåòüåãî ïîðÿäêà ISNAS [5,6]. 
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé 
æèäêîñòè. Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ óðàâíåíèé âûáðàíû óðàâíåíèÿ Íàâüå-
Ñòîêñà, çàïèñàííûå â âèäå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â èíòåãðàëüíîé âåêòîðíîé 
ôîðìå 

( ) 0Vn dSρ =∫∫
r rÒ ,                                 (2.3) 

( )
W S W W

V V
dW Vn V dS pdW GdW

t n
ρ ρ µ

  ∂ ∂
+ − = − ∇ +  

∂ ∂   
∫∫∫ ∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫

r rr rr
rÒÓ Ó Ó ,  (2.4) 

ãäå W-êîíòðîëüíûé îáúåì, S –ïîâåðõíîñòü W, n -âíåøíÿÿ íîðìàëü ê S,V-
âåêòîð ñêîðîñòè, ρ -ïëîòíîñòü (ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé â ðàìêàõ ìîäåëè 

íåñæèìàåìîé æèäêîñòè), p-äàâëåíèå, µ  -êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè, G-

âåêòîð ìàññîâûõ ñèë. 
Äëÿ ðåàëèçàöèè óíèâåðñàëüíîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà óðàâíåíèÿ (2.3)-

(2.4) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå îáîáùåííîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ôèçè÷åñêîé 
âåëè÷èíû Ô â êîíòðîëüíîì îáúåìå [4] 

( ) Ô

W S W

Ô Ô
dW Vn Ô Ã dS S dW

t n
ρ ρ

 ∂ ∂ + − =  ∂ ∂  ∫∫∫ ∫∫ ∫∫∫
r rÒÓ Ó ,             (2.5) 

ãäå Ã-êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, ôS -ìîùíîñòü èñòî÷íèêîâ.  

Äèñêðåòíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ (2.5) èìååò âèä  [4,5] 

1
0 0 0

n
ê ê Ô Ô

ê

W
À Ô À Ô S W S Ô

t
ρ −∆′= − + ∆ + +

∆∑ ,                 (2.6) 

0 k
W

A A
t

ρ∆
= − +

∆∑ ,                                   (2.7) 

( ) ( )0 1 ( 1)
k i k ijk k

ki ik
k k

S SS V d Ã g jÔ
e e

ρΦ
∆ ∆ ′ = −Φ − + − ∆  ∑ ∑ ,      (2.8) 

ãäå  1
0

nÔ −  - çíà÷åíèå ïåðåìåííîé íà ïðåäûäóùåì  âðåìåííîì ñëîå; 

iV  - êîíòðâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè,  
k=2i-1, 2i; i=1,2,3; 
ei, ej – i –é êîâàðèàíòíûé è j-é êîíòðâàðèàíòíûé âåêòîðû ëîêàëüíîãî 

áàçèñà; 
gij =eiej – êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà;  

( )kjÔ∆  - êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïðîèçâîäíûõ âäîëü k-é 

ãðàíè êîíòðîëüíîãî îáúåìà. 

1
( 1)k i ij

k k k i
k k

SA V C d Ã g
x e

ρ
   ∆= − −  

∆   
∑ .                  (2.9) 

Äèñêðåòíûé àíàëîã (2.4-2.9) îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîíñåðâàòèâíîñòè, 
ðåøåíèå Ô=V=const òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿåò (2.4-2.9) íà 
ïðîèçâîëüíîé êðèâîëèíåéíîé íåîðòîãîíàëüíîé ñåòêå. Êðîìå òîãî, 
áëàãîäàðÿ ïîïðàâêå, ïðåäëîæåííîé â [4], ëèíåéíîå ñäâèãîâîå ïîëå 
ñêîðîñòè òàêæå òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì (2.4-2.9). 
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Óðàâíåíèÿ (2.4-2.9) èìåþò ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî 
âðåìåíè. Ïîñêîëüêó ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé  íåëèíåéíàÿ (êîýôôèöèåíòû 
À ê çàâèñÿò îò Ô), òî äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè, à òàêæå äëÿ òîãî, ÷òîáû 
ðåøåíèå íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå óäîâëåòâîðÿëî óðàâíåíèþ 
ñîõðàíåíèÿ ìàññû, ïåðåõîä ñ îäíîãî øàãà ïî âðåìåíè íà äðóãîé 
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñëå íåñêîëüêèõ èòåðàöèé ïî íåÿâíîé ñõåìå 

( ) ( ) ( ) ( ) 1
0 0

ò
k k Ô Ô

ë

W
Ô A Ô Ô A Ô S Ô W S Ô Ô

t
ρ −∆′′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′= − + ∆ + +

∆∑ ,    (2.10) 

ãäå ,Ô Ô′ ′′ -ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå íà ïðåäûäóùåé è òåêóùåé èòåðàöèÿõ. 
Äëÿ ðàñ÷åòà íåñòàöèîíàðíîãî îáòåêàíèÿ öèëèíäðà, áåç âðàùåíèÿ, 

âíåçàïíî ïðèâåäåííîãî â äâèæåíèå ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà 
èñïîëüçóþòñÿ ïðèáëèæåíèå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è ñëåäóþùàÿ ïîñòàíîâêà 
çàäà÷è. Çàäàíî ïîòåíöèàëüíîå âíåøíåå îáòåêàíèå öèëèíäðà, à â 
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ íà ïîâåðõíîñòè 
öèëèíäðà. Áîëåå áëèçêà ê ðåàëüíîñòè ôèçè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, 
êîãäà öèëèíäð ðàçãîíÿåòñÿ èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ ñ êîíå÷íûì óñêîðåíèåì. 
Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è íà äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òå÷åíèÿ 
áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â 
ðàìêàõ äâóõ ïîñòàíîâîê, ïîêàçàëî – ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå 
íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå 
êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ íà íà÷àëüíîì ýòàïå ïîëó÷àåòñÿ íà 3-8 % áîëüøå, 
÷åì ïðè óñêîðåíèè èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ. Ïîëÿ äàâëåíèÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ 
ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ. Ïðè äàëüíåéøåì ðàçâèòèè òå÷åíèå ñëàáî 
çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íà 
ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ñòàâèòñÿ óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ, ÷òî ñòàíîâèòñÿ 
ïðè÷èíîé ôîðìèðîâàíèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, à çàòåì è îòðûâà ïîòîêà. Íà 
áåñêîíå÷íîñòè ïðè 0<θ π< /2  (ãäå θ  îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ëîáîâîé òî÷êè) 

çàäàåòñÿ ïîòåíöèàëüíîå òå÷åíèå. Íà îñòàëüíîé ÷àñòè âíåøíåé ãðàíèöû 
çàäàþòñÿ ìÿãêèå óñëîâèÿ äëÿ ñêîðîñòè. Ââåäÿ áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå, 
óðàâíåíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â îáùåïðèíÿòûõ 
îáîçíà÷åíèÿõ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì [7]: 
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0 0,
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Êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ (2.11) îñóùåñòâëÿåòñÿ 
ïî äâóõñëîéíîé íåêîé äâåíàäöàòèòî÷å÷íîé ñõåìå [7]. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ 
ïîïåðå÷íîé ñêîðîñòè ν  â ïîãðàíè÷íîì ñëîå óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè 
(âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.11) àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïî ÷åòûðåõòî÷å÷íîé 
ñõåìå. Êîýôôèöèåíòû êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ 
ìåòîäîì èòåðàöèè íà ñîîòâåòñòâóþùåì âðåìåííîì ñëîå, êîòîðûå 
îïðåäåëÿþòñÿ íà âðåìåííûõ ñëîÿõ (ê-1) è (ê), èñïîëüçóÿ ëèíåéíóþ 
èíòåðïîëÿöèþ ïàðàìåòðîâ, îò êîòîðûõ îíè çàâèñÿò, ìåæäó ñå÷åíèÿìè  
(n-1) è n. Ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ìåòîäîì 
ïðîãîíêè. 
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Ðàñ÷åò âÿçêîãî òå÷åíèÿ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà÷èíàåòñÿ îò ïåðåäíåé 
êðèòè÷åñêîé òî÷êè Ê (ðèñ.1) Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû 
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïðîôèëè ïðîäîëüíîé è 
ïîïåðå÷íîé ñêîðîñòåé â íåì è åãî òîëùèíà íà ïåðâîì øàãå îò òî÷êè Ê 
çàäàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òî÷íûì ðåøåíèåì äëÿ ïëîñêîãî òå÷åíèÿ â 
îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè. Â äàëüíåéøåì âäîëü êðèâîëèíåéíîé 
êîîðäèíàòû Õ ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçâèòèå ýòèõ ïðîôèëåé ñêîðîñòè ïîä 
äåéñòâèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà âíåøíåé è âíóòðåííåé ãðàíèöàõ 
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïðè ëàìèíàðíîì ðåæèìå òå÷åíèÿ â íåì.  

 
 
 

 
 

 
Ðèñóíîê 1 – Ñõåìà äëÿ ðàñ÷åòà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ 

 
 
Â òî÷êå Í íà÷èíàåòñÿ ïåðåõîä ëàìèíàðíîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ â 

ïîãðàíè÷íîì ñëîå â òóðáóëåíòíûé. Îí çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå Ï. Òàêèì 
îáðàçîì, ïîãðàíè÷íûé ñëîé íà ó÷àñòêå Í-Ï ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê 
ïåðåõîäíîé. Ïîñëå òî÷êè Ï âïëîòü äî òî÷êè îòðûâà R òå÷åíèå â 
ïîãðàíè÷íîì ñëîå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ òóðáóëåíòíûì è ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñ 
èñïîëüçîâàíèåì îäíîé èç ìîäåëåé òóðáóëåíòíîñòè. Â äàííîé ðàáîòå 
èñïîëüçîâàëàñü äâóõñëîéíàÿ ïî òîëùèíå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ìîäåëü 
òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè Ï.Ñ.Êëåáàíîâà è Å.Ð.Âàí-Äðèñòà. Â ðàñ÷åòàõ, 
ïðåäñòàâëåííûõ â ðàáîòå, îòðûâ ïîòîêà îò îáòåêàåìîãî òåëà îïðåäåëÿëñÿ 
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà êàæäîì ó÷àñòêå ñóùåñòâîâàíèÿ ïîãðàíè÷íîãî 
ñëîÿ îí ðàññ÷èòûâàëñÿ îò êðèòè÷åñêîé òî÷êè äî òî÷êè, â êîòîðîé ëèáî 
ñòàíîâèëîñü ïðåäåëüíî ìàëûì ïîâåðõíîñòíîå òðåíèå, ëèáî ñòàíîâèëñÿ 
ðàñõîäÿùèìñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñèñòåìû 
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåñòàöèîíàðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. 
Òî÷êà, â êîòîðîé âûïîëíÿëèñü îäíî èç ýòèõ óñëîâèé, à òàêæå ïðè 
ïðèáëèæåíèè ê êîòîðîé íàáëþäàëèñü ðåçêîå óâåëè÷åíèå ïðîèçâîäíûõ îò 
òîëùèíû âûòåñíåíèÿ è òîëùèíû ïîòåðè èìïóëüñà ïî êðèâîëèíåéíîé 
êîîðäèíàòå âäîëü îáòåêàåìîé ïîâåðõíîñòè è èíòåíñèâíûé ðîñò 
ïîïåðå÷íîé ñêîðîñòè â ïîãðàíè÷íîì ñëîå, èäåíòèôèöèðîâàëàñü êàê òî÷êà 
îòðûâà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Íà ðèñ.2 ïîêàçàí ôðàãìåíò ïîëÿ âåêòîðà 
ñêîðîñòè äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t=1,5. 
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Ðèñóíîê 2 – Ïîëå âåêòîðà ñêîðîñòè â ìîìåíò âðåìåíè t=3 
 

 
3 ÀÍÀËÈÇ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ ÐÀÑ×ÅÒÀ 

Ïîñêîëüêó öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëîâ 
ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, ñäåëàåì ñðàâíåíèå 
ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ âÿçêîé æèäêîñòè ïî äâóì ñõåìàì: 
ðåøåíèåì óðàâíåíèé Íàâüå - Ñòîêñà è ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. 

Ïðè ÷èñëå Re=105 ðàçâèòîå òå÷åíèå âîêðóã öèëèíäðà íîñèò 
òóðáóëåíòíûé õàðàêòåð. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñî âðåìåíåì èçíà÷àëüíî 
ëàìèíàðíîå òå÷åíèå äîëæíî ïîñòåïåííî ïîòåðÿòü óñòîé÷èâîñòü. Ïðè ýòîì 
òå÷åíèå ïðîõîäèò íåñêîëüêî ñòàäèé. Ñíà÷àëà íà÷èíàþò îáðàçîâûâàòüñÿ 
äîñòàòî÷íî êðóïíûå âèõðè, êîòîðûå âïîñëåäñòâèè äðîáÿòñÿ è ñëèâàþòñÿ, 
îáðàçóÿ âåñü ñïåêòð òóðáóëåíòíûõ âèõðåé îò ýíåðãîíåñóùèõ, 
êðóïíîìàñøòàáíûõ, êâàçèóïîðÿäî÷íûõ ñòðóêòóð òèïà äîðîæêè Êàðìàíà, 
âïëîòü äî âèõðåé êîëìîãîðîâñêîãî ìàñøòàáà, äèññèïèðóþùèõ 
êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ â òåïëîâóþ. Åñëè ðàññìàòðèâàòü òå÷åíèå êàê 
íåñòàöèîíàðíîå, òî îöåíèòü âåëè÷èíó ïðîìåæóòêà âðåìåíè, â òå÷åíèå 
êîòîðîãî ðàñ÷åòû â ðàìêàõ îïèñàííîãî ïîäõîäà áóäóò ñïðàâåäëèâû, 
ìîæíî íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ íà ðàçíîñòíûõ ñåòêàõ ñ 
ðàçëè÷íûì êîëè÷åñòâîì óçëîâ. Åñëè äî îïðåäåëåííîãî ìîìåíòà âðåìåíè 
ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå íà ðàçíûõ ñåòêàõ, ñîâïàäàþò, ñëåäîâàòåëüíî 
ìåëêîìàñøòàáíûå âèõðè åùå íå îêàçûâàþò çàìåòíîãî âëèÿíèÿ íà 
ðåøåíèå. Íà ðèñ.3 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ðàñïðåäåëåíèé êîýôôèöèåíòà 
òðåíèÿ Ñf, ïîëó÷åííûõ íà ñåòêàõ 80õ120 è 120õ200. Íà ãðàôèêàõ âèäíî, 
÷òî äî ìîìåíòà âðåìåíè t=3 ïîëîæåíèå è âåëè÷èíà êðóïíîìàñøòàáíûõ 
ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ ñ óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòüþ ñîâïàäàþò. 
Ìåëêîìàñøòàáíûå ïóëüñàöèè Ñf, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò äâèæåíèþ 
ìåëêèõ âèõðåé, íà÷èíàþò çàìåòíî îòëè÷àòüñÿ ïðè Ñf >3. Ïðè t >4 
âëèÿíèå ìåëêîìàñøòàáíûõ âèõðåé ñòàíîâèòñÿ  ñóùåñòâåííûì. 

Îñíîâíûå ýòàïû ðàçâèòèÿ íåñòàöèîíàðíîãî îòðûâà è çàðîæäåíèÿ 
êðóïíîìàñøòàáíûõ âèõðåâûõ ñòðóêòóð âèäíû ïîñëå âîçíèêíîâåíèÿ â 
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Åãî òîëùèíà ïîñòåïåííî 
ðàñòåò, îñîáåííî áûñòðî â êîðìîâîé ÷àñòè öèëèíäðà. Ïðîòèâîäàâëåíèå â 
îáëàñòè êîðìîé òî÷êè ïðèâîäèò ê áûñòðîìó ñíèæåíèþ êàñàòåëüíîé 
ñêîðîñòè â ïîãðàíè÷íîì ñëîå. Ïðè t=0,5 â êîðìîâîé òî÷êå âîçíèêàåò 
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îòðûâ ïîòîêà è òî÷êà îòðûâà íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ ââåðõ ïî ïîâåðõíîñòè 
öèëèíäðà ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ îñíîâíîãî ïîòîêà.  

 
 

Ðèñóíîê 3 – Ðàñïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè 

öèëèíäðà â ìîìåíòû âðåìåíè Re=10 5 : 
2,4,6 – ïîãðàíè÷íûé ñëîé 

1,3,5 – óðàâíåíèÿ Íàâüå- Ñòîêñà 
î – t=0.5       ● – t=1       □ – t=3 

 

 
 

Ðèñóíîê 4 – Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ïîëîæåíèÿ òî÷êè îòðûâà 
 
Íà ðèñ.4 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïîëîæåíèÿ òî÷êè îòðûâà îò 

áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè t äëÿ ñåòîê 80 õ120 è 120õ 200. Çàìåòíûå 
îòëè÷èÿ â ðàñ÷åòàõ ïîëîæåíèÿ òî÷êè îòðûâà ïîòîêà ïðîÿâëÿþòñÿ ïðè  
t > 3,5. Íà ðèñ.4 âèäíî, ÷òî â íà÷àëüíûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè  
0,3<t < 1,0 îòðûâíàÿ çîíà ðàñòåò î÷åíü áûñòðî. Â äàëüíåéøåì ïîëîæåíèå 
òî÷êè îòðûâà ìåäëåííî ñòðåìèòñÿ ê ñâîåìó àñèìïòîòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ ~ 
80 ãðàäóñîâ. Çà òî÷êîé îòðûâà ðàçâèâàåòñÿ è óâåëè÷èâàåòñÿ ïî òîëùèíå 
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òå÷åíèå â îáðàòíîì òîêå. Îáðàòíîå òå÷åíèå è âíåøíèé ïîòîê îáðàçóþò 
ñêîðîñòíîé ñëîé ñìåøåíèÿ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ê ìàëûì 
âîçìóùåíèÿì. Ïî ðèñóíêó (2) ìîæíî ïðîñëåäèòü çàðîæäåíèå 
âîëíîîáðàçíîé íåóñòîé÷èâîñòè Ãåëüìãîëüöà íà ãðàíèöå âíåøíåãî òå÷åíèÿ 
è îáðàòíîãî òîêà. Îáðàçóþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè 
âèõðè çàõâàòûâàþò âñå áîëüøåå ïðîñòðàíñòâî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è 
äîñòèãàþò ñòåíêè, âûçûâàÿ îáðàçîâàíèå âòîðè÷íûõ âèõðåé, îòðûâà 
ïîòîêà è îñöèëëÿöèè êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ Ñf. Òàêèì îáðàçîì, 
èíäèêàòîðîì ðàçâèòèÿ âèõðåâîé íåóñòîé÷èâîñòè è, êàê ñëåäñòâèå, 
âòîðè÷íîãî îòðûâà, ìîæåò ñëóæèòü ðàñïðåäåëåíèå Ñf. Íà ðèñ.3 âèäíî, 
÷òî ïðè t=1,5 ãðàíèöà íåóñòîé÷èâîñòè óæå äîñòèãëà ïîâåðõíîñòè 
öèëèíäðà. Â äàëüíåéøåì íåóñòîé÷èâîñòü áûñòðî ðàçâèâàåòñÿ, à 
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñîâåðøàåò íàðàñòàþùèå ïî àìïëèòóäå 
ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Ñî âðåìåíåì êîëè÷åñòâî ìàêñèìóìîâ è 
ìèíèìóìîâ ðàñòåò, íà êðóïíîìàñøòàáíûå êîëåáàíèÿ íàêëàäûâàþòñÿ 
âûñîêî÷àñòîòíûå îñöèëëÿöèè, ïðè ýòîì ìîäóëè ìàêñèìàëüíîãî è 
ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ Ñf ïðèìåðíî ðàâíû ìåæäó ñîáîé. 

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòà 
òðåíèÿ íà îñíîâå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà è â ðàìêàõ 
ïðèáëèæåíèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû ïðàêòè÷åñêè 
ñîâïàäàþò, âïëîòü äî ìîìåíòà âîçíèêíîâåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ, 
ïðè t<2 . Ïðè÷èíó ðàññîãëàñîâàíèÿ â îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ 
ñëåäóåò èñêàòü â íàðóøåíèè ïîñòóëàòîâ ïðèáëèæåíèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. 
Íà ðèñ.5-7 ïîêàçàíû êàðòèíû ëèíèé òîêà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè.  

 
à 

 
á 

Ðèñóíîê 5- Ëèíèè òîêà â ìîìåíòû âðåìåíè  à - t=2,  á - t=4 



“Вісник СумДУ. Серія Технічні науки”,  №3’ 2007 37 

Ðèñóíîê 7- Ëèíèè òîêà â ìîìåíò âðåìåíè  
t=3:  à - ýêñïåðèìåíò,  á – ðàñ÷åò 

 
 
 

Ðèñóíîê 6 – Ëèíèè òîêà â ìîìåíò 
âðåìåíè  t=1  

à – ýêñïåðèìåíò,  á – ðàñ÷åò 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Íà ðèñóíêàõ ìîæíî ïðîñëåäèòü 
îñíîâíûå ýòàïû ðàçâèòèÿ 
âèõðåâîé íåóñòîé÷èâîñòè. Ïåðâîå 
çàìåòíîå âîçìóùåíèå â âèäå 
íåáîëüøîãî âèõðÿ âîçíèêàåò â 
îáëàñòè ïðèìåðíî 130 ãðàäóñîâ îò 
íîñîâîé òî÷êè. Ðàñïðîñòðàíåíèå 
âîçìóùåíèÿ âíèç ïî ïîòîêó 
ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ 
âòîðîãî âèõðÿ, êîòîðûé 
óâåëè÷èâàåòñÿ â ðàçìåðàõ 
áûñòðåå, ÷åì ïåðâûé, è 
ñïóñêàåòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ê 
êîðìîâîé òî÷êå öèëèíäðà. 
Âèõðåâàÿ íåóñòîé÷èâîñòü 
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òàêæå è ââåðõ 
ïî ïîòîêó, íî çíà÷èòåëüíî 
ìåäëåííåå, ÷åì âíèç. 
Ïðîäâèæåíèå ãðàíèöû 
íåóñòîé÷èâîñòè ê òî÷êå îòðûâà 
ñîïðîâîæäàåòñÿ îáðàçîâàíèåì 
öåïî÷êè âèõðåé, êîòîðûå 
âïîñëåäñòâèè ïîïàðíî 
îáúåäèíÿþòñÿ è ñëèâàþòñÿ â îäèí 
áîëüøîé âèõðü â êîðìîâîé çîíå . 

Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ 
ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ 
ïîòîêà ïðè îáòåêàíèè öèëèíäðà â 
òóðáóëåíòíîì ðåæèìå ñ ÷èñëîì 

Re=10 5  ìîæíî ñäåëàòü 
                                                        ñëåäóþùèå âûâîäû. 
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ÂÛÂÎÄÛ 
Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî äî ìîìåíòà âîçíèêíîâåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè, 

äàâëåíèå ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ äàâëåíèåì ïðè ïîòåíöèàëüíîì 
îáòåêàíèè öèëèíäðà. Ïðè ýòîì ðàññ÷èòàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ 
êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ â ðàìêàõ òåîðèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ  è ïî 
óðàâíåíèÿì Íàâüå - Ñòîêñà ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ. Âîçíèêíîâåíèå 
âèõðåâîé íåóñòîé÷èâîñòè ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ 
ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ïî ñðàâíåíèþ ñ 
ïîòåíöèàëüíûì òå÷åíèåì. Ïðåíåáðåæåíèå âçàèìíûì âëèÿíèåì ïîëåé 
ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ â ðàìêàõ òîðèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïðèâîäèò ê 
ðàñõîæäåíèþ ðåçóëüòàòîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè ïî óðàâíåíèÿì 
Íàâüå – Ñòîêñà. 

 
SUMMARY 

RESEARCHING THE AREA OF APPLICATION OF THE INTERFACE’S MODEL IN SUMS 
CONCERNING WITH STREAMLINING A BODY BY REALISTIC LIQUID 

2 CALCULATION OF THE STREAMLINE A BODY BY TURBULENT FLOW 
 

S. D. Kostornoy, doctor of technical science, professor SNAU 
A. S. Martinov, student, SumDU 

The article is devoted to results of the numerical decision of the problem about development 
of the unstable take-off of the flow under streamlined cylinder from condition rest basing on the 
Navie-Stoks model and border layer. The calculations have shown that before moment of the 
origin to vagary the distribution friction coefficient, within the framework of theory border layer 
and using Navie-Stoks equation, practically does not differ. 

 
ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ 
1. Ïàòàíêàð Ñ. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ òåïëîîáìåíà è äèíàìèêè æèäêîñòåé 

// Ïåð. ñ àíãë.-Ì.:Ýíåðãîàòîìèçäàò, 1984.-152 ñ. 
2. Áåëîöåðêîâñêèé Î.Ì., Áåëîöåðêîâñêèé Ñ.Ì., Ãóùèí Â.À. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå 

íåñòàöèîíàðíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè â ñëåäå çà öèëèíäðîì  
//Æ. âû÷èñë. è ìàòåì. ôèç.-1984.-Ò.24. – Ñ.1207-1216. 

3. Äåííèñ Ñ.,Ñòàíèôîðä À. ×èñëåííûé ìåòîä äëÿ ðàñ÷åòà íà÷àëüíîé  ñòàäèè òå÷åíèÿ 
âÿçêîé æèäêîñòè îêîëî öèëèíäðà // ×èñëåííûå ìåòîäû â  ìåõàíèêå æèäêîñòåé / Ïîä 
ðåä.Î.Ì. Áåëîöåðêîâñêîãî. Ì.:Ìèð, 1973.- 304ñ. 

4. Êîñòîðíîé Ñ.Ä. Èññëåäîâàíèå íåñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê ïîòîêà â ïðîòî÷íîé ÷àñòè 
öåíòðîáåæíîãî íàñîñà // Íàñîñû è îáîðóäîâàíèå.-2005. -¹ 1(30). –Ñ. 18-19 

5. Êóäèíîâ Ï.È. Ê âîïðîñó î òî÷íîñòè ðàñ÷åòà êîíâåêòèâíîãî ïîòîêà  â êðèâîëèíåéíûõ 
ñèñòåìàõ êîîðäèíàò // Ïðîáëåìè îá÷èñëþâàëüíî¿ ìåõàí³êè  ³ ì³öíîñò³ êîíñòðóêö³é: 
Çá³ðíèê íàóêîâèõ ïðàöü. – Ä.: Íàâ÷àëüíà êíèãà,1998.- Ò.3- Ñ.82-85. 

6. Êóäèíîâ Ï.È.Ìåòîä ðàñ÷åòà ïðîöåññîâ ãèäðîäèíàìèêè è òåïëîîáìåíà â íåîðòîãîíàëüíûõ 
êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ // Â³ñíèê Äí³ïðîïåòð óí-òó. Ìåõàí³êà.-1998.-Âèï.1.-Ò.1. -
Ñ.117-125. 

7. Ïàñêîíîâ Â.Ì.,Ïîëåæàåâ Â.È., ×óäîâ Ë.À. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ òåïëî- è 
ìàññîîáìåíà.Ì.: Íàóêà, 1984. – 286 ñ.  

8. Êîñòîðíîé Ñ. Ä. Ñîçäàíèå çàìêíóòèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàñ÷¸òà  ïîòåðü 
ìåõàíè÷åñêîé  ýíåðãèè â ïðîòî÷íîé ÷àñòè ãèäðàâëè÷åñêèõ ìàøèí // Â³ñíèê Ñóìñüêîãî 
äåðæàâíîãî óí³âåðñèòåòó.- 2004. – ¹2 (61). – Ñ.5-13. 

9. Äàâèäåíêî À.Ê., Êîñòîðíîé À.Ñ., Âîëèê À.À. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèÿ 
æèäêîñòè â ïðîòî÷íîé ÷àñòè öåíòðîáåæíîãî íàñîñà ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîé ôîðìû 
ðàáî÷åé õàðàêòåðèñòèêè // Ñîâåðøåíñòâîâàíèå òóðáîóñòàíîâîê ìåòîäàìè 
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. - Õàðüêîâ: ÏÌÀØ ÍÀÍÓ.-2003.-Ò2.-Ñ. 577-581. 

10. Äàâèäåíêî À.Ê., Êîñòîðíîé À.Ñ. ×èñëåííîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è òå÷åíèÿ æèäêîñòè â 
ïðîòî÷íîé ÷àñòè öåíòðîáåæíîãî íàñîñà//Íàñîñû è îáîðóäîâàíèå.-2004.-¹2(25).-Ñ.32-55. 

 
Êîñòîðíîé Ñ.Ä., äîêòîð òåõí. íàóê, 
ïðîôåñcîð, ÑÍÀÓ, ã. Ñóìû; 
Ìàðòûíîâ À.Ñ., ñòóäåíò, ÑóìÃÓ, ã. Ñóìû 

 
Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 29 àïðåëÿ 2007 ã. 


