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 Èññëåäóåòñÿ ïîìåõîóñòîé÷èâîñòü ïåðåäà÷è äèñêðåòíûõ ñîîáùåíèé ñ 
èñïîëüçîâàíèåì àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ íà ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ 
Àðòèí-Øðàåðà. 
 

ÂÂÅÄÅÍÈÅ 
Îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé â ðàçâèòèè òåîðèè 

ïîìåõîóñòîé÷èâîãî êîäèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèå êîäû. 
Íåäâîè÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå áëîêîâûå êîäû, ïîñòðîåííûå ïî 
àëãåáðàè÷åñêèì êðèâûì (àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèå êîäû), îáëàäàþò 
õîðîøèìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, èõ ïðèìåíåíèå ïîçâîëÿåò 
èñïðàâëÿòü ñëîæíûå êîìáèíàöèè êîððåëèðîâàííûõ îøèáîê, òàê 
íàçûâàåìûå ïàêåòû (ïà÷êè, ãðóïïû) îøèáîê. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè áîëüøîé 
äëèíå ýòè êîäû ëåæàò âûøå ãðàíèöû Âàðøàìîâà-Ãèëáåðòà [1]. 
Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ êîäîâ ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ñíèçèòü âåðîÿòíîñòü 
îøèáî÷íîãî ïðèåìà äèñêðåòíûõ ñîîáùåíèé è ïîëó÷èòü çíà÷èòåëüíûé 
ýíåðãåòè÷åñêèé âûèãðûø îò êîäèðîâàíèÿ [2, 3]. 

Â òî æå âðåìÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ 
àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ äëÿ ïëîñêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ, 
çàäàííûõ â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå Ð2 íåïðèâîäèìûì îäíîðîäíûì 
óðàâíåíèåì îò òðåõ ïåðåìåííûõ [4]. Ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì 
äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïîìåõîóñòîé÷èâîñòè 
ïåðåäà÷è äèñêðåòíûõ ñîîáùåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì 
àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ íà ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ, â ÷àñòíîñòè 
íà êðèâûõ Àðòèí-Øðàåðà, çàäàâàåìûõ â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå Ð3 

ñîâìåñòíûìè ðåøåíèÿìè ñîâîêóïíîñòè äâóõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îò 
÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ [5]. 

Öåëüþ ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ íà 
ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ Àðòèí-Øðàåðà äëÿ ïîâûøåíèÿ 
ïîìåõîóñòîé÷èâîñòè ïåðåäà÷è äèñêðåòíûõ ñîîáùåíèé. 

 
 

ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈÅ ÂÛÁÎÐÀ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÛÕ ÊÐÈÂÛÕ ÀÐÒÈÍ-
ØÐÀÅÐÀ ÄËß ÏÎÂÛØÅÍÈß ÏÎÌÅÕÎÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÏÅÐÅÄÀ×È 

ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÕ ÑÎÎÁÙÅÍÈÉ 
Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà òåîðèè èçáûòî÷íîãî êîäèðîâàíèÿ, âïåðâûå 

ñôîðìóëèðîâàííàÿ â ðàáîòå Ê. Øåííîíà [6], ñîñòîèò â ïîèñêå ðåãóëÿðíûõ 
àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ êîäîâ ñ áîëüøîé îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ R è ñ 
áîëüøèì ìèíèìàëüíûì êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d. Ïîñòðîåíèå 
ýôôåêòèâíûõ ïîìåõîóñòîé÷èâûõ êîäîâ â îáùåòåîðåòè÷åñêîì ïëàíå 
ñîïðÿæåíî ñ ïîñòðîåíèåì äëèííûõ (ñ áîëüøèì n) áëîêîâûõ êîäîâ, 
ñîõðàíÿþùèõ âûñîêèå êîíñòðóêòèâíûå êîäîâûå ñîîòíîøåíèÿ (n, k, d). 

Àíàëèç êîäîâûõ ñîîòíîøåíèé àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ [4] 
ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ êîäîâ, çàäàííûõ ÷åðåç ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó, 
(n, k, d) ïàðàìåòðû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì 

( , 1, )n N k g d nα α≤ ≥ − + ≥ − , 
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à äëÿ êîäîâ, çàäàííûõ ÷åðåç ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó (äóàëüíûé êîä), – 

( ), 1, 2 2n N k n g d gα α≤ ≥ − + − ≥ − + . 

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ 
àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì 
îáðàçîì: íàéòè ðåãóëÿðíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì, 
âîçíèêàþùèõ íà àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ ñ áîëüøèì ÷èñëîì òî÷åê N, ïî 
îòíîøåíèþ ê ðîäó êðèâîé g.  

Îáîçíà÷èì ÷åðåç w  – ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Ðw, íàä êîòîðûì 
îïðåäåëåíà êðèâàÿ X, ÷åðåç ( )wN X  è ( )wg X  – ñîîòâåòñòâóþùåå 

êîëè÷åñòâî òî÷åê è ðîä êðèâîé X. Òîãäà îáùèì êðèòåðèåì âûáîðà 
àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ 
àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå 

( )
lim 0

( )
w

w w

N X
g X→∞

> . 

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïî ïðèâåäåííîìó êðèòåðèþ èññëåäîâàíî 
ìíîæåñòâî ïëîñêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ (êðèâûõ â P2) [7]. Äëÿ 
ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ èçâåñòíà îáîáùåííàÿ êîíñòðóêöèÿ Àðòèí-
Øðàåðà (tower Artin-Schraier) íàä êîíå÷íûì ïîëåì GF(p2), êîòîðàÿ 
çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì 

1
1 1 0pp p

i i i ix x x x−
+ ++ − = , 0, 1, ..., 2i w= − . 

Äëÿ ýòîé ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé èçâåñòíà îöåíêà êîëè÷åñòâà òî÷åê: 

2 1( ) ( 1) w
wN X p p −≥ − , 

è çíà÷åíèå ðîäà êðèâîé 

1 1
1 2 2

2 2
1 2 2 2

2 1, ;

( )
1 3

1, .
2 2

w w
w w

w w w w
w w

p p p p åñëè w íå÷åòíîå
g X

p p p p p åñëè w ÷åòíîå

+ −
−

+ −
−


+ − − + −

= 


+ − − − + −

 

Â ðàáîòå [8] ïîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ êðèâîé äîñòèãàåò 
òåîðåòè÷åñêîé ãðàíèöû Äðèíôåëüäà-Âëýäóöà 

( )
lim 1q

g

N g
q

g→∞
≤ − , 

êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ ÷èñëà 
ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê êðèâîé íàä êîíå÷íûì ïîëåì GF(q) ðîäà g. 

Òàêèì îáðàçîì, îáîáùåííàÿ êîíñòðóêöèÿ Àðòèí-Øðàåðà ìîæåò 
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðåàëüíûé èñòî÷íèê êðèâûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ 
ýôôåêòèâíûõ ïîìåõîóñòîé÷èâûõ êîäîâ. 

 

ÎÖÅÍÊÀ ÊÎÄÎÂÛÕ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÉ ÀËÃÅÁÐÎÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ 
ÊÎÄÎÂ ÍÀ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÛÕ ÊÐÈÂÛÕ ÀÐÒÈÍ-ØÐÀÅÐÀ È 

ÑÐÀÂÍÅÍÈÅ Ñ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ ÍÅÄÂÎÈ×ÍÛÕ ÊÎÄÎÂ Á×Õ 
Ðàññìîòðèì êîíñòðóêöèþ Àðòèí-Øðàåðà äëÿ ñëó÷àÿ w = 3 (ñëó÷àé 

ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ â P3). Ïîëó÷èì ïðîñòðàíñòâåííóþ êðèâóþ, 
çàäàííóþ ñîâîêóïíîñòüþ ðåøåíèé äâóõ îäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ 

óðàâíåíèé îò 4 ïåðåìåííûõ íàä 2( )GF p : 
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( )

( )

1 2 2 1
1 0 1 2 3 0 1 1 2 0 2

1 2 2 1
2 0 1 2 3 1 2 2 3 1 3

, , , 0

, , , 0

p p p p p

p p p p p

f x x x x x x x x x x

f x x x x x x x x x x

− − −

− − −

 = + − =

 = + − =

. 

Ðîä êðèâîé è êîëè÷åñòâî òî÷åê íàä 2( )GF p  óäîâëåòâîðÿþò 

âûðàæåíèÿì 
3 2 1g p p= − + , 

4 2N p p≥ − . 

Îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà òî÷åê ê ðîäó êðèâîé çàïèøåì â âèäå 
âûðàæåíèÿ 

4 2

3 2 1

N p p
g p p

−≥
− +

, 

÷òî, íåñîìíåííî, ñîãëàñóåòñÿ ñ ââîäàìè ïî äîñòèæåíèè òåîðåòè÷åñêîé 
ãðàíèöû Äðèíôåëüäà-Âëýäóöà.  

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ íà 
ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ ðàññìîòðèì êîíñòðóêöèþ Àðòèí-Øðàåðà, 
ïîñòðîåííóþ â P2 íàä 2( )GF p , p = 2u. Ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ 

êðèâûõ è ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè êîëè÷åñòâà òî÷åê è ðîäà êðèâîé. 
Äëÿ ñëó÷àÿ u = 1: p = 2: 

( )

( )

2 2 2
1 0 1 2 3 0 1 1 2 0 2

2 2 2
2 0 1 2 3 1 2 2 3 1 3

, , , 0;

, , , 0;

f x x x x x x x x x x

f x x x x x x x x x x

 = + − =

 = + − =

 

5g = ,  12N ≥   íàä (4)GF ; 

äëÿ ñëó÷àÿ u = 2: p = 4: 

( )

( )

3 4 6 4 3
1 0 1 2 3 0 1 1 2 0 2

3 4 6 4 3
2 0 1 2 3 1 2 2 3 1 3

, , , 0;

, , , 0;

f x x x x x x x x x x

f x x x x x x x x x x

 = + − =

 = + − =

 

57g = ,  240N ≥   íàä (16)GF ; 

äëÿ ñëó÷àÿ u = 3: p = 8: 

( )

( )

7 8 14 8 7
1 0 1 2 3 0 1 1 2 0 2

7 8 14 8 7
2 0 1 2 3 1 2 2 3 1 3

, , , 0;

, , , 0);

f x x x x x x x x x x

f x x x x x x x x x x

 = + − =

 = + − =

 

497g = ,  4032N ≥   íàä (64)GF ; 

äëÿ ñëó÷àÿ u = 4: p = 16: 

( )

( )

15 16 30 16 15
1 0 1 2 3 0 1 1 2 0 2

15 16 30 16 15
2 0 1 2 3 1 2 2 3 1 3

, , , 0;

, , , 0;

f x x x x x x x x x x

f x x x x x x x x x x

 = + − =

 = + − =

 

4065g = ,  65280N ≥   íàä (256)GF ; 

äëÿ ñëó÷àÿ u = 5: p = 32: 

( )

( )

31 32 62 32 31
1 0 1 2 3 0 1 1 2 0 2

31 32 62 32 31
2 0 1 2 3 1 2 2 3 1 3

, , , 0;

, , , 0;

f x x x x x x x x x x

f x x x x x x x x x x

 = + − =

 = + − =

 

32705g = ,  1047552N ≥   íàä (1024)GF . 
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Êîäîâûå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ íà 
ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ Àðòèí-Øðàåðà íàä (4)GF  óäîâëåòâîðÿþò 
âûðàæåíèþ   

{ 12
10.

n
k d

=
+ ≥  

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé 
ñêîðîñòè êîäèðîâàíèÿ R = k/n îò îòíîñèòåëüíîãî ìèíèìàëüíîãî êîäîâîãî 
ðàññòîÿíèÿ δ = d/n äëÿ àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ íà 
ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ Àðòèí-Øðàåðà íàä (4)GF  äëèíû n = 12 (1), à 
òàê æå ãðàíèöà íåäâîè÷íûõ Á×Õ êîäîâ äëÿ n = 12 (2).  

Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñ. 1 òàêæå ïðèâåäåíû âåðõíÿÿ êîäîâàÿ ãðàíèöà 
Ñèíëãòîíà (3) è íèæíÿÿ êîäîâàÿ ãðàíèöà Âàðøàìîâà-Ãèëáåðòà (4). 

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî äëÿ R < 0,5 îöåíêà êîäîâûõ ñîîòíîøåíèé 
àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ íà ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ Àðòèí-
Øðàåðà äàåò ëó÷øèé ïî ñðàâíåíèþ ñ íåäâîè÷íûìè Á×Õ êîäàìè 
ðåçóëüòàò. Â òî æå âðåìÿ äëÿ ýòîãî àëôàâèòà ñèìâîëîâ 
àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèå êîäû ëåæàò íèæå íèæíåé òåîðåòè÷åñêîé ãðàíèöû 
Âàðøàìîâà-Ãèëáåðòà. 

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû àíàëîãè÷íûå çàâèñèìîñòè äëÿ êîäîâ íàä (16)GF  
äëèíû n = 240 (1) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàíèöà íåäâîè÷íûõ Á×Õ-êîäîâ (2). 
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Êîäîâûå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ íà 

ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ Àðòèí-Øðàåðà íàä (16)GF  óäîâëåòâîðÿþò 
âûðàæåíèþ  

{ 240
184

n
k d

=
+ ≥ . 

RR

Ðèñóíîê 1 – Îöåíêà êîäîâûõ 
ñîîòíîøåíèé àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ 
êîäîâ íà ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ 

Àðòèí-Øðàåðà íàä (4)GF  
 

Ðèñóíîê 2 – Îöåíêà êîäîâûõ 
ñîîòíîøåíèé àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ 
êîäîâ íà ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ 

Àðòèí-Øðàåðà íàä (16)GF  

δ δ 

4

1 

2 

4 
3 

1 

2 

3 
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Àíàëèç ðèñ. 2 ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä îá óëó÷øåíèè ñ ðîñòîì äëèíû 
êîäà è ìîùíîñòè àëôàâèòà ñèìâîëîâ êîäîâûõ ñîîòíîøåíèé 
àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ. Óæå ïðè R < 0,53 îöåíêà êîäîâûõ 
ñîîòíîøåíèé àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ íà ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ 
Àðòèí-Øðàåðà äàåò ëó÷øèé ïî ñðàâíåíèþ ñ íåäâîè÷íûìè Á×Õ êîäàìè 
ðåçóëüòàò. Â òî æå âðåìÿ è äëÿ ýòîãî àëôàâèòà ñèìâîëîâ 
àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèå êîäû ëåæàò íèæå íèæíåé òåîðåòè÷åñêîé ãðàíèöû 
Âàðøàìîâà-Ãèëáåðòà. 

Êîäîâûå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ íà 
ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ Àðòèí-Øðàåðà íàä (64)GF  óäîâëåòâîðÿþò 
âûðàæåíèþ 

{ 4032
3536.

n
k d

=
+ ≥  

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé 
ñêîðîñòè êîäèðîâàíèÿ R = k/n îò îòíîñèòåëüíîãî ìèíèìàëüíîãî êîäîâîãî 
ðàññòîÿíèÿ δ = d/n äëÿ àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ íàä (64)GF  äëèíû  
n = 4032 (1), à òàêæå ãðàíèöà íåäâîè÷íûõ Á×Õ-êîäîâ äëÿ n = 4032 (2). 

Êàê âèäíî èç ðèñ. 3, àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèå êîäû íà 
ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ Àðòèí-Øðàåðà íàä (64)GF  ñ  0,1 < R < 0,65 
ëåæàò âûøå íèæíåé êîäîâîé ãðàíèöû Âàðøàìîâà-Ãèëáåðòà è óæå ïðè  
R < 0,75 äàþò ëó÷øèé ïî ñðàâíåíèþ ñ Á×Õ-êîäàìè ðåçóëüòàò. Ýòî 
ñâèäåòåëüñòâóåò î çíà÷èòåëüíîì ïðåèìóùåñòâå äàííîãî êëàññà 
ïîìåõîóñòîé÷èâûõ êîäîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ëó÷øèìè èçâåñòíûìè 
ðåçóëüòàòàìè (íåäâîè÷íûìè Á×Õ-êîäàìè). 
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     Ðèñóíîê 3 – Îöåíêà êîäîâûõ 
ñîîòíîøåíèé àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ 
êîäîâ íà ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ 
     Àðòèí-Øðàåðà íàä )64(GF  

Ðèñóíîê 4–- Îöåíêà êîäîâûõ 
ñîîòíîøåíèé àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ 
êîäîâ íà ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ  
     Àðòèí-Øðàåðà íàä )256(GF  

R

δ 

 1 

 3

 2 

4 

 3 

 2 

δ 

 1 

4 
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Ðèñóíîê 5 -  Îöåíêà êîäîâûõ 

ñîîòíîøåíèé àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ 
êîäîâ íà ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ 

Àðòèí-Øðàåðà íàä (256)GF  

10,90,80,70,60,50,40,30,20,10

1

0,9

0,8

0,7

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

0

R 

2 

4 

3 

1 

δ 

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè 
êîäèðîâàíèÿ îò îòíîñèòåëüíîãî ìèíèìàëüíîãî êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿ 
àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ íàä (256)GF  (1) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàíèöà 
íåäâîè÷íûõ Á×Õ-êîäîâ (2). 

Êîäîâûå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ íà 
ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ Àðòèí-Øðàåðà íàä (256)GF  óäîâëåòâîðÿþò 
âûðàæåíèþ   

{ 65280
61216.

n
k d

=
+ ≥  

Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ çàâèñèìîñòåé, àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèå êîäû 
ñ  0,04 < R < 0,83  ëåæàò âûøå íèæíåé êîäîâîé ãðàíèöû Âàðøàìîâà-
Ãèëáåðòà è óæå ïðè R < 0,88  äàþò ëó÷øèé ïî ñðàâíåíèþ ñ Á×Õ-êîäàìè 
ðåçóëüòàò. 

Êîäîâûå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ íà 
ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ Àðòèí-Øðàåðà íàä (1024)GF  óäîâëåòâîðÿþò 
âûðàæåíèþ   

{ 1047552
1014848.

n
k d

=
+ ≥  

Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè R = k/n îò δ = d/n äëÿ 
àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ íàä (1024)GF  (1) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ 
ãðàíèöà íåäâîè÷íûõ Á×Õ-êîäîâ (2). 

Àíàëèç çàâèñèìîñòåé, 
ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 5, 
ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðàêòè÷åñêè äëÿ 
âñåãî äèàïàçîíà îòíîñèòåëüíîé 
ñêîðîñòè êîäèðîâàíèÿ 
àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèå êîäû íà 
ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ Àðòèí-
Øðàåðà íàä (1024)GF  ëåæàò âûøå 
íèæíåé òåîðåòè÷åñêîé ãðàíèöû 
Âàðøàìîâà-Ãèëáåðòà è äàþò 
ëó÷øèé ïî ñðàâíåíèþ ñ 
íåäâîè÷íûìè Á×Õ-êîäàìè 
ðåçóëüòàò. 

Òàêèì îáðàçîì, êàê ïîêàçûâàþò 
ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ, 
àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû íà 
ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ Àðòèí-
Øðàåðà èìåþò êîäîâûå 
ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ïðè 
óâåëè÷åíèè äëèíû êîäà è 
ìîùíîñòè àëôàâèòà ñèìâîëîâ 
ñòðåìÿòñÿ ê âåðõíèì 
òåîðåòè÷åñêèì ãðàíèöàì (ãðàíèöå 
Ñèíëãòîíà). 

Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû 
ýêñïåðèìåíòàëüíûå îöåíêè 
êîäîâûõ ñîîòíîøåíèé 
àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ íà 
ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ Àðòèí-
Øðàåðà íàä (4)GF  è íàä (16)GF .  

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû îöåíêè 
èíôîðìàöèîííîé äëèíû ñëîâà k è êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ d, à òàêæå 
ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû äóàëüíîãî êîäà (k⊥ è d⊥). Ñîîòâåòñòâóþùèå 
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êîäîâûå êîíñòðóêöèè ñòðîèëèñü ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà 
ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê êðèâîé ñ èñïîëüçîâàíèåì íàáîðà ãåíåðàòîðíûõ 
ôóíêöèé – ìíîæåñòâà îäíî÷ëåíîâ îò ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ ñòåïåíè deg F . 
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãåíåðàòîðíàÿ ìàòðèöà èñïîëüçîâàëàñü â êà÷åñòâå 
ïîðîæäàþùåé (îöåíêè k è d) è ïðîâåðî÷íîé (îöåíêè k⊥ è d⊥) ìàòðèö 
êîäà. Òåñòèðîâàíèå ïî êîäîâîìó ðàññòîÿíèþ d è d⊥ ïðîèçâîäèëîñü ïóòåì 
ïåðåáîðà âñåõ êîäîâûõ ñëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ èíôîðìàöèîííîé ïîñûëêå 
ñ îäíèì íåíóëåâûì ñèìâîëîì â èíôîðìàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. 
Äëÿ äëèíû n = 12 âûïîëíåí ïîëíûé ïåðåáîð êîäîâûõ ñëîâ.  

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè íà îäíó ãåíåðàòîðíóþ 
ôóíêöèþ ïðè ïîñòðîåíèè àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ íà 
ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ Àðòèí-Øðàåðà íàä (4)GF  óäàåòñÿ ïîñòðîèòü 
êîäîâûå êîíñòðóêöèè ñ ïàðàìåòðàìè (12, 8, 3)  è (12, 3, 8), ÷òî äàåò 
ëó÷øèé ïî ñðàâíåíèþ ñ êîäîì Á×Õ (12, 3, 7) ðåçóëüòàò.  

 
Òàáëèöà 1 - Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ îöåíêà êîäîâûõ ñîîòíîøåíèé 

àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ íà ïðîñòðàíñòâåííûõêðèâûõ  
Àðòèí-Øðàåðà 

deg F  k d  k⊥ d⊥ 

( )

( )

2 2 2
1 0 1 2 3 0 1 1 2 0 2

2 2 2
2 0 1 2 3 1 2 2 3 1 3

, , , 0

, , , 0

f x x x x x x x x x x

f x x x x x x x x x x

 = + − =

 = + − =

, 5g = , 12n =  íàä (4)GF ; 

1 4 6  8 2 
2 10 2  2 8 

( )

( )

3 4 6 4 3
1 0 1 2 3 0 1 1 2 0 2

3 4 6 4 3
2 0 1 2 3 1 2 2 3 1 3

, , , 0

, , , 0

f x x x x x x x x x x

f x x x x x x x x x x

 = + − =

 = + − =

, 57g = , 240n =  íàä (16)GF ; 

1 4 216  236 3 

2 10 200  230 4 

3 20 184  220 8 

5 35 172  205 14 

6 56 148  184 32 

7 84 100  156 65 

8 116 68  124 80 

9 150 56  90 96 

10 183 36  57 132 

 
Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ (ñì. òàáëèöó 1) 

ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä îá èõ ñõîäèìîñòè ñ òåîðåòè÷åñêèìè îöåíêàìè 
êîäîâûõ ñîîòíîøåíèé àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ íà ïðîñòðàíñòâåííûõ 
êðèâûõ Àðòèí-Øðàåðà, ÷òî ïîäòâåðæäàåò äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ 
ðåçóëüòàòîâ. 

ÂÛÂÎÄÛ 
1 Ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ ïîìåõîóñòîé÷èâûõ êîäîâ â 

îáùåòåîðåòè÷åñêîì ïëàíå ñîïðÿæåíî ñ ïîñòðîåíèåì äëèííûõ (ñ áîëüøèì 
n) áëîêîâûõ êîäîâ, ñîõðàíÿþùèõ âûñîêèå êîíñòðóêòèâíûå êîäîâûå 
ñîîòíîøåíèÿ (n, k, d). Ýòà çàäà÷à â òåðìèíàõ àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ 
êîäîâ ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå çàäà÷è ïîèñêà ðåãóëÿðíûõ ìåòîäîâ 
ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì, âîçíèêàþùèõ íà àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ ñ 
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áîëüøèì ÷èñëîì òî÷åê N, ïî îòíîøåíèþ ê ðîäó êðèâîé g. Â ðåçóëüòàòå 
ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé îáîñíîâàí âûáîð îáîáùåííîé êîíñòðóêöèè 
Àðòèí-Øðàåðà êàê ðåàëüíîãî èñòî÷íèêà êðèâûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ 
ýôôåêòèâíûõ ïîìåõîóñòîé÷èâûõ êîäîâ. 

2 Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ïîëó÷åíû îöåíêè êîäîâûõ 
ñîîòíîøåíèé àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ, ïîñòðîåííûõ íà 
ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ Àðòèí-Øðàåðà. Àíàëèç ïîëó÷åííûõ 
çàâèñèìîñòåé ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðàêòè÷åñêè ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû êîäà è 
ìîùíîñòè àëôàâèòà êîäîâûõ ñèìâîëîâ àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèå êîäû 
ëåæàò âûøå íèæíåé òåîðåòè÷åñêîé ãðàíèöû Âàðøàìîâà-Ãèëáåðòà è äàþò 
ëó÷øèé ïî ñðàâíåíèþ ñ íåäâîè÷íûìè Á×Õ-êîäàìè ðåçóëüòàò. 

3 Ïðèâåäåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå îöåíêè êîäîâûõ ñîîòíîøåíèé 
àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ íà ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ ïîêàçàëè 
ñõîäèìîñòü ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà ñ òåîðåòè÷åñêèìè îöåíêàìè, ÷òî 
ïîäòâåðæäàåò äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. 

 
 

SUMMARY 

THE CONSIDERATION OF ALGEBRAIC – GEOMETRY CODES ON ARTIN-SCHRAIER 
SPATIAL CURVES FOR THE INCREASING OF NOISE STABILITY OF DISCRETE 

MESSAGES TRANSMISSIONS 

N.N. Lyapa, V.I. Grabchak, I.V.Pasko  

Noise stability of discrete messages transmissions with the use of algebraic- geometry codes 
on Artin-Schraier spatial curves are considered. 
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