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О ДВУХ СПОСОБАХ 


АНАЛИЗА НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ 


ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ДИСКА С РАЗРЕЗАМИ 


Плоские задачи теории упругости для кругового диска с разрезами рассматрива­

дись, иапрнмер, в работах (3, 4], где представления решений выписаны с использова­
нием функции Грина для круга, поэтому граничные условия на контуре диска выпол­

нялись автоматически. Ес.~и диск имеет более сложную конфигурацию, то указанную 

схему реализовать трудно. В этом едучае имеет смысл краевые условия на внешнем 

контуре диска также свести к интегральному уравнению. 

На первый взгляд кажется, что введеюс~е этого интегрального уравнения увеличит 

вычислительные трудности, а также внесет дополнительные погрешности в величины 

окружных напряжений на внешнем контуре диска. 

Ниже решение задачи о напряжениях во вращающемся диске с разрезами получе­

но двумя различными указанными способами. Отмечается эффективность метода инте­

гральных ура-внений. 

Рассмотрим вращающийся с постоянной углавой скоростью оо однородный изотроп­

ный диск, ослабленный криволинейными разрезами L,. (k=O, n-1). 

Напряжения в диске представимы в виде 


(l) 

где о}'>- напряжения, обусловленные действием центробежны~ сил, а о~У-дополннтель· 
ные напряжения, вызванные наличием границы диска и разрезов. 

Напряжения оП> могут быть выражены согласно _[2] через две аналитические функ­
ции Ф (z) и '1' (z) комплексного перемениого z 

2 2 

Ф (z) = ~ Фт (z); Ч' (z) = ~ '1'т (z). (2) 

m=l m=l 

Функции Ф2 (z) и 'l'2 (z), учитывающие границу области, могут быть построены 

n-1 )1 (' р (т) 
Ф1 (z) = - 2т .J -:r=z dr; 'tEL ( L = u Lk ; 

L k=O 
(3) 

'1' (z) = _I__ \ Р (т) dт +-'-. \ :t'p (т) d't. 
1 2т" ,) т - z 2n~ ,) (т - z)2 

L L 

Функции Ф2 (z) и '1"2(z), учитывающие границу области, могут быть построены 
двумя путями: 

а) в виде рядов (для круговой границы) 

00 00 

Ф2 (г) = ~ amzm; Ч'2 (Z) = ~ Ьтzт, (4) 
т=О m=O 

где коэффициенты am и bm определяются из краевого условия на границе диска; 


б) интегральными Представлениями типа Д. И. Шермана [61 


1 r q <t> 
Ф, (z) = 2ni J t- z dt; t Е Г; 

г 
(5) 

Ч' (z) = _1_ r q (t) dt - _1- r tq (t) dt. 
2 2m J t - z 2rci J(t- z)t 

г г 
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Если диск с разрезами имеет циклически симметричную структуру, то функции 
Ф (z) и Ч' (z) с"1сдует подчинить условиям групповой симметрии 

Ф (zeika) = Ф (z); 'V (zeika) = e- 2ikaчr (z); ct ·= 2'Л/n (k = О, 1, ... n- 1). 

где а- угол раствора фундаментального сектора. 

Считая границу диска и берега разрезов свободными от усидий, запишеч краевые 

условия в виде [2) 

Ф Щ + Ф (~)- e2i8 [~Ф' (6) + 1f (6)) = f (~); 
(6) 

f 3 +"' pw-•R•• • ."Е ~ Г;8

fШ=l 22

р~' [2 (l + v) + (1- v) e2i(1)·-e>J, ~Е L. 

Здесь v- хоэффициент Пуассона; р ·- n.тютность материала; R- радиус ;~иска, ·q,­
угол между внешней норма,1ью к .1евому берегу L и осью Ох. 

Подставдня предельные значения функций (2) в соответствующие краевые усло­

вня (6), в первом случае приходим к сингулярным интегральным уравнениям на раз­
резах, причем ядра в этих уравнениях построены на соответствующей функции Грина 

для круга, во втором случае приходим к смешанной системе интегральных уравнений. 

Выпишем, например, интегральные уравнения для едучая а) 

1 r р <-r> \~ -­л:; J т_ То dт +. [G (т, т0) р (т) dт: +G* (т, т0) р (-r) dт) = N (т0); 

L L 

d [ т- т0 ] e2i<Ф->I>o)- 1 
2лiG (т, т0) = Т. ln -:r=т - -------­

о 't- 'to 

e2i(>I>-1)Jo) - l 
2'ЛiG* (т, т0) = 1 

--г 
т- То 

(7) 

pw2 [3 + v - 1- v 2 2 ·.,,]
N (т0) = В - - R2- (1 - v) т 0т0 - - - т0е- 1"'" ;2 2

К разрешаюшим уравнениям (7) необходимо присовокупить дополните.1ьное усло­
вие однозначности перемещений 

~· р ('t) d't = О (k = О, n- 1). (8) 

Lk 

Таким образом, поставленная задача сведена к одному интеградьному \·равнению 

(7) или к смешанной системе интегральных уравнений, при вьrполненин ус.ювиi'! (8). 
Рассмотрим ряд примеров. В обоих подходах сингулирные уравнения методом [1) 

сводились к системе линейных алгебраических уравнений относительно значений неиз­
вестных функций в узлах интерполяции. Число точек разбиения разреза доводилось до 
N = 25, причем начиная с N = 17 дальнейшее дробление nрактически не сказывалось иа 
точности результатов. Уравнение Фредrольма сводилось к линейной системе nри nомощи 
квадратурных формул типа Гаусса. Внешний контуr диска последовательно разбивалея 
на М=40; 60; 90; 120 равных частей, что позволило проследить динамику уточнения 
результатов. 

Алгоритмы реализованы на ЭВМ ЕС-1022 с использованием языка FORTRAN. 
В качестве первого примера рассмотрим круговой вращающийся диск с одиночным 

разрезом (v = 0,3). 
На рис. 1 приведено распределение величины (а8 ) =a8 /pW 2R.2 (а8 - окружные 

напряжения) вдоль контура диска. Кривые 1 и 2 построены для диска с прямолинейным 
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разрезом в с.тучае l/R=0,1; Rt!R=0,85, при <ji=O и rр=л/3 соответственно (R 1 - рас­

стояние от центра диска до середины разреза; l- половина длины; <р- угол наклона 

разреза к оси Ох). 

Кривая 3 соответствует разрезу вдоль дуги окружности Rt!R=O,B с углом раст­

вора n/4, а кривая 4- разрезу вдоль дуги эллипса х1 =r1cos [ер(~+ 1) /2]; У1 =r2sin [<р (~+ 

+l)/2); r1/R=O,Б; rz/R=0,7; <р=л/2 (r1 н r2 -полуоси эллипса, -1~f3~1). 

•• . / 

D.l D.! 
г-----1 1---1 

рис. 1 

2 

IJ,3 L_____.~.___ ....L..---.J 

о 7rjб 11/.3 

риС. 2 рис. 3 

Точками вдоль кривых 1 и 3 отмечены значения (а9 ), полученные вторым способом 

при М=90. Максимальная относительная поrрешность при срав11ении всличнн ( а8 ) , по­
-~ученных двумя сnособами, не превышала для М=60; 90; 120 соответственно 21, 10, 4%. 

Асимптотические значении наnряжений в окрестности вершин разреза определим по 

методике работы [5] для l/R=0,25; R 1/R=0,74. 
Рис. 2 иллюстрирует зависимость от угла qJ безразмерных коэффициентов ннтеtJсив­

ности напряжений нормального разрыва (кривые J, 3) 

(Ко)=--"- V-'zаpw2IO 
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