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Рассматриваются краевые задачи о растяжении сво()оДIIой или защемленной 
вдоп:ь края анизотропной полуплоскости, ослабленной отверс.тием или криволиней­
ным разрезом.. Общие nредставления решений .:;троится при помощи полученных 
в:иже фундаментап:ьных решений, соответетвующих действию в полуплоскости со 
свобоДIIым или аащемп:енныи краем еосредоточениых сил. :Краевые задачи для полу­
плос-кости с отверстием сводятся к интеrрап:ьному уравнению Фредrоп:ьма второго 
рода, ·для полуплоскости с разрезом - к синrу,л:ярному интеграп:ьному уравнению. 

Полученные алгоритмы реализованы численно, приведепы графики, иллюетри­
рующие влияние rеометрии трещины и края полуплос1tости на коэффициенты интен­
сивности напряжений. Различные резуп:ьтаты для случаев 1torдa nрямолинейная тре­
щина выходит на границу области содержатся в (1 ] •. 

1. Сосредоточеввая сила в защемленвой по :краю в свободной полупло­
скоств. Напряжения и смещения в ани3отроnной среде выражаются через 
аналитические функции Фt(Zt) и Фz(Zz) по формулам [ 21 ]: 

<Jy=2 Re[Фt(Zt)+Фz(Zz) ], Zv=X+!J.vY (1.1) 

't"!!=-2Re[!J.tФt(Zt)+JLzФz(zz) ], Im flv>O 

о;.=2 Re [ flt 2 Фt (zt) +/A-z2 Фa(zz)] <v==t, 21 

u=2 Re[ptq>t(Zt) +pz<pa(zz) ], Pv=aнJ,t/+at2-at6/A-v 

Здесь cr71 , cr,., т.Ж!I и и, v - соответственно компоненты тензора наnряже­
ния и вектора смещения, а,,.- коэффициенты закона, Гука, J.tv- хараRте­
ристические числа. 

Предположим, что в точке zo=xo+iyo (уо>О) верхней полуплоскости, 
защемленной вдоль границы у=О, действует сосредоточенная сила с ком­
понентами Р cos ю, Р sin ю. Требуется найти аналитические функции 
<pv(zv), удовлетворяющие при у=О краевым условиям u=v=O, двум усло­
виям однозначности смещений и двум статическим условиям [2 ]. 

Целесообра3но предварительно продифференцировать краевые условия 
по х. Тогда получим, учитывая ( 1.1) : 

ди 

дх =2Re[ptФt(x)+p2Ф2 (x)]=O (-::-оо<х<+оо) (1.2) 


av 
ах =2 Re[qiФt(x)+qzФ2 (x) ]=0 

http:Zv=X+!J.vY
http:539.3.0t
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При nостроении искомых фушщий будем исходить из решения задачи 
о сосредоточенвой силе в авизотроnвой nлоскости. Положим 

1 +• ( ) 
, ( ) о ( ) s(/)у хф ., (Zv) =<pv Z., =Ф,. Zv +---:- ----.dx (1.3),('У=1,2)

2ш x-z., 
-оо 

Здесь фуНiщии Ф.,0 (zv) соответствуют сосредоточенной сме (Р cos (J), 

Р sin (J)), nриложенвой в точке zo=xo+iyo анизотропной плоскости. Посто­
янные Av выражаются: через р и (J) иа четырех указанных выше допоJШИ­
тельвых условий [2 ]. Ниже считаем их известными. 

Подставляя предедъные значения функции (1.3) в .краевые условия 
(1.2) при z.,=Xo и исключая затем функцию {J}z (х), приходим к сингулир­
ному интегральному уравнению относительно функции (J) 1 (х): 

(1.4) 

A=Red, B=ilmd, d=pzq.-p.qz=F-0 

1 +00 /s(x)
f(xo)=/z(Xo)Repгft(Xo)Reqz-- J~.-dx 

:rt Х-Хо 

ft (х) =2 Re ( PtAt + PzAz } 
X-Zto X-Zzo 

/z(x) =2 Re ( q.At +. qzAz } 
X-Zto X-Zzв 

/з (х) =/• (х) Im qz-/z (х) Im Pz 

Фувнция (J) 2 (x) оnределяется через (J)t(x) формулой 

(1.5} 

a=Re р1 Im q2 - Re q, lmp2, ~=Im Р• Im qz- Im qt Im Pz 

Решение уравнения ( 1.4) дает 

' в+"" f(x)
(A2-B2)(J) 1 (Xo)=Af(xo)--. J~dx (1.6) 

:rtL Х-Хо 

Подставляя сюда выражение f(x) .из (1.4) и выполняя необходимые 
квадратуры, находим после иреобразований 

(J) 1 (х) =2 Re [ ~ ( Att\tz + A~L\2 ) ] ( 1.7) 
, D X-Zto Х Zzo 
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Функцию <Ua(x) находим иа (1.5} с. учетом: (1.7). Имеем: 

ю.а (х} = 2 Re [~ ( At~t +: AaAta ) ] (1.8) 
~ X-Zto x-zzo 

6.t=qtftГPt'it 

Наконец, подставляя функции ю 1 (х), Юz (х) в предс.тавле:ния (1.3), по­
лучаем решение поставленной задачи 

(1.9) 
Фt (z1) = __A_t_ + 1 · (х1 Ptqz-'itPz + Az fizqz-!z'iz) 

Zt'-Zto Pzqt-ptqz Zt-Zto Zt-Zzo 

Ф.a(Zz)= Az + 1 (x1 Pt'iгfitqt +.A2 Pt'iz-!zqt) 
Z2-Z2o pzqt-ptqz Zz-Zto Zz-Zzo 

Zt=X+J.!tY, Zz=X+f..LzY 

Интегрируя функции (1.9), находим <p.. (z..). Подставляя <pv(z..) в вы­
ражения для: смещений из ( 1.1) , непосредственно убеждаемся в выполне­
нии краевых условий u(x) =v (х) =0. Условия однозначности смещений 
и статические условия выполняются за счет первого члена, фигурирующе­
го в выражении для <p.. (z..), соответствующего сосредоточенной силе в ави­
зотропвой плоскости. Остальные члены дают учет влияния границы у=О. 

Решение для сосредоточенвой силы в nолуплоскости со свободной от 
сил границей строится аналогичным образом и имеет вид 

Фt (zt) =_А_~-+__1_ (xt J.!z-i1t. + .Aa.!J.z-~z) (1.10) 
Zt-Zto f..Lt-f..Lz Zt-Zto Zt-Zzo 

Фz(z2)=~A_a_+_1_(Jl~-i1_t---'--J.!_t + Az i1z-J.,tt) 
Zz-Zzo f!t-f,tz Zz-Zto Zz-Zzo 

Построенные фундаментальвые решения оказываются полезными при 
конструировании общих представлений решений краевых задач для ани­
зотропной полуплоскости с отверстиями или разрезами. При рассмотрении 
задач <<стрингерного>> типа, когда стрингер под углом выходит к границе 

полуплоскости, важно знать характер неподвижных особенностей ядра 
возникающего сингулярного интегродифференциального уравнения. Эти 
особенности в явном виде даются выражениями (1.9) в случае защемлен­
ной и (1.10) -свободной nолуплоскости. 

2. Интегральное уравнение первой основвой задачи теории упругости 
для авизотропвой полуплоскости с разрезами. Пусть в верхней полуnло­
скости со свободной границей имеется k криво.1Iинейпых разрезов Li, не 
выходящих на границу у=О. На берегах разрезов зададим непрерывную по 
Гельдеру нагрузку X,.±+iY,.± (верхний знак относится к левому берегу 
Li при движении от начала разреза ai к концу -bj), причем будем считать, 
что главный вектор нагрузки, приложенпой к обоим берегам каждого раз­
реза, равен пулю. Будем предполагать также, что Li- простые, пепересе­
кающиесл гладкие кривые Ляпунова [3 ]. 

Краевые условия па берегах разрезов имеют вид [~] : 

а (w) Ф,± (t,) +Ь ('Ф) Ф1± (tt) +Ф2± (t2) =F±(t) (2.1) 

. а~,(1j))
a('ljJ)=ao--,

а2 (1jJ) 



75 Л. А. Фидьштин,с~еий 

Здесь верхний знак относится к левому берегу разреза, 'Ф - угол между 
положительной пормалью к левому берегу в точке t и осью ох (фиг. 1, а). 

9 
9 ~~n.

(а/" -~ (о} 

а, р _____ ..,.... 
ь 1 

_, 1 

о 1 г х 

Фиг. 1 

Предположим, что вдоль L; действуют непрерывно распределенные уси­
лия иитеисивиости p(t), teL;. 1fогда фуИIЩии Ф"(z"), описывающие поля 
папряжений в полуплоскости с разрезами, можно представить как резуль­
тат суперпозиций (ds- элемент дуги L): 

(2.2) 

CXt={J.t2-P.t)/(J.tгJ.t2), ~~=(J.tгP.2)/ (J.tгJ.tz) 

az=(P.г!1t)/ (J.tгJ.tz), ~z= (P,a-J.tt)/ (J.tг!12) 

" t"=Re t+J.t. Im t, Im z">O, t6L= UL; <•=t,2) 
j==r.i 

Учитывая формулы dt"=a"('IJJ)ds и вводв функции r"(t) =-2nA"(t)/ 
/a"('IJJ), приводим функции (2.2) к виду 

( ) - 1 Jr"(t)dt"
Ф" z" --­

2ni t"-z" 
L 

Функции Ф1 и Ф2, определяемые равенствами (2.3), автоматически 
обеспечивают выполнение условий a11='t"~~=O на границе полуплоскости 
у=О. Функции Tt(t)={rt;(t), teL;} и rz(t)={rz;(t), teL;}_ определяются 
краевыми условиями на разрезах и дополнительными условиями однознач­

ности смещений. · 
Подставляя предельные значения функций (2.3) в краевые условия 

(2.1) и вычитая из первого предельного равенства второе, находим 

Tz (t) =Ft (t) -а( 'IJJ) Tt (t) -Ь ('IJJ) Tt (t) (2.4) 

F 1 (t)=F+(t)-F-(t) (teL) 

Складывая оба предельных равенства и учитывая (2.4), приходим по­
сле иреобразований к основному сингулирному интегральному уравнению 

http:P,a-J.tt
http:J.t�J.tz
http:J.t�J.tz
http:CXt={J.t2-P.t)/(J.t�J.t2
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краевой задачи 

1 J r~.(t) . J ­--: -dt~.+ {r1 (t)G.. (t, t0) +r~. (t)G2 (t, to) }ds=N(to) (2.5) 
п~ t~.-tso 

L L 

-~JF1 (~) ( ~ 1~ +~)dt2 } ~ 
:rti tz- t 10 tz- t 2Q а1 ('Фо)

L 

F2 {t) _:_р+ (t) +F- (t), t'(s) =dt,/ds {t0EL) 

"Фо='Ф(tо), t~.o=Re to+J.L1 Im to, tJo=Re to+J.Lz Im to 

Ядра G, и G2 в силу припятых допущений относительно дуr L1 имеют 
не более чем слабую особенность. 
· "fрiJ.внение (точнее систему) (2.5) необходимо решать совместно с до­
полнительными усло~иями однозначности первмещений [ fo]: 

Jr, (t) dt1=0 0-1,z,... ,aJ (2.6) 
", 

Этим же путем, с. использованием фундаментального решения (1.9) 
было получено интегральное уравнение первой основной задачи для за­
щеил~вв:ой анизотропной полуплоскости с ра;tрезами (здесь не приво­
дится). . . · 

3. Представления типа Д. И. Шермана ДJIИ авиаотропвой полуплоско­
сти. 'Указанные в (5] представления оказались эффективным инструмен­
том исследования двумерных краевых задач теории упругости. Ниже дано 
их обобщение на случай анизотропной nолуплоскости. 

Пусть в верхней полуплоскости со свободной от сил границей у=О 
имеется отверстие, ограниченное простым гладкии контуром l. При реше­
нии первой основной задачи для указанной области целесообразно иметь 
общие представления решений, обеспечивающие выполнение условий O"v= 

=тЖJ/=0 на границе у=О. 
Будем исходить из представлений типа (2.2). Интегрируя функции 

Фv (zv) по z., 1t затем иреобразуя полученные интегралы интегрированием 
по частям, получим тем же путем, что и при выводе формул (2.3): 

1 JR.,(t} а" JR~.(t)- ~. sRz(t) ­<p.,(z.,)=--. --dt.--.- -_--dt1 --.- -_--dt2
2:rtz t.,-z., 2:rtz t 1-Z., 2:rtz t 2 -z., 

1 1 1 

{З.t) 
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Здесь Rv(t) -функции, подлежащие определению из краевых условий 
на контуре отверстия l. 

Положим далее 

R, (t) =ы (t), Rz(t) =-аоы (t) +Ьоы (t) (3.2) 

и nодставим в (3.1). Получим 

12 

1 ilz- f:.tt ( dt1 dt2 ) } 

- f:.tt---:f:.tz . t,-zz - tz-Zz . 

ПредставЛения (3.3) обеспечивают выпоJШение условий o,='f$11=0 на 
rраиице полуплоскости неза"исимо от выбора функции: ы (t). 

Для защемленной вдоль границы у=О полуплоскости соответствующие 
nредставления типа Д. И. JПермана имеют вид 

( ) _ 1 J ( ) { dt, D02~12 Jt; }<р 1 z1 - --. w t -----.------ + 
2лl t,-z, а0~ t 2-z, 

• l 

(3.4) 

Постоянные ~ •• ~2, ~,z, ~ определены в (1.4), (1. 7) и (1.8); постояв­
вые а0, Ь0 определены в (2.1). Интегрирование в (3.3) и (3.4) ведется про­
тив '{асовой стрелки. 

Представлепил (3.4) удовлетворяют на границе у=О условию жестко­
го защемления u=v=O. 

4. Интегральное уравнение первой основной задачи для анизотропной 
полуплоскости с отверстием. Пусть граница верхвей полуплоскости у=О · 
свободна от сил, а на контуре отверстия l заданы усилил Xn+iYn. 

Rраевое условие на l имеет вид ['"]: 

ао<р1 ( t,) +Ьо<р1 (ts) +<р2( tz) =/9·( t) 
(4.1) 

t 
f,(t)= (1-i~)/(~)-(1+iP,z)/(t) ' /(t)=iJ (X,.+iYn)ds

2t(J..Lz-P.z) 
Q 

http:f:.tt---:f:.tz
http:ilz-f:.tt


78 Mв:zaкuJCa твердого тел.а, .М 6, 1980 

N 

1z--.J 
0.15 ~J~=-~-=~~~--~ 

о JO б О 

Фиг. 2 

о JO 

Фиг. 3 

60 

80. 

Фиr. 4 Фиг. 5 

Подставляя предельные значения функций (3.3) в краевое условие­
(4.1), приходим после иреобразований к интеrрально:му уравнению Фред­
rольиа второго рода относительно функции ffi (t): 1 

.(t )-~s-()dl (f.гflo) (tгflo) и~-tlo) + 
ro о 2 ro t n (- ) (- _ ) ( )ni tl-tio tz-tzo tz-tzo 

l 

+_1_ J0 (t) {а ln (fz-fzo) (tгf2o) + 
2ni 1• (tгt1 o) (f.-tto) 

+ ,.", P.z-fl.t :1 2d ln (tz-tzo) (tгtto) }=- /о (t0 ) 

J.l.гfl.2 (t2-fto) (tгf.o) Бо 
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