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Збiрник задач з фiзики з прикладами розв’язання

1. Рух та тиск рiдин. Сила Архiмеда

Основнi формули

• Рiвняння Бернуллi для точок iдеальної рiдини, що належать
одному потоку:

pñò +
ρv2

2
+ ρgh = const, (1.1)

де pñò – статичний тиск (Па); ρv2/2 – динамiчний тиск (Па);
ρgh – гiдростатичний тиск (Па); ρ – густина рiдини (кг/м3); v –
швидкiсть руху рiдини (м/с); h – висота вiдповiдної точки рiдини
вiдносно деякого рiвня, наприклад рiвня Землi (м); g – приско-
рення вiльного падiння (м/с2).

• Тиск рiдини на дно посудини (гiдростатичний тиск)

p = ρgh. (1.2)

• Середнiй тиск рiдини на бiчну стiнку посудини

p =
ρgh

2
. (1.3)

• Сила тиску
F = pS, (1.4)

де тиск p (Па) дiє на площу S (м2).

• Рiвняння неперервностi лiнiї потоку

S1v1 = S2v2, (1.5)

де S1, S2 – площi поперечних перерiзiв струму рiдини (м2);
v1, v2 – швидкостi рiдини у цих перерiзах (м/с).

• Закон для сполучених посудин:

h1

h2
=
ρ2

ρ1
, (1.6)

де h1, h2 – висоти стовпiв рiдин вiдносно межi подiлу (м); ρ1, ρ2 –
густини рiдин (кг/м3).
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1. Рух та тиск рiдин. Сила Архiмеда

• Сила Архiмеда
FA = ρð(ã)gVò, (1.7)

де ρð(ã) – густина рiдини або газу, в якому знаходиться тi-
ло (кг/м3); Vò – об’єм тiла, якщо воно занурене повнiстю, або
об’єм зануреної частини тiла, якщо воно плаває на поверхнi рi-
дини (м3).

• Сила тяжiння, що дiє на тiло масою m:

Fò = mg. (1.8)

• Умова плавання тiла в рiдинi

FÀ = Fò. (1.9)

Приклади розв’язання задач

1.1. Швидкiсть течiї рiдини в деякому перерiзi горизонтальної тру-
би v1 = 5 см/с. Знайдiть швидкiсть течiї в тiй частинi труби, яка має:
а) вдвiчi менший дiаметр; б) вдвiчi меншу площу поперечного перерiзу.

v1 = 0, 05 м/с,
а) D1 = 2D2,
б) S1 = 2S2

a) v2–?
б) v2–?

За час t рiдина пройде по трубi шлях l, який ви-
значається за формулою

l = vt,

де v – швидкiсть руху рiдини. Щоб знайти об’єм рi-
дини, який проходить по цилiндричнiй трубi, потрiб-

но знайти об’єм цилiндра рiдини, який перемiщується за час t через
нерухомий перерiз труби S. Для цього пройдений рiдиною шлях l пот-
рiбно помножити на перерiз труби S. Iз урахуванням першого спiввiд-
ношення об’єм Q буде дорiвнювати

Q = Svt.

Якщо труба має рiзнi перерiзи, через кожен iз них за один i той са-
мий момент часу t повиннi пройти однаковi об’єми Q, отже, маємо

S1v1t = S2v2t,
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Збiрник задач з фiзики з прикладами розв’язання

або, скорочуючи час t,
S1v1 = S2v2.

Ми отримали рiвняння неперервностi (1.5). Зараз перейдемо до
розгляду окремих випадкiв задачi. У випадку а) подане спiввiдношен-
ня дiаметрiвD1 = 2D2. Знаючи дiаметр, можна знайти площу перерiзу
цилiндра (площу кола):

S =
πD2

4
.

Отже, iз урахуванням двох останнiх формул маємо

πD2
1

4
v1 =

πD2
2

4
v2, D2

1v1 = D2
2v2, v2 =

D2
1v1

D2
2

= v1

(
D1

D2

)2

або пiсля пiдстановки умови D1 = 2D2

v2 = v1

(
2D2

D2

)2

= 4v1 = 4 · 0, 05 = 0, 2
(ì
ñ

)
= 20

(ñì
ñ

)
.

У випадку б) подане вiдношення перерiзiв S1 = 2S2. Отже, вико-
ристаємо безпосередньо рiвняння неперервностi:

S1v1 = S2v2, v2 =
S1v1

S2
,

або iз урахуванням умови задачi

v2 =
S1v1

S2
=

2S2v1

S2
= 2v1 = 2 · 0, 05 = 0, 1

(ì
ñ

)
= 10

(ñì
ñ

)
.

1.2. Iз горизонтально розташованого медичного шприца дiаметром
1, 5 см видавлюється фiзiологiчний розчин iз силою F = 10 Н. Знай-
ти швидкiсть витiкання рiдини з голки шприца. Густина фiзiологiчно-
го розчину ρ = 1, 03 г/см3. Перерiз поршня значно бiльший за пере-
рiз голки. Чому швидкiсть витiкання розчину не залежить вiд перерiзу
голки?

Dï = 1, 5 · 10−2 м,
F = 10 Н,
ρ = 1030 кг/м3,
Sï � Sã
vã–?

Позначимо перерiз поршня (шприца), дiа-
метр шприца та швидкiсть руху в ньому як
Sï, Dï, vï, а такi самi величини, що вiдносяться
до голки, – Sã, Dã, vã. Запишемо для шприца
рiвняння Бернуллi (1.1):

(pñò)ï +
ρv2

ï

2
+ ρghï = (pñò)ã +

ρv2
ã

2
+ ρghã.
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1. Рух та тиск рiдин. Сила Архiмеда

Оскiльки шприц за умовою задачi розташований горизонтально,
висота голки буде дорiвнювати висотi шприца (hã = hï). Iз урахуван-
ням цiєї обставини останнє рiвняння спрощується:

(pñò)ï +
ρv2

ï

2
= (pñò)ã +

ρv2
ã

2
.

Статичний тиск, що дiє з боку голки, дорiвнює атмосферному:

(pñò)ã = pàòì.

Атмосферний тиск дiє також i на шприц, але на нього додатково дiє
тиск, що створюється силою F , який може бути визначений за форму-
лою (1.4). Отже, тиск усерединi шприца – це сума двох компонент:

(pñò)ï = pàòì +
F

Sï
.

Пiдставляючи два останнiх спiввiдношення у спрощене рiвняння
Бернуллi, маємо

pàòì +
F

Sï
+
ρv2

ï

2
= pàòì +

ρv2
ã

2
,

F

Sï
+
ρv2

ï

2
=
ρv2

ã

2
.

Останнє рiвняння має ще простiший вигляд, нiж ранiше, однак для
знаходження швидкостi витiкання розчину з голки потрiбне значення
швидкостi течiї рiдини всерединi шприца, а цiєї величини в умовi задачi
немає. Використаємо рiвняння неперервностi:

Sïvï = Sãvã, vï = vã
Sã
Sï
.

Оскiльки за умовою Sï � Sã, тодi Sã/Sï ≈ 0 i згiдно iз останньою
рiвнiстю vï ≈ 0. У зв’язку iз цим рiвняння Бернуллi набирає ще бiльш
простого вигляду:

F

Sï
=
ρv2

ã

2
.

Площу перерiзу поршня знайдемо як

Sï =
πD2

ï

4
,

i пiсля пiдстановки цього значення в отримане рiвняння матимемо:
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Збiрник задач з фiзики з прикладами розв’язання

4F

πD2
ï

=
ρv2

ã

2
, 8F = πρ(vãDï)2, vãDï =

√
8F

πρ
,

або в кiнцевому виглядi

vã =
1

Dï

√
8F

πρ
.

Знайдемо числове значення шуканої величини:

vã =
1

1, 5 · 10−2

√
8 · 10

3, 14159 · 1030
= 10, 4824

(ì
ñ

)
.

Щоб дати вiдповiдь на останнє запитання задачi, потрiбно просте-
жити, де саме з розгляду зникає перерiз голки Sã. Це вiдбувається на
етапi

vï = vã
Sã
Sï
≈ 0

за рахунок Sï � Sã. Отже, швидкiсть витiкання розчину не залежить
вiд перерiзу голки у тому разi, коли перерiз поршня значно бiльший за
перерiз голки.

1.3. Цилiндрична труба переходить у конус (рис. 1.1). По цiй сис-
темi протiкає вода у напрямi осi x. Вважаючи воду за iдеальну рiди-
ну, отримати залежнiсть p = f(x) i зобразити її графiчно, якщо радiус
r = 0, 4 м, густина води ρ = 1000 кг/м3, статичний тиск у лiвiй частинi
труби 2 · 105 Па та швидкiсть течiї рiдини в лiвiй частинi v0 = 20 м/с.
Гiдростатичний тиск не враховувати.

x

45

O2r

x+
r

45

Рисунок 1.1
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1. Рух та тиск рiдин. Сила Архiмеда

r = 0, 4 м,
ρ = 1000 кг/м3,
p0 = 2 · 105 Па,
v0 = 20 м/с
p(x)–?

Рiвняння Бернуллi (1.1) без урахування змiни
гiдростатичного тиску по перерiзу труби набере ви-
гляду

p0 +
ρv2

0

2
= p(x) +

ρv(x)2

2
,

де p0, v0 – статичний тиск та швидкiсть у лiвiй частинi труби. Оскiльки
перерiз лiвої частини незмiнний, цi величини є сталими. Статичний тиск
правої частини труби p(x) та швидкiсть течiї рiдини в цiй частинi v(x)
будуть функцiями координати, оскiльки перерiз труби змiнюється. Тут
i далi x > 0. З останнього рiвняння виразимо шукану залежнiсть тиску
вiд координати:

p(x) = p0 +
ρv2

0

2
− ρv(x)2

2
= p0 +

ρ

2

(
v2

0 − v(x)2
)
.

Використаємо рiвняння неперервностi (1.5):

S0v0 = S(x)v(x).

Знайдемо площу перерiзiв за формулою S = πR2, де R – радiус
труби. Згiдно з рисунком маємо

S0 = πr2, S(x) = π(x+ r)2.

Пiсля пiдстановки цих значень у рiвняння неперервностi

πr2v0 = π(x+ r)2v(x), v(x) =
r2v0

(x+ r)2
.

Пiсля пiдстановки отриманої швидкостi руху у залежнiсть p(x)
маємо

p(x) = p0 +
ρ

2

(
v2

0 − v(x)2
)

= p0 +
ρ

2

(
v2

0 −
r4v2

0

(x+ r)4

)
,

p(x) = p0 +
ρv2

0

2

(
1− r4

(x+ r)4

)
.

Отримана залежнiсть при параметрах задачi в графiчному зображен-
нi подана на рис. 1.2 а, де тиск p наведений у МПа. З рисунка легко
бачити, що iз збiльшенням x установлюється стале значення тиску

p = p0 +
ρv2

0

2
,
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Збiрник задач з фiзики з прикладами розв’язання

Рисунок 1.2

яке не змiнюється iз подальшим збiльшенням координати. На
рис. 1.2 б додатково наведена залежнiсть швидкостi течiї рiдини v(x)
у правiй частинi труби. З рисунка випливає, що швидкiсть за рахунок
розширення труби поступово зменшується зi зростанням координа-
ти x до нульового значення. Це є причиною того, що зi збiльшенням
координати установлюється стале значення тиску p, що демонструє
рис. 1.2 а.

1.4. Якої сили тиску зазнає гребля довжиною 150 м та висотою 8 м,
якщо вода має таку саму висоту? Атмосферний тиск нормальний.

l = 150 м,
h = 8 м,
ρ = 1000 кг/м3,
pàòì = 105 Па,
g = 9, 8 м/с2

F–?

Повний тиск на греблю з боку води складаєть-
ся iз гiдростатичного та атмосферного тискiв:

p = pàòì +
ρgh

2
.

Силу тиску знайдемо за формулою (1.4):

F = pS =

(
pàòì +

ρgh

2

)
lh,

або пiсля пiдстановки числових значень:

F =

(
105 +

1000 · 9, 8 · 8
2

)
· 150 · 8 = 1, 67 · 108 (Í).
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1. Рух та тиск рiдин. Сила Архiмеда

1.5. У посудину цилiндричної форми дiаметром 20 см налита рiдина.
Знайдiть висоту рiдини в посудинi, при якiй сила гiдростатичного тису
на дно дорiвнює силi гiдростатичного тиску на стiнку.

d = 0, 2 м,
Fä = Fñò
h–?

На дно посудини дiє тиск, який визначається за фор-
мулою (1.2):

pä = ρgh,

а на стiнку посудини – тиск (1.3):

pñò =
ρgh

2
.

Вiдповiднi сили гiдростатичних тискiв будемо визначати за форму-
лою (1.4):

Fä = päSä, Fñò = pñòSñò,

де Sä, Sñò – площi дна та стiнки посудини вiдповiдно. Площу дна бу-
демо знаходити як площу кола, а площу стiнки – як площу поверхнi
цилiндра iз висотою h та дiаметром перерiзу d:

Sä =
πd2

4
, Sñò = πdh.

Звiдси сили тискiв

Fä = ρgh
πd2

4
, Fñò =

ρgh

2
πdh =

ρgh2

2
πd.

За умовою задачi цi сили однаковi, отже, маємо

Fñò = Fä,
ρgh2

2
πd = ρgh

πd2

4
, h =

d

2
.

Вiдмiтимо, що вiдповiдь не залежить вiд роду рiдини, а лише вiд її
висоти. Пiсля пiдстановки числового значення маємо

h =
d

2
=

0, 2

2
= 0, 1 (ì).

1.6. Дiаметр однiєї зi сполучених посудин удвiчi бiльший за дiаметр
iншої. В цi посудини налили ртуть, а потiм у вузьку посудину налили
стовпчик води висотою 50 см. Знайдiть, на скiльки змiниться рiвень
ртутi в обох посудинах.

11



Збiрник задач з фiзики з прикладами розв’язання

Рисунок 1.3

d1 = 2d2,
h2 = 0, 5 м,
ρ1 = 13600 кг/м3,
ρ2 = 1000 кг/м3

∆h1,∆h2–?

На рис. 1.3 зображенi посудини до наливан-
ня води та пiсля її наливання. Воду на правiй
частинi рисунка позначено хрестиками. Злiва на
рисунку в обох частинах посудини рiвнi рiдини
однаковi, оскiльки це одна i та сама рiдина. Пiс-

ля наливання води рiвнi будуть рiзними. У цьому випадку виконується
закон сполучених посудин (1.6):

h1

h2
=
ρ2

ρ1
.

Оскiльки згiдно з рисунком h1 = ∆h1 + ∆h2 остання рiвнiсть на-
бирає вигляду

∆h1 + ∆h2

h2
=
ρ2

ρ1
, ∆h1 + ∆h2 =

ρ2h2

ρ1
.

В отриманому рiвняннi двi невiдомi величини – це ∆h1 i ∆h2. Для
розв’язання потрiбно записати ще одне рiвняння. Це рiвняння отри-
маємо, прирiвнявши об’єм ртутi, що був витiснений iз тонкого колiна
V2, до об’єму, який надiйшов до широкого колiна V1:

V1 = V2, S1∆h1 = S2∆h2,

де S1 i S2 – площi перерiзiв трубок:

S1 =
πd2

1

4
, S2 =

πd2
2

4
.

12



1. Рух та тиск рiдин. Сила Архiмеда

Комбiнуючи останнi рiвностi, маємо

πd2
1

4
∆h1 =

πd2
2

4
∆h2, d2

1∆h1 = d2
2∆h2, ∆h2 = ∆h1

(
d1

d2

)2

.

Пiдставимо цей вираз у знайдену суму ∆h1 + ∆h2:

∆h1 + ∆h2 =
ρ2h2

ρ1
, ∆h1 + ∆h1

(
d1

d2

)2

=
ρ2h2

ρ1
,

∆h1

(
1 +

(
d1

d2

)2
)

=
ρ2h2

ρ1
,

∆h1 =
ρ2h2

ρ1

(
1 +

(
d1

d2

)2
)−1

.

Знайдемо числове значення цiєї величини:

∆h1=
1000 · 0, 5

13600

(
1+

(
2d2

d2

)2
)−1

=0, 007353 (ì)=0, 7353 (ñì).

Зараз знайдемо ∆h2:

∆h2=∆h1

(
d1

d2

)2

=0, 007353

(
2d2

d2

)2

=0, 0294 (ì)=2, 94 (ñì).

1.7. У морi плаває крижина, частина якої об’ємом 195 м3 знахо-
диться над водою. Знайдiть об’єм усiєї крижини та її пiдводної частини.
Густина льоду 800 кг/м3, густина морської води 1030 кг/м3.

V1 = 195 м3,
ρë = 800 кг/м3,
ρâ = 1030 кг/м3

V, V2–?

На крижину дiють виштовхувальна сила Ар-
хiмеда (1.7) i сила тяжiння (1.8), якi протилежно
напрямленi. Оскiльки крижина плаває у рiдинi, цi
сили однаковi за модулем (1.9):

FÀ = Fò,

або iз урахуванням (1.7) i (1.8):

ρâgV2 = mg,

де через V2 позначено об’єм крижини, що знаходиться у водi.
Маса крижини може бути знайдена як

m = ρëV,

13



Збiрник задач з фiзики з прикладами розв’язання

де V – об’єм усiєї крижини. Отже, рiвняння набирає вигляду

ρâgV2 = ρëV g, ρâV2 = ρëV.

Врахуємо, що загальний об’єм крижини може бути знайдений за
формулою

V = V1 + V2.

Пiдставимо цей об’єм у передостаннє рiвняння:

ρâV2 = ρëV, ρâV2 = ρë(V1 + V2), ρâV2 = ρëV1 + ρëV2,

V2(ρâ − ρë) = ρëV1, V2 =
ρëV1

ρâ − ρë
.

Розрахуємо числове значення об’єму крижини V2, що знаходиться
пiд водою:

V2 =
800 · 195

1030− 800
= 678, 3 (ì3).

Загальний об’єм крижини

V = V1 + V2 = 195 + 678, 3 = 873, 3 (ì3).

1.8. З яким прискоренням спливає тiло iз густиною 0, 95 · 103 кг/м3

у рiдинi iз густиною 1, 15 · 103 кг/м3? Силою тертя пiд час руху тiла в
рiдинi знехтувати.

ρò = 950 кг/м3,
ρð = 1150 кг/м3,
g = 9, 8 м/с2

a–?

На рис. 1.4 показано сили, що дiють на тiло,
що спливає – це виштовхувальна сила Архiмеда,
що спрямована вгору, та сила тяжiння, спрямова-
на вниз. Силою тертя згiдно з умовою нехтуємо.
Оскiльки в даному випадку сила Архiмеда бiльша

за модулем, нiж сила тяжiння, цi сили нескомпенсованi, i тiло спливає
iз прискоренням ~a, модуль якого спрямований угору.

Запишемо другий закон Ньютона:

~FA +m~g = m~a.

У проекцiях на вiсь Ox це рiвняння набирає вигляду

FA −mg = ma.

Визначимо силу Архiмеда як (1.7), а масу тiла як добуток його гу-
стини та об’єму:

FA = ρðgV, m = ρòV.
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1. Рух та тиск рiдин. Сила Архiмеда

AF

mg

ax

O

Рисунок 1.4

Пiсля пiдстановки цих величин у рiвняння руху маємо

ρðgV − ρòV g = ρòV a, a =
ρðgV − ρòV g

ρòV
=
g(ρð − ρò)

ρò
.

Пiсля пiдстановки числових значень отримаємо вiдповiдь

a =
9, 8 · (1150− 950)

950
= 2, 06

( ì
ñ2

)
.

1.9. Порожниста скляна куля плаває у водi, занурена наполовину.
Зовнiшнiй об’єм кулi 200 см3. Знайдiть об’єм порожнини кулi. Густина
скла 2, 5 · 103 кг/м3.

Vçàí = V/2,
V = 2 · 10−4 м3,
ρñò = 2500 кг/м3,
ρâ = 1000 кг/м3

V0–?

Нехай V – це зовнiшнiй об’єм усiєї кулi, а
V0 – об’єм її порожнини. Тодi об’єм скла, що пi-
шло на виготовлення кулi, можна обчислити як

Vñê = V − V0.

На кулю дiють сила Архiмеда та сила тяжiн-
ня. Оскiльки куля плаває, запишемо умову плавання тiла (1.9):

FA = Fò.

Сила Архiмеда у нашому випадку

FA = ρâgVçàí =
ρâgV

2
.

Знайдемо масу скла:
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Збiрник задач з фiзики з прикладами розв’язання

m = ρñêVñê = ρñê(V − V0).

Сила тяжiння iз урахуванням цього запишеться як

Fò = mg = ρñê(V − V0)g.

Прирiвнюємо цю силу до сили Архiмеда згiдно з умовою плавання
тiл i отримуємо

ρâgV

2
= ρñê(V − V0)g,

ρâV

2
= ρñê(V − V0),

V − V0 =
ρâV

2ρñê
, V0 = V − ρâV

2ρñê
, V0 = V

(
1− ρâ

2ρñê

)
або пiсля пiдстановки числових значень

V0 = 2 · 10−4 ·
(

1− 1000

2 · 2500

)
= 1, 6 · 10−4 (ì3).

Задачi для самостiйного розв’язування

1.10. Спостерiгаючи пiд мiкроскопом за рухом еритроцитiв у капi-
лярi, можна вимiряти швидкiсть руху кровi (vêð = 0, 5 мм/с). Середня
швидкiсть кровотоку в аортi становить và = 40 см/с. На основi цих да-
них визначити, у скiльки разiв сума поперечних перерiзiв усiх функцiо-
нуючих капiлярiв бiльша вiд перерiзу аорти.

1.11 Iз горизонтально розташованого медичного шприца дiаметром
1, 5 см видавлюється фiзiологiчний розчин iз силою F = 10 Н. Швид-
кiсть витiкання рiдини з голки шприца 10,49 м/с. Густина фiзiологiчно-
го розчину ρ = 1, 03 г/см3. Знайти величину перерiзу голки.

1.12. Швидкiсть течiї води у всiх перерiзах нахиленої труби одна-
кова. Знайти рiзницю тискiв ∆p у двох точках, висоти яких над рiвнем
Землi вiдрiзняються на ∆h = 0, 5 м. Чому дорiвнює ∆p, якщо система:
а) знаходиться у станi невагомостi; б) зазнає трикратного переванта-
ження (тобто рухається iз прискоренням a = 2g у полi сил тяжiння)?

1.13. У широкiй частинi горизонтальної труби вода тече зi швидкi-
стю v = 50 см/с. Знайти швидкiсть течiї рiдини у вузькiй частинi труби,
якщо рiзниця тискiв у широкiй та вузькiй її частинах ∆p = 1, 33 кПа.
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1. Рух та тиск рiдин. Сила Архiмеда

1.14. Трубка Пiто (рис. 1.5 а) дозволяє по висотi стовпчика рiди-
ни вимiрювати повний тиск p. Статичний тиск p1 у рiдинi, що руха-
ється, вимiрюється трубкою, нижнiй перерiз якої паралельний лiнiям
потоку (рис. 1.5 б). Визначити швидкiсть течiї гасу, якщо вiдомо, що
p = 13, 3 кПа, p1 = 2, 66 кПа. Густина гасу ρ = 800 кг/м3.

v

a) б)

Рисунок 1.5

1.15. Iз невеликого отвору в днi широкої посудини витiкає рiдина.
Знайти найбiльшу швидкiсть рiдини, якщо вiдомо, що висота рiдини в
посудинi h = 1 м. Пояснити, чому розв’язок задачi не залежить вiд
властивостей рiдини, що витiкає iз посудини.

1.16. По горизонтальнiй трубцi змiнного перерiзу протiкає вода.
Статичний тиск у точцi x0 дорiвнює p0 = 0, 3 Па, а швидкiсть води
v0 = 4 см/с. Знайдiть статичний i динамiчний тиски в точцi x1, якщо
вiдношення перерiзiв труби Sx0/Sx1 = 0, 5.

1.17. На деяких залiзницях поповнення паровозного казана водою
проводиться без зупинки паровоза. Для цiєї мети застосовується зi-
гнута пiд прямим кутом труба, яка опускається на ходу паровоза в ка-
наву з водою, прокладену уздовж рейок. При якiй швидкостi паровоза
вода може пiднятися на висоту 3 м?

1.18. Який тиск на дно та бокову стiнку здiйснює шар гасу висотою
0,5 м? Чому дорiвнює повний тиск на дно? Знайдiть силу тиску гасу
на дно та бокову стiнку. Посудина являє собою цилiндр iз дiаметром
основи 10 см.

1.19. На якiй глибинi у морi гiдростатичний тиск дорiвнює
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Збiрник задач з фiзики з прикладами розв’язання

4, 12 · 105 Па? Чому дорiвнює повний тиск на цiй глибинi? Атмосфер-
ний тиск нормальний.

1.20. У високу цилiндричну посудину до рiвня 10 см налита ртуть,
згори – такi самi об’єми води та гасу. Який тиск рiдин на дно посудини?

1.21. У цилiндричну посудину дiаметром 25 см налито 12 л води.
Який тиск води на стiнку посудини на висотi 10 см вiд дна?

1.22. Посудина кубiчної форми заповнена рiдиною вагоюP . Знайти
повну силу гiдростатичного тиску на дно посудини та всi її бiчнi стiнки.

1.23. У посудину iз квадратним дном iз довжиною сторони a та вер-
тикальними стiнками налито рiдину. Яка висота рiвня рiдини в посу-
динi, якщо сила тиску на дно дорiвнює силi тиску на бiчну поверхню
посудини?

1.24. У прямокутну банку, площа дна якої 100 см2, налито воду.
Висота рiвня води 20 см. На поверхнi води знаходиться поршень, що
щiльно прилягає до стiнок. На поршень поставлено гирю масою 2 кг.
Знайти тиск на дно банки. Атмосферний тиск нормальний.

1.25. У цилiндричну посудину налитi однаковi за масою кiлькостi
води та ртутi. Загальна маса стовпчикiв рiдин у посудинi дорiвнює H .
Чому дорiвнює гiдростатичний тиск на дно посудини?

1.26. У два колiнаU-подiбної трубки налитi вода та масло, що роз-
дiленi ртуттю. Поверхнi подiлу ртутi та рiдин в обох колiнах знаходя-
ться на однаковiй висотi. Знайдiть масу стовпчика води, якщо висота
стовпчика масла дорiвнює 20 см.

1.27. У сполучених посудинах налитi вода, ртуть та гас. Яка висота
гасу, якщо висота стовпчика води дорiвнює 20 см та у правому колiнi
рiвень ртутi нижчий, нiж у лiвому, на 0,5 см.

1.28. Ртуть знаходиться вU-подiбнiй трубцi, площа перерiзу лiвого
колiна якої втричi менша вiд площi правого. Рiвень ртутi у вузькому
колiнi знаходиться на вiдстанi 30 см вiд верхнього кiнця трубки. На
скiльки пiднiметься рiвень ртутi у правому колiнi, якщо лiве доверху
заповнити водою?

1.29. У сполучених цилiндричних посудинах однакових дiаметрiв
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1. Рух та тиск рiдин. Сила Архiмеда

та висоти знаходиться ртуть. В однiй iз посудин поверх ртутi налитий
стовпчик води висотою 32 см. Як будуть розташованi один вiдносно iн-
шого рiвнi ртутi в обох посудинах, якщо вони доверху заповненi гасом?

1.30. У сполученi посудини налита ртуть, зверху в одну посудину –
стовпчик мастила висотою 48 см, а в iншу – стовпчик гасу висотою
20 см. Знайдiть рiзницi рiвнiв ртутi в обох посудинах.

1.31. Шматок залiза важить у водi 1,67 Н. Знайдiть його об’єм.

1.32. Мiдна куля iз внутрiшньою порожниною важить у повiтрi
2,59 Н, в у водi – 2,17 Н. Знайти об’єм внутрiшньої порожнини кулi.

1.33. Тiло плаває у гасi, занурене до 2/3 свого об’єму. Знайти гу-
стину речовини тiла.

1.34. Яку найменшу кiлькiсть колод довжиною 10 м та площею по-
перечного перерiзу 300 см2 потрiбно взяти для плоту, на якому мож-
на переправити через рiчку вантажiвку масою 5 т? Густина дерева –
600 кг/м3.

1.35. Знайти масу пояса iз корка, який здатний утримати людину
масою 60 кг у водi таким чином, щоб голова та плечi (це приблизно
1/8 об’єму людини) не були зануренi у воду. Густину тiла людини взяти
1007 кг/м3, а густину корка – 200 кг/м3.

1.36. Шматок залiза масою 11,7 г, зв’язаний iз шматком корка ма-
сою 1,2 г, разом зануренi на нитцi у воду. Знайти густину корка та його
об’єм, якщо сила натягу нитки дорiвнює 0,064 Н.

1.37. У цилiндричну посудину з водою опустили залiзну коробку,
внаслiдок чого рiвень води в посудинi пiднявся на 2 см. На скiльки рi-
вень води опуститься, якщо коробка потоне?

1.38. Куля з алюмiнiю важить у повiтрi 0,52 Н, у водi – 0,32 Н, а у
розчинi мiдного купоросу – 0,29 Н. Знайдiть густину розчину мiдного
купоросу.

1.39. Бульбашка газу пiднiмається з дна озера зi сталою швидкi-
стю. Знайдiть силу опору води, якщо об’єм бульбашки дорiвнює 1 см3.

1.40. Кулька iз густиною 400 кг/м3 падає у воду з висоти 9 см. На
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яку глибину кулька зануриться у воду? Силами опору повiтря та води
знехтувати.

1.41. Iз яким прискоренням тiло iз густиною ρ спливає у рiдинi з
густиною ρ0?

1.42. Повiтряна куля об’ємом 600 м3 знаходиться у рiвновазi. Яку
кiлькiсть баласту потрiбно викинути, щоб куля почала пiдiйматися iз
прискоренням 0,1 м/с2? Опором повiтря знехтувати. Густина повiтря –
1,29 кг/м3.

1.43. Аеростат об’ємом 4000 м3 заповнений гелiєм. Вага кон-
струкцiї, обладнання та екiпажу дорiвнює 30 кН. Густина повiтря –
1,2 кг/м3, гелiю – 0,18 кг/м3. Знайти корисну вантажопiдйомнiсть ае-
ростата.

1.44. Аеростат об’ємом 2500 м3 мiстить перед пiдйомом 2000 м3

водню. Маса всього обладнання разом iз командою 2750 кг. Знайдiть
прискорення, з яким почне пiдiйматися аеростат.

1.45. Кубик з довжиною ребра 10 см занурений в посудину з водою,
на яку налита рiдина з густиною 0,8 г/см3, що не змiшується з водою.
Лiнiя подiлу рiдин проходить на серединi висоти кубика. Знайти масу
кубика.

1.46. Знайдiть густину газу, що заповнює невагому оболонку повi-
тряної кулi об’ємом 40 м3, якщо куля з вантажем масою m = 20 кг
висить нерухомо. Густина повiтря становить ρïîâ = 1, 5 кг/м3.

1.47. Тiло з об’ємом V = 4 л i густиною ρò = 5 г/см3 повнiстю
занурене у воду. Визначити силу P , з якою тiло тисне на дно посудини.
Густина води ρâ = 1 г/см3.
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2. Механiчнi властивостi бiологiчних тканин

Основнi формули

• Вiдносна деформацiя

ε =
∆l

l
=
l1 − l
l

, (2.1)

де l – початкова довжина зразка (м); l1 – його кiнцева довжи-
на (м); ∆l = l1 − l – видовження зразка (м).

• Механiчне напруження

σ =
F

S
, (2.2)

де F – прикладена до зразка сила (Н); S – площа поперечного
перерiзу зразка (м2).

• Закон Гука для деформацiї розтягу (стиску)

σel = εE, (2.3)

де σel – пружна компонента механiчних напружень (Па);E – мо-
дуль пружностi, або модуль Юнга (Па).

• Напруження, що виникають у в’язкому середовищi (в’язкi або
дисипативнi напруження)

σv = η
dε

dt
, (2.4)

де η – в’язкiсть середовища (Па·с); t – час процесу (с); dε/dt –
похiдна вiд деформацiї за часом, або швидкiсть деформуван-
ня (с−1).

• Часова залежнiсть деформацiї при паралельному з’єднаннi
пружного та в’язкого елементiв (модель Кельвiна-Фойгта)

ε(t) =
σ

E

(
1− e−t/τ

)
, (2.5)

де τ = η/E – час релаксацiї деформацiї (с).
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Збiрник задач з фiзики з прикладами розв’язання

• Модель Максвелла для послiдовно з’єднаних пружного та в’яз-
кого елементiв

dε

dt
=

1

E

dσ

dt
+
σ

η
. (2.6)

• Механiчнi напруження стiнки кровоносної судини

σ = pr/h, (2.7)

де p – тиск у судинi (Па); r – радiус просвiту судини (м); h –
товщина стiнки судини (м).

• Закон Гука
F = −k∆l, (2.8)

де k – коефiцiєнт жорсткостi (Н/м); ∆l– величина змiщення (м).

• Коефiцiєнт жорсткостi для деформацiї розтягу (стиску) однорiд-
ного стрижня

k = ES/l, (2.9)

де E – модуль Юнга (Па); S – площа поперечного перерiзу
стрижня (м2); l – довжина стрижня до деформацiї (м).

• Потенцiальна енергiя пружно деформованого тiла

W =
1

2
k(∆l)2. (2.10)

Приклади розв’язання задач

2.1. Знайти ефективний модуль пружностi кравецького м’яза жаби,
якщо при зростаннi прикладеного до нього навантаження вiд 10 кПа до
40 кПа його довжина збiльшилася вiд 0,032 м до 0,034 м.

σ1 = 10 · 103 Па,
σ2 = 40 · 103 Па,
l1 = 0, 032 м,
l2 = 0, 034 м
Eeff–?

Нехай l – довжина м’яза у станi спокою, до
прикладання до нього навантаження. Тодi згiдно
iз (2.1) для двох рiзних значень навантаження
маємо рiзнi значення вiдносних деформацiй:

ε1 =
l1 − l
l

, ε2 =
l2 − l
l

.
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Оскiльки за умовою задачi деформацiї малi, можна припустити, що
м’яз – це абсолютно пружне тiло. Тодi виконується закон Гука (2.3):

σ1 = ε1Eeff , σ2 = ε2Eeff .

Отже, з останнiх чотирьох рiвностей можна записати таке:

σ1

σ2
=
ε1

ε2
=
l1 − l
l2 − l

або
(l2 − l)σ1 = (l1 − l)σ2,

l2σ1 − lσ1 = l1σ2 − lσ2,

l (σ2 − σ1) = l1σ2 − l2σ1,

l =
l1σ2 − l2σ1

σ2 − σ1
.

Далi будемо знаходити ефективний модуль пружностi за законом
Гука:

Eeff =
σ1

ε1
=

σ1l

l1 − l
.

Компонування останнiх двох формул приводить до кiнцевого вира-
зу для розрахунку ефективного модуля у виглядi

Eeff =
l1σ2 − l2σ1

l2 − l1
.

Пiсля пiдстановки числових даних маємо таке:

Eeff =
0, 032 · 40 · 103 − 0, 034 · 10 · 103

0, 034− 0, 032
= 470 (êÏà).

2.2. Розрахувати вiдносне видовження скелетного м’яза за 3 хви-
лини пiд дiєю сили 6,3 Н, якщо площа поперечного перерiзу м’яза
0, 8 · 10−6 м2, а його в’язкiсть η = 1, 25 г/(см·с). Припустити, що ме-
ханiчнi властивостi м’яза повнiстю описуються моделлю в’язкого еле-
мента.
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Збiрник задач з фiзики з прикладами розв’язання

t = 180 с,
F = 6, 3 Н,
S = 0, 8 · 10−6 ì2,
η = 0, 125 Ïà · ñ
ε–?

В умовi задачi в’язкiсть подана у несистем-
них одиницях, отже, потрiбно спочатку перевес-
ти її значення у систему СI. Вiдомо, що у цiй си-
стемi одиниця вимiрювання в’язкостi

[η] = Ïà · ñ.

Тиск, що вимiрюється у Паскалях (Па), – це вiдношення сили F (Н)
до площi її прикладення S (м2):

P =
F

S
.

Отже, для одиницi вимiрювання тиску маємо

[Ïà] =
Í

ì2
.

Одиницю вимiрювання сили можна розписати згiдно iз другим за-
коном Ньютона:

F = ma,

де m – маса (кг); a – прискорення (м/с2). Звiдси маємо

[Í] =
êã · ì
ñ2

.

Тодi
[Ïà] =

Í

ì2
=

êã

ì · ñ2
,

а одиниця вимiрювання в’язкостi

[η] = Ïà · ñ =
êã

ì · ñ
.

Тепер переведемо значення в’язкостi у систему СI:

η = 1, 25
ã

ñì · ñ
= 1, 25 · 102 ã

ì · ñ
= 125 · 10−3 êã

ì · ñ
= 0, 125 Ïà · ñ.

Перейдемо безпосередньо до розв’язання задачi. Оскiльки ми моде-
люємо м’яз в’язким елементом, використаємо формулу (2.4):

σ = η
dε

dt

або помножимо на dt праву та лiву частини рiвняння:

σdt = ηdε.

Обчисливши напруження як (2.2):
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σ =
F

S
,

перейдемо до виразу
dε =

F

ηS
dt.

Тепер проiнтегруємо цей вираз:
ε∫

0

dε′ =
F

ηS

t∫
0

dt′.

В останньому виразi у межах iнтегрування враховано, що у почат-
ковий момент часу t = 0 деформацiя має нульове значення (процес
деформування ще не почався). У довiльний момент часу t деформацiя
має значення ε. Останнiй вираз пiсля iнтегрування набирає вигляду

ε =
Ft

ηS
.

Пiдставимо числовi значення:

ε =
6, 3 · 180

0, 125 · 0, 8 · 10−6
= 1, 134 · 1010.

Це дуже велике i недосяжне значення деформацiї. Робимо висно-
вок, що при моделюваннi поведiнки м’яза не можна використовувати
лише в’язкий елемент i потрiбно завжди враховувати пружнi власти-
востi м’яза.

2.3. Знайти абсолютне видовження сухожилля довжиною 4 мм та
площею перерiзу 10−6 м2 пiд дiєю сили 320 Н. Модуль пружностi су-
хожилля взяти 109 Па. Вважати сухожилля за абсолютно пружне тiло.

l = 4 · 10−3 м,
S = 10−6 м2,
F = 320 Н,
E = 109 Па
∆l–?

За законом Гука (2.3)

σ = εE.

Напруження визначаються як (2.2):

σ =
F

S
.

З останнiх двох формул маємо

F

S
= εE, ε =

F

SE
.
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Деформацiя ε – це вiдношення абсолютного видовження ∆l до по-
чаткової довжини сухожилля l (2.1):

ε =
∆l

l
.

Звiдси маємо ∆l

l
=

F

SE
, ∆l =

Fl

SE
.

Пiсля пiдстановки значень

∆l =
320 · 4 · 10−3

10−6 · 109
= 1, 28 (ìì).

2.4. Знайти межу мiцностi кiстки дiаметром 30 мм та товщиною
3 мм, якщо для її руйнування потрiбна сила 400 кН.

D = 30 · 10−3 м,
h = 3 · 10−3 м,
F = 400 · 103 Н
σc–?

Кiстка у поперечному перерiзi – це кiльце.
Знайдемо спочатку площу цього кiльця. Позначи-
мо зовнiшнiй радiус кiльця r2, а внутрiшнiй – r1.
Тодi буде справедливий зв’язок

r2 =
D

2
, r1 =

D − 2h

2
.

Вiдповiдно площа кiстки буде визначатися як рiзниця мiж площами
зовнiшнього та внутрiшнього кiлець:

S = πr2
2 − πr2

1 = π
(
r2

2 − r2
1

)
= π (r2 − r1) (r2 + r1).

Або пiсля пiдстановки виразiв для r1, r2

S = π

(
D

2
− D − 2h

2

)(
D

2
+
D − 2h

2

)
= πh(D − h).

За умовою задачi потрiбно знайти межу мiцностi, тобто механiчнi
напруження σc, за яких кiстка руйнується. Цi напруження згiдно з (2.2)
дорiвнюють

σc =
F

S
=

F

πh(D − h)
,

або пiсля розрахунку

σc =
400 · 103

3, 14159 · 3 · 10−3(30 · 10−3 − 3 · 10−3)
= 1, 572 · 109 (Ïà).

2.5. Навантаження на стегнову кiстку, що становить 1800 Н, при
стисканнi викликає вiдносну деформацiю 3 · 10−4. Знайти ефективну
площу поперечного перерiзу кiстки, якщо її модуль пружностi дорiвнює
23 · 109 Па.
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F = 1800 Н,
ε = 3 · 10−4,
E = 23 · 109 Па
Seff–?

При стисканнi у кiстцi виникають пружнi на-
пруження (2.2):

σ =
F

Seff
,

якi визначаються законом Гука (2.3):

σ = εE.

Iз цих виразiв маємо

F

Seff
= εE, Seff =

F

εE
.

Визначимо цю площу:

Seff =
1800

3 · 10−4 · 23 · 109
= 2, 61 · 10−4 (ì2) = 2, 61 (ñì2).

2.6. Знайти потенцiальну енергiю, що припадає на одиницю об’єму
кiстки, якщо кiстка розтягнута так, що напруження в нiй становлять
3 · 109 Па. Модуль пружностi кiстки взяти 22, 5 · 109 Па.

σ = 3 · 109 Па,
E = 22, 5 · 109 Па
ω = W/V –?

Фактично в задачi потрiбно знайти об’ємну
густину енергiї деформованої кiстки ω, тобто вiд-
ношення потенцiальної енергiї пружно деформо-
ваного тiла W до об’єму цього тiла V :

ω =
W

V
.

Потенцiальна енергiя визначається за формулою (2.10):

W =
1

2
k(∆l)2,

та iз урахуванням виразу для коефiцiєнта жорсткостi (2.9)

k =
ES

l

набирає вигляду

W =
ES(∆l)2

2l
.

Отже, iз цього виразу знайдемо шукану густину енергiї як
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ω =
W

V
=
W

Sl
=
ES(∆l)2

2Sl2
=
E

2

(
∆l

l

)2

.

Останнiй вираз iз урахуванням визначення вiдносної деформацiї
(2.1)

ε =
∆l

l
спрощується до вигляду

ω =
Eε2

2
.

Виразимо деформацiю через напруження згiдно iз законом Гука
(2.3):

σ = εE, ε =
σ

E
,

пiдставимо у вираз для густини енергiї ω та отримаємо кiнцеве спiввiд-
ношення

ω =
σ2

2E
.

Залишилося розрахувати числове значення цiєї величини:

ω =
(3 · 109)2

2 · 22, 5 · 109
= 2 · 108

(
Äæ

ì3

)
.

Задачi для самостiйного розв’язування

2.7. Розрахуйте вiдносне видовження скелетного м’яза, що моде-
люється тiлом Кельвiна-Фойгта, за 3 хвилини, якщо модуль пружностi
м’яза 1,2 МПа, площа поперечного перерiзу 0, 8 · 10−6 ì2, а наванта-
ження на м’яз 6,3 Н. В’язкiсть речовини м’яза взяти 1,25 г/(см·с).

2.8. Як змiниться модуль пружностi стегнової кiстки людини, якщо
при навантаженнi 5 Па вiдносна деформацiя становить 0,025, а при
збiльшеннi навантаження до 11 Па вона стала дорiвнювати 0,055.

2.9. Знайти тиск у стiнцi капiляра дiаметром 20 мкм, якщо товщина
стiнки судини 2 мкм, а тангенцiальнi напруження в стiнцi 8 · 10−5 Па.

2.10. Чому дорiвнює ефективний модуль пружностi стiнки грудної
аорти, якщо вiдношення радiуса просвiту судини до товщини її стiнки
дорiвнює 5. Вiдомо, що при змiнi тиску всерединi аорти вiд 13,3 кПа до
16 кПа площа поперечного перерiзу судини збiльшується вiд 6,16 см2

до 6,2 см2.
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2.11. Модуль пружностi протоплазмових ниток, що отриманi ви-
тягуванням протоплазми у деяких типiв клiтин з допомогою мiкрого-
лок, став дорiвнювати 9 ·103 Па при кiмнатнiй температурi. Знайти на-
пруження, що виникають у нитках при розтягу, що не перевищує 20%
їх початкової довжини. Вважати, що нитки володiють лише пружними
властивостями.

2.12. Яка робота здiйснюється при розтягу на 6 мм кравецького
м’яза жаби довжиною 30 мм, якщо вiдомо, що при навантаженнi 1 г вiн
розтягується на 3 мм? Прийняти кравецький м’яз за абсолютно пруж-
не тiло.

2.13. Знайти механiчне напруження стегнової кiстки штангiста ва-
гою 80 кг при пiдняттi штанги, що у пiвтора рази перевищує його вагу,
якщо дiаметр кiстки 20 мм. Допустиме напруження 108 Н/м2. Яку гра-
ничну вагу може витримати кiстка?

2.14. Межа мiцностi кiсткової тканини дорiвнює 100 МПа, модуль
Юнга дорiвнює 10 ГПа. Знайти, при якому вiдносному видовженнi вiд-
будеться руйнування кiсткової тканини.

2.15. Модуль пружностi колагену 100 МПа, модуль пружностi ела-
стину 1 МПа, вiдносне видовження для обох матерiалiв становить 0,5.
Знайти напруження, що виникають у цих матерiалах при заданiй де-
формацiї.

2.16. У скiльки разiв вiдносне видовження еластину бiльше, нiж
колагену, при однакових напруженнях, якщо модуль пружностi кола-
гену 100 МПа, а еластину 1 МПа?

2.17. Знайти абсолютне видовження сухожилля довжиною 5 см та
дiаметром 4 мм пiд дiєю сили 31,4 Н. Модуль пружностi сухожилля
дорiвнює 109 Па.

2.18. Визначити роботу, що виконується спортсменом при розтя-
гу пружини еспандера на 70 см, якщо вiдомо, що при дiї сили у 10 Н
еспандер розтягується на 1 см.

2.19. М’яз завдовжки 10 см i дiаметром 1 см пiд дiєю вантажу 49 Н
видовжився на 7 мм. Визначити модуль пружностi м’язової тканини.
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2.20. До сухожилля завдовжки 12 см пiдвiсили вантаж масою 7 кг,
унаслiдок чого воно видовжилося до 123 мм. На скiльки видовжиться
сухожилля, якщо до нього пiдвiсити вантаж масою 5 кг?

2.21. Яка робота здiйснюється при розтягу на 1 мм м’яза завдовж-
ки 5 см i дiаметром 4 мм? Модуль Юнга для м’язової тканини взяти
9, 8 · 106 Па.

2.22. Проаналiзувати рiвняння Максвелла (2.6) у двох випадках:
а) у системi пiдтримуються постiйнi деформацiї, побудувати часову за-
лежнiсть напружень σ(t); б) незмiнними є напруження, побудувати ча-
сову залежнiсть деформацiї ε(t).

2.23. З якою силою необхiдно тягнути за кiнець дроту, другий кi-
нець якого закрiплений, щоб видовжити його на 5 мм? Жорсткiсть дро-
ту k = 2 · 106 Н/м.

2.24. Визначити жорсткiсть пружини, якщо пiд дiєю сили 80 Н вона
видовжилася на 5 см.

2.25. Якого перерiзу сталевий дрiт довжиною 3,6 м необхiдно взяти,
щоб пiд дiєю сили 8 · 103 Н вiн видовжився на 4 мм? Модуль Юнга для
сталi становить 2 · 1011 Н/м2.
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3. В’язкiсть рiдин. Поверхневий натяг.
Гемодинамiка

Основнi формули

• Сила внутрiшнього тертя, що дiє мiж шарами, що мають площу
S (рiвняння Ньютона):

Fòð = η
dv

dx
S, (3.1)

де η – в’язкiсть рiдини (Па·с); dv/dx – градiєнт швидкостi (с−1).

• Гiдравлiчний опiр судини

X =
8ηl

πR4
, (3.2)

де η – в’язкiсть кровi (Па·с); l – довжина судини (м); R – радiус
судини (м).

• Об’ємна швидкiсть кровотоку в судинi

dQ

dt
= Sv, (3.3)

де S – площа поперечного перерiзу судини (м2); v – швидкiсть
течiї рiдини (м/с).

• Об’єм рiдини, що переноситься через трубу (судину) за час t:

Q = Svt. (3.4)

• Об’єм рiдини, що переноситься за 1 с через перерiз цилiндричної
труби (судини) радiусом R (формула Пуазейля):

Q =
πR4

8η
· p1 − p2

l
=
p1 − p2

X
, (3.5)

де l – довжина дiлянки труби (судини) (м), на кiнцях якої пiдтри-
мується рiзниця тискiв (p1 − p2) (Па).
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• Об’єм рiдини, що переноситься за 1 с через перерiз цилiндричної
труби (судини) змiнного перерiзу (R є функцiєю довжини l):

Q =
πR4

8η
· dp

dl
. (3.6)

• Сила внутрiшнього тертя, що дiє на сферичне тiло радiуса r, яке
рухається в рiдинi (закон Стокса):

F = 6πηrv, (3.7)

де v – швидкiсть тiла (м/с); η – в’язкiсть рiдини (Па·с).

• Швидкiсть падiння кульки радiуса r у в’язкiй рiдинi

v =
2(ρ− ρð)r2g

9η
, (3.8)

де ρ та ρð – густини матерiалу, з якого зроблено кульку, та рiдини
вiдповiдно (кг/м3); g – прискорення вiльного падiння (м/с2).

• Число Рейнольдса для труби дiаметром D

Re =
ρðvD

η
=
vD

ν
, (3.9)

де v – швидкiсть руху рiдини (м/с2); ν = η/ρð – кiнематична
в’язкiсть (м2/с). При Re < Reêð спостерiгається ламiнарний рух,
а якщо Re > Reêð, рух стає турбулентним. Для гладких цилiн-
дричних труб Reêð ≈ 2300.

• Додатковий тиск пiд сферичною поверхнею рiдини

∆p =
2σ

r
, (3.10)

де σ – поверхневий натяг рiдини (Н/м); r – радiус сферичної по-
верхнi (м).
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• Додатковий тиск пiд двома аксiальними сферами, роздiленими
тонкою плiвкою рiдини (наприклад, додатковий тиск у мильнiй
бульбашцi):

∆p =
4σ

r
. (3.11)

• Додаткова енергiя поверхневого шару рiдини

E = σS, (3.12)

де S – площа поверхнi рiдини (м2).

• Висота пiдняття (опускання) рiдини в капiлярi

h =
2σ cos θ

Rρðg
, (3.13)

де θ – крайовий кут; R – радiус капiляра (м); ρð – густина рiди-
ни (кг/м3).

• Швидкiсть пульсової хвилi

v =

√
Eh

2ρr
, (3.14)

де E – модуль пружностi судини (Па); h – товщина стiнки суди-
ни (м); ρ – густина речовини судини (кг/м3); r – радiус просвiту
судини (м).

• Робота, що виконується лiвим шлуночком серця при кожному
скороченнi:

A = V0

(
p+ ρ

v2

2

)
, (3.15)

де p– середнiй тиск, пiд яким кров викидається в аорту (Па); ρ–
густина кровi (кг/м3); V0 – ударний об’єм кровi (м3); v – швид-
кiсть її руху (м/с).

• Еквiвалентний гiдравлiчний опiр n послiдовно з’єднаних елемен-
тiв

X = x1 + x2 + x3 + ...+ xn, (3.16)

де xi – опiр i-го елемента.
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• Еквiвалентний гiдравлiчний опiр n паралельно з’єднаних еле-
ментiв

X =

(
1

x1
+

1

x2
+

1

x3
+ ...+

1

xn

)−1

, (3.17)

де xi – опiр i-го елемента.

Приклади розв’язування задач

3.1. Визначити середню лiнiйну швидкiсть кровотоку в судинi ра-
дiусом 1, 5 см, якщо пiд час систоли через неї протiкає 60 мл кровi.
Вважати тривалiсть систоли 0, 25 с.

R = 1, 5 · 10−2 м,
Q = 60 · 10−6 м3,
t = 0, 25 с
v–?

Об’єм кровi, що протiкає через судину за час
t, визначається спiввiдношенням (3.4):

Q = Svt,

де S = πR2 – площа поперечного перерiзу ци-
лiндричної судини. Звiдси маємо

Q = πR2vt,

звiдки легко знайти швидкiсть:

v =
Q

πR2t
.

Пiдставляємо значення:

v =
60 · 10−6

3, 14159 · (1, 5 · 10−2)2 · 0, 25
= 0, 34

(ì
ñ

)
.

3.2. Знайдiть кiнетичну енергiю об’єму кровi, що протiкає за одну
хвилину зi швидкiстю 0, 4 м/с через артерiю дiаметром 3 мм.

t = 60 с,
v = 0, 4 м/с,
D = 3 · 10−3 м,
ρ = 1150 êã/ì3

EK–?

Iз механiки вiдомо, що кiнетична енергiя визна-
чається за формулою

EK =
mv2

2
,

деm– маса. Об’єм кровiQ, що пройшов по артерiї
за час t, визначається згiдно з формулою (3.4):
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Q = Svt,

де S – площа перерiзу судини, яку легко визначити, якщо судина має
цилiндричну форму:

S = π(0, 5D)2.

З останнiх двох формул маємо

Q = π(0, 5D)2vt.

Загальну масу кровi можна визначити як добуток її густини ρ та
об’єму Q:

m = ρQ = ρπ(0, 5D)2vt.

Звiдси кiнетична енергiя

EK =
πρ(0, 5D)2v3t

2
.

Пiдставляємо значення й отримуємо вiдповiдь

EK =
3, 14159 · 1150 · (0, 5 · 3 · 10−3)2 · 0, 43 · 60

2
= 0, 0156 (Äæ).

3.3. У скiльки разiв змiниться модуль пружностi стiнки аорти при
атеросклерозi, якщо вiдомо, що швидкiсть пульсової хвилi при цьому
зросла втричi?

v2 = 3v1

E2/E1–?

Швидкiсть пульсової хвилi визначається за форму-
лою (3.14):

v =

√
Eh

2ρr
.

Звiдси маємо
v2 =

Eh

2ρr
,

v2
1 =

E1h

2ρr
, v2

2 =
E2h

2ρr
;

v2
2

v2
1

=
E2

E1
,

E2

E1
=

(
v2

v1

)2

.

За умовою v2 = 3v1, отже,

E2

E1
=

(
3v1

v1

)2

= 32 = 9.
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3.4. Знайдiть потужнiсть, що розвивається серцем людини при
скороченнi тривалiстю 0, 3 с. Ударний об’єм кровi дорiвнює 60 мл,
швидкiсть кровi в аортi – 0, 5 м/с. Середнiй тиск, при якому кров вики-
дається в аорту лiвим шлуночком, дорiвнює 13, 3 кПа. Врахувати, що
робота правого шлуночка становить 20% роботи лiвого.

t = 0, 3 с,
V0 = 60 · 10−6 м3,
v = 0, 5 м/с,
p = 13, 3 · 103 Па,
Ap = 0, 2Al,
ρ = 1150 êã/ì3

N–?

Робота лiвого шлуночка при скороченнi
(3.15)

Al = V0

(
p+ ρ

v2

2

)
.

При пiдстановцi значень

Al = 60 · 10−6 ·
(

13, 3 · 103+1150 · 0, 52

2

)
=

= 0, 8 (Äæ).
Загальна робота серця при одному скороченнi визначається як су-

ма внескiв вiд обох шлуночкiв:

A = Al +Ap = Al + 0, 2Al = 1, 2Al = 1, 2 · 0, 8 = 0, 96 (Äæ).

Середня потужнiсть визначиться як

N =
A

t
=

0, 96

0, 3
= 3, 2 (Âò).

3.5. Швидкiсть пульсової хвилi в артерiях дорiвнює 8 м/с. Чому до-
рiвнює модуль пружностi цих судин, якщо вiдомо, що вiдношення радi-
уса просвiту до товщини стiнки судини дорiвнює 6, а густина речовини
судини становить 1, 15 г/см3.

v = 8 м/с,
r/h = 6,
ρ = 1150 êã/ì3

N–?

З виразу для знаходження величини швидкостi
пульсової хвилi (3.14) знайдемо модуль пружностi:

v =

√
Eh

2ρr
, v2 =

Eh

2ρr
, E =

2ρrv2

h
.

Пiдставляючи значення, отримуємо

E = 2 · 1150 · 6 · 82 = 8, 83 · 105 (Ïà).

3.6. Знайдiть еквiвалентний гiдравлiчний опiр системи судин, що
зображена на рисунку, якщо x1 = X , x2 = X , x3 = 2X , x4 = X/2,
x5 = X , x6 = X/3.
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x1

x2

x3

x4

x5

x6

x1 = x2 = X ,
x3 = 2X ,
x4 = X/2,
x5 = X ,
x6 = X/3

Xçàã–?

Судина складається з трьох частин: двi розгалу-
женi (x1, x2 та x4, x5, x6 ), одна суцiльна (x3). Цi ча-
стини з’єднанi послiдовно, тому їх опори додаються
(3.16):

Xçàã = X1 +X2 +X3.

Знайдемо опiр першої дiлянки (паралельне з’єд-
нання двох трубок з опорами x1 та x2):

X1 =

(
1

x1
+

1

x2

)−1

=

(
1

X
+

1

X

)−1

=

(
2

X

)−1

=
X

2
.

Опiр другої дiлянки визначається умовою задачi

X2 = x3 = 2X.

Знайдемо опiр останньої дiлянки (паралельне з’єднання трьох тру-
бок з опорами x4, x5, x6):

X3=

(
1

x4
+

1

x5
+

1

x6

)−1

=

(
2

X
+

1

X
+

3

X

)−1

=

(
6

X

)−1

=
X

6
.

Тепер знайдемо загальний опiр:

Xçàã = X1 +X2 +X3 =
X

2
+ 2X +

X

6
= 2X +

2X

3
≈ 2, 6X.

3.7. Знайдiть швидкiсть та час повного осiдання сферичних части-
нок радiусом r = 2 мкм у шарi води товщиною l = 3 см при дiї сили
тяжiння, якщо густина частинок ρ = 2, 5 г/см3.
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r = 2 · 10−6 м,
l = 0, 03 м,
ρ = 2500 кг/м3,
ρâ = 1000 кг/м3,
ηâ = 1, 005 · 10−3 Па·с,
g = 9, 8 м/с2

v, t–?

Швидкiсть осiдання знайдемо за фор-
мулою (3.8):

v =
2(ρ− ρð)r2g

9η
=

=
2(2500− 1000)(2 · 10−6)2 · 9, 8

9 · 1, 005 · 10−3
=

= 1, 3 · 10−5 (ì/ñ).

Час повного осiдання – це час, за який всi частинки досягнуть дна
посудини iз водою. Отже, вiн дорiвнює часу осiдання верхнiх частинок
та знаходиться як вiдношення висоти шару води до знайденої швидко-
стi руху:

t =
l

v
=

0, 03

1, 3 · 10−5
= 2, 3 · 103 (ñ).

3.8. Визначте максимальну кiлькiсть кровi, яка може пройти
крiзь аорту за 1 с, щоб течiя зберiгалася ламiнарною. Дiаметр аорти
D = 2 см, в’язкiсть кровi η = 5 мПа·с.

t = 1 c,
D = 0, 02 м,
η = 5 · 10−3 Па·с,
ρê = 1060 кг/м3,
Reêð = 2300

m–?

Масу кровi визначимо як добуток її об’єму Q
та густини:

m = Qρê.

У свою чергу, об’єм знайдемо за формулою
(3.4):

Q = Svt,

отже, iз урахуванням площi перерiзу аорти S = πD2/4 знайдемо фор-
мулу для маси кровi, що проходить крiзь аорту за час t:

m = Svtρê = ρêv
πD2

4
t.

Число Рейнольдса обчислюється за формулою (3.9):

Re =
ρêvD

η
.

Виразимо звiдси критичну швидкiсть, при якiй ламiнарна течiя пе-
реходить у турбулентну:

v =
Re · η
ρêD

.
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Пiдставляючи отриманий вираз у формулу для визначення маси,
отримуємо

m =
πD·Reêðηt

4
=

3, 14159 · 0, 02 · 2300 · 5 · 10−3 · 1
4

= 0, 18 (êã).

3.9. Який дiаметр має перетяжка при вiдривi краплi дистильованої
води масою m = 50 мг?

m = 5 · 10−5 кг,
σ = 72, 6 · 10−3 Н/м,
g = 9, 8 м/с2

D–?

Коефiцiєнт поверхневого натягу можна
визначити як силу, що дiє на одиницю довжи-
ни контура, що обмежує поверхню:

σ =
F

l
,

де у нашому випадку F = mg – сила тяжiння. Звiдси знайдемо довжи-
ну контура перетяжки:

l =
F

σ
=
mg

σ
=

5 · 10−5 · 9, 8
72, 6 · 10−3

= 6, 75 (ìì).

Тепер можна знайти дiаметр D перетяжки:

l = πD, D =
l

π
=

6, 75

3, 14159
= 2, 149 (ìì).

3.10. У скiльки разiв густина повiтря в бульбашцi, що знаходиться
на глибинi h = 5 м пiд водою, бiльше густини повiтря при нормальному
атмосферному тиску? Радiус бульбашки r = 0, 5 мкм.

h = 5 м,
P1 = 105 Па,
r = 0, 5 · 10−6 м,
ρâ = 1000 кг/м3,
σ = 0, 073 Н/м,
g = 9, 8 м/с2

P2/P1–?

Оскiльки бульбашка одна i та сама, в обох
випадках повiтря в нiй матиме однаковi маси, але
рiзнi тиски P та об’єми V . Густину повiтря будемо
визначати як вiдношення його маси до об’єму:

ρ1 =
m

V1
, ρ2 =

m

V2
,

де iндекс 1 вiдповiдає повiтрю при нормальному
атмосферному тиску, а iндекс 2 – повiтрю у зану-

ренiй бульбашцi. Звiдси маємо

ρ2

ρ1
=
V1

V2
.
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Нехай температура в обох випадках однакова, тому виконується
закон Бойля-Марiотта, вiдомий у термодинамiцi:

V1

V2
=
P2

P1
.

З останнiх двох формул маємо
ρ2

ρ1
=
P2

P1
.

Тиск усерединi бульбашки, що знаходиться пiд водою, знайдемо за
формулою

P2 = P1 + ρâgh+
2σ

r
,

де P1 – атмосферний тиск; ρâgh – гiдростатичний тиск, а останнiй до-
данок пов’язаний iз силою поверхневого натягу (див. формулу (3.10)).

З останнiх двох формул маємо кiнцеве спiввiдношення
ρ2

ρ1
= 1 +

ρâgh

P1
+

2σ

rP1
.

Пiсля пiдстановки числових значень отримуємо
ρ2

ρ1
= 1 +

1000 · 9, 8 · 5
105

+
2 · 0, 073

0, 5 · 10−6 · 105
= 4, 41.

Отже, тиск усерединi бульбашки у 4,41 раза бiльший, нiж нор-
мальний атмосферний тиск.

3.11. У яких судинах системи кровообiгу (великих чи малих) iснує
бiльша ймовiрнiсть переходу ламiнарної течiї кровi в турбулентну?

Нехай D1 i D2 – дiаметри судин, причому D1 > D2. Будемо вихо-
дити iз виразу для визначення числа Рейнольдса (3.9):

Re =
ρêvD

η
.

Отже, для фiксованих дiаметрiв судин при сталих в’язкостi та
густинi кровi турбулентний режим для судини з бiльшим дiаметром
D1 реалiзується за меншої швидкостi v. Оскiльки у великих судинах
швидкiсть руху кровi бiльша, ймовiрнiсть переходу ламiнарної течiї у
турбулентну у великих судинах також бiльша.

3.12. У скiльки разiв змiнюється швидкiсть осiдання еритроцитiв
у людей, якi хворi на сфероцитоз, порiвняно з нормою, якщо середнiй
радiус еритроцитiв при цьому захворюваннi збiльшується в 1,5 раза?
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r2 = 1, 5r1

v2/v1–?
Швидкiсть осiдання еритроцитiв визначимо за фор-

мулою (3.8):

v =
2(ρåð − ρêð)r2g

9η
.

Звiдси знайдемо вiдношення швидкостей для рiзних радiусiв ери-
троцитiв r:

v2

v1
=

2(ρåð − ρêð)(r2)2g · 9η
9η · 2(ρåð − ρêð)(r1)2g

=

(
r2

r1

)2

=

(
1, 5r1

r1

)2

= 2, 25.

Отже, швидкiсть осiдання еритроцитiв у людей, якi хворi на сферо-
цитоз, збiльшиться у 2,25 раза.

Задачi для самостiйного розв’язування

3.13. Використовуючи закон Стокса, визначити, протягом якого
часу в кiмнатi висотою h = 3 м повнiстю осяде пил. Частинки пилу
вважати кулькоподiбними, дiаметром 1 мкм, густиною ρ = 2, 5 г/см3.
В’язкiсть повiтря ηïîâ = 17, 2 мкПа·с, густина ρïîâ = 1, 2 кг/м3.

3.14. Порiвняти формули для електричного R = ρl/S та гiдрав-
лiчного X = 8ηl/(πR4) опорiв. Проаналiзувати загальнi риси у цих
формулах та вказати на вiдмiнностi.

3.15. У деяких випадках лiки дозують краплями. На скiльки вiд-
соткiв змiниться доза водного розчину лiкiв при змiнi температури вiд
t1 = 25°C до t2 = 10°C? Цим температурам вiдповiдають поверхневi
натяги σ1 = 71, 78 мН/м та σ2 = 74, 01 мН/м.

3.16. Визначити додатковий тиск, обумовлений поверхневим натя-
гом у сферичнiй краплi туману, якщо її дiаметр дорiвнює 3 мкм. Коефi-
цiєнт поверхневого натягу води 72, 6 мН/м.

3.17. Рiзниця рiвнiв ртутi у сполучених скляному капiлярi та широ-
кiй посудинi дорiвнює 7, 4 мм. Знайдiть радiус кривизни менiска рту-
тi, якщо її густина 13600 кг/м3, а коефiцiєнт поверхневого натягу ртутi
472 мН/м.

3.18. При визначеннi сили поверхневого натягу краплинним мето-
дом число крапель глiцерину, що витiкає з капiляра, становить n = 50.
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Загальна маса глiцеринуm = 1 г, а дiаметр шийки краплi у момент вiд-
риву d = 1 мм. Визначити коефiцiєнт поверхневого натягу глiцерину.

3.19. Спирт по краплях витiкає крiзь вертикальну трубку з внутрi-
шнiм дiаметром d = 2 мм. Краплi вiдриваються через час ∆t = 1 с одна
пiсля iншої. За який час витече маса m = 10 г спирту? Дiаметр ший-
ки краплi у момент вiдриву вважати таким, що дорiвнює внутрiшньому
дiаметру трубки.

3.20. Двi краплi води радiусом r = 1 мм кожна злилися в одну
велику краплю. Вважаючи процес iзотермiчним, визначити зменшен-
ня поверхневої енергiї при цьому злиттi, якщо поверхневий натяг води
σ = 73 мН/м.

3.21. Тиск повiтря усерединi мильної бульбашки на ∆p = 200 Па
бiльше за атмосферний. Визначити дiаметр бульбашки. Поверхневий
натяг мильного розчину σ = 40 мН/м.

3.22. Повiтряна бульбашка дiаметром d = 0, 02 мм знаходиться
на глибинi h = 25 см пiд поверхнею води. Визначити тиск повiтря в
цiй бульбашцi. Атмосферний тиск нормальний, поверхневий натяг во-
ди σ = 73 мН/м.

3.23. Вiдомо, що серце людини скорочується в середньому 70 ра-
зiв за 1 хвилину, при кожному скороченнi викидаючи близько 150 см3

кровi. Який об’єм кровi перекачує ваше серце за час чотирьох пар в
унiверситетi?

3.24. Оптимальний режим роботи серця: передсердя працюють
0,1 с, вiдпочивають 0,7 с; шлуночки працюють 0,3 с, вiдпочивають
0,5 с. Визначити, скiльки рокiв вiдпочивали шлуночки серця у люди-
ни, якiй 70 рокiв. За середню частоту биття серця прийняти 70 ударiв
за хвилину.

3.25. У спокiйному станi людини швидкiсть кровотоку в аортi
приблизно дорiвнює v1 = 0, 4 м/с. Вимiрювання пiд мiкроскопом по-
казують, що швидкiсть кровi в капiлярах v2 = 0, 5 мм/с. Знайти за-
гальну кiлькiсть капiлярiв, якщо площа перерiзу аорти S1 = 4 см2, а
дiаметр одного капiляра d = 10 мкм. Знайти сумарну довжину капiля-
рiв, якщо середнє значення довжини одного капiляра l = 0, 7 мм.
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3.26. У людини в станi спокою величина кровотоку на 100 грамiв
м’язiв руки становить 2,5 мл за хвилину. Визначити кiлькiсть капiля-
рiв у тканинах м’язiв, вважаючи, що довжина кожного з них 0,3 мм,
а дiаметр 10 мкм. Рiзниця тискiв на кiнцях капiлярiв 33, 3 · 102 Па, а
в’язкiсть кровi η = 5 мПа·с.

3.27. Визначити швидкiсть осiдання еритроцитiв у плазмi кровi (в
одиницях мм/год), виходячи з припущення, що вони мають форму ку-
льок дiаметром 7 мкм i не склеюються мiж собою. Густина еритроци-
тiв – 1090 кг/м3, густина кровi – 1050 кг/м3, в’язкiсть кровi – 5 мПа·с.

3.28. Визначити, скiльки вiдсоткiв вiд добової витрати енергiї лю-
дини (11500 кДж) витрачається серцем на перемiщення кровi при ча-
стотi пульсу 70 уд/хв, якщо середнiй тиск у лiвому шлуночку дорiвнює
12 кПа, а в правому в шiсть разiв менший. Кожним шлуночком вики-
дається 60 мл кровi, а швидкiсть кровотоку в обох випадках – 0,4 м/с.

3.29. Через голку, що надiта на трубку завдовжки 20 см, виливає-
ться кров з ампули дiаметром 75 мм. Визначити, через який час з ампу-
ли виллється 250 мл кровi, якщо дiаметр голки 1 мм, а її довжина 4 см.
Ампула мiстить 500 мл кровi. Трубка i ампула розташованi вертикаль-
но. Густина кровi – 1050 кг/м3, в’язкiсть кровi – 5 мПа·с.

3.30. Дiаметр поршня шприца 20 мм, площа отвору голки 0,5 мм2.
Скiльки часу витiкатиме з горизонтально розташованого шприца но-
вокаїн в’язкiстю 1,24 мПа·с, якщо дiяти на поршень силою 4 Н? Хiд
поршня – 4 см, довжина голки – 4 см.

3.31. Знайти лiнiйну швидкiсть кровотоку в аортi радiусом 1,5 см,
якщо при тривалостi систоли 0,25 с через аорту протiкає 60 мл кровi.
У скiльки разiв ця швидкiсть менша вiд критичної? Густина кровi –
1050 кг/м3, її в’язкiсть – 5 мПа·с.

3.32. Знайти гiдравлiчний опiр кровоносної судини завдовжки 0,1 м
i радiусом 0,15 мм.

3.33. Визначити роботу, що здiйснюється серцем при скороченнi
лiвого шлуночка, якщо в аорту зi швидкiстю 0, 5 м/с викидається 60 мл
кровi при тиску 13 кПа.
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3.34. Знайдiть об’ємну швидкiсть кровi в аортi, якщо радiус її про-
свiту 1,75 см, а лiнiйна швидкiсть кровi в нiй 0,5 м/с.

3.35. Через цилiндричну трубку довжиною 50 см та внутрiшнiм дiа-
метром 1 см пропускають повiтря з об’ємною витратою 10 л/хв. Знайти
змiну тиску в трубцi. Температура повiтря дорiвнює 20°C.

3.36. Унаслiдок втрати пружних властивостей судин при атеро-
склерозi число Рейнольдса iстотно змiнюється. Знайти число Рей-
нольдса у судинi дiаметром 3 мм, в якiй швидкiсть руху кровi до-
рiвнює 1,8 м/с. Взяти густину кровi 1060 кг/м3, а в’язкiсть кровi –
5 · 10−3 Па·с.

3.37. Одне колiно U – подiбної трубки має радiус r1 = 0, 5 мм, а
iнше – r2 = 1 мм. Знайти рiзницю рiвнiв води в колiнах. Коефiцiєнт
поверхневого натягу води σ = 0, 073 Н/м. Змочування повне.

3.38. Трубка iз внутрiшнiм дiаметром d = 4 мм опущена у ртуть
на глибину h = 5 мм. При цьому ртуть не заходить до трубки. Знайти
крайовий кут θ. Густина i коефiцiєнт поверхневого натягу ртутi рiвнi:
ρðò = 13, 6 г/см3 i σðò = 0, 47 Н/м.
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4. Вiльнi незгаснi механiчнi коливання

Основнi формули

• Диференцiальне рiвняння вiльних незгасних коливань

d2x

dt2
= −ω2

0x, (4.1)

де x – змiщення вiд положення рiвноваги точки, що коливаєть-
ся (м); t – час (с); ω0 – власна циклiчна (колова) частота коли-
вань (рад/с).

• Циклiчна частота коливань

ω0 =

√
k

m
, (4.2)

де k– коефiцiєнт квазiпружної сили (F = −kx (2.8)), що виникає
в системi при її виходi iз положення рiвноваги (Н/м); m – маса
точки, що коливається (кг).

• Розв’язок рiвняння (4.1) (часова залежнiсть координати точки,
що коливається)

x(t) = A cos (ω0t+ ϕ0) , (4.3)

де A – амплiтуда коливань (м); ϕ = ω0t + ϕ0 – фаза коли-
вань (рад); ϕ0 – початкова фаза коливань (рад) (ϕ = ϕ0 при
t = 0); ω0 – циклiчна частота коливань (рад/с).

• Швидкiсть матерiальної точки, що здiйснює гармонiчнi коливан-
ня:

v(t) =
dx

dt
= −Aω0 sin (ω0t+ ϕ0) = (4.4)

= −vm sin (ω0t+ ϕ0) = vm cos
(
ω0t+ ϕ0 +

π

2

)
,

де vm = Aω0 – амплiтуда швидкостi (м/с).
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• Прискорення матерiальної точки, що здiйснює гармонiчнi коли-
вання:

a(t) =
d2x

dt2
=

dv

dt
= −Aω2

0 cos (ω0t+ ϕ0) = (4.5)

= −am cos (ω0t+ ϕ0) = am cos (ω0t+ ϕ0 + π) ,

де am = Aω2
0 – амплiтуда прискорення (м/с2).

• Зв’язок мiж частотою ν, перiодом T та циклiчною частотою ω0:

ω0 = 2πν, ν =
1

T
, ω0 =

2π

T
. (4.6)

• Якщо тiло, що коливається, за деякий промiжок часу t здiйснює
n коливань, то перiод та частоту можна знайти за формулами

T =
t

n
, ν =

n

t
. (4.7)

• Перiод коливань математичного маятника

T =
2π

ω0
= 2π

√
l

g
, (4.8)

де l – довжина маятника (м); g – прискорення вiльного падiн-
ня (м/с2).

• Перiод коливань пружинного маятника

T =
2π

ω0
= 2π

√
m

k
, (4.9)

де m – маса вантажу (кг); k – жорсткiсть пружини (Н/м).

• Перiод коливань фiзичного маятника

T = 2π

√
J

mgl
, (4.10)

де J – момент iнерцiї фiзичного маятника вiдносно осi, що про-
ходить крiзь точку пiдвiсу (кг·м2); l – вiдстань мiж точкою пiдвiсу
та центром маси маятника (м).
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• Зведена довжина фiзичного маятника

lçâ =
J

ml
. (4.11)

• Кiнетична енергiя матерiальної точки, що коливається:

Ek =
kA2

2
sin2 (ω0t+ ϕ0) . (4.12)

• Потенцiальна енергiя матерiальної точки, що коливається:

Ep =
kA2

2
cos2 (ω0t+ ϕ0) . (4.13)

• Повна механiчна енергiя матерiальної точки, що коливається:

E = Ek + Ep =
kA2

2
=
mω2

0A
2

2
. (4.14)

• Амплiтуда результуючого коливання при додаваннi двох однако-
во спрямованих коливань з однаковою частотою:

A =
√
A2

1 +A2
2 + 2A1A2 cos (ϕ02 − ϕ01), (4.15)

де A1, A2 – амплiтуди гармонiчних коливань, що додаються (м);
ϕ01, ϕ02 – початковi фази цих коливань (рад).

• Початкова фаза результуючого коливання при додаваннi двох
однаково спрямованих коливань з однаковою частотою

ϕ0 = arctg
A1 sinϕ01 +A2 sinϕ02

A1 cosϕ01 +A2 cosϕ02
. (4.16)

• При додаваннi двох взаємно перпендикулярних коливань, що за-
данi рiвняннями

x = A1 cos(ω0t+ ϕ01), y = A2 cos(ω0t+ ϕ02), (4.17)

отримаємо перiодичний рух матерiальної точки по елiптичнiй
траєкторiї. В загальному випадку рiвняння елiпса має вигляд

x2

A2
1

− 2
xy

A1A2
cos(ϕ02 − ϕ01) +

y2

A2
2

= sin2(ϕ02 − ϕ01). (4.18)
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Приклади розв’язування задач

4.1. Записати рiвняння гармонiчного коливання, якщо амплiтуда
прискорення amax = 50 cм/c2, частота коливань ν = 0, 5 Гц, змiщення
точки вiд положення рiвноваги в початковий момент часу x0 = 25 мм.
Знайти амплiтуду швидкостi.

amax = 0, 5 м/с2,
ν = 0, 5 Гц,
x0 = 0, 025 м
x(t), vmax–?

Рiвняння гармонiчного коливання має вигляд
(4.3)

x = A cos(ω0t+ ϕ0).

Знайдемо швидкiсть як першу похiдну вiд коор-
динати за часом v = dx/dt:

v = −Aω0 sin(ω0t+ ϕ0) = −vmax sin(ω0t+ ϕ0).

Звiдси амплiтуда швидкостi визначається як

vmax = Aω0.

Прискорення – це друга похiдна вiд координати за часом, або пер-
ша похiдна вiд швидкостi (a = d2x/dt2 = dv/dt):

a = −Aω2
0 cos(ω0t+ ϕ0) = −amax cos(ω0t+ ϕ0).

З останнього рiвняння випливає вираз для амплiтуди прискорення:

amax = Aω2
0.

Розрахуємо циклiчну частоту коливань за формулою (4.6):

ω0 = 2πν = 2 · π · 0, 5 = π (ðàä/ñ).

Отже, тепер можна знайти амплiтуду коливань:

A =
amax
ω2

0

=
0, 5

3, 141592
= 0, 05 (ì).

Залишилося знайти початкову фазу ϕ0:

x(t = 0) = x0 = A cosϕ0, cosϕ0 =
x0

A
, ϕ0 = arccos

(x0

A

)
,

або пiсля пiдстановки вiдомих значень:

ϕ0 = arccos

(
0, 025

0, 05

)
= arccos

(
1

2

)
=
π

3
.
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Шукане рiвняння гармонiчного коливання набирає вигляду

x = 0, 05 cos
(
πt+

π

3

)
.

За умовою також потрiбно знайти амплiтуду швидкостi:

vmax = Aω0 = 0, 05 · 3, 14159 = 0, 157
(ì
ñ

)
.

4.2. Записати рiвняння гармонiчного коливання, якщо амплiтуда
швидкостi vmax = 0, 63 м/с, перiод коливань T = 1 с, а змiщення точ-
ки вiд положення рiвноваги в початковий момент часу дорiвнює нулю.
Знайти амплiтуду прискорення amax та частоту коливань ν.

vmax = 0, 63 м/с,
T = 1 с,
x0 = 0

x(t), amax, ν–?

Рiвняння гармонiчного коливання (4.3):

x = A cos(ω0t+ ϕ0).

Швидкiсть матерiальної точки, що здiйснює гар-
монiчнi коливання (4.4):

v = −Aω0 sin(ω0t+ ϕ0) = −vmax sin(ω0t+ ϕ0).

Прискорення точки при гармонiчних коливаннях (4.5):

a = −Aω2
0 cos(ω0t+ ϕ0) = −amax cos(ω0t+ ϕ0).

Знайдемо частоту коливань ν та циклiчну частоту ω0 за формулами
(4.6):

ω0 =
2π

T
=

2π

1
= 2π

(ðàä
ñ

)
, ν =

1

T
=

1

1
= 1 (Ãö).

Тепер знайдемо амплiтуду коливань через вiдоме за умовою зна-
чення амплiтуди швидкостi vmax:

vmax = Aω0, A =
vmax
ω0

=
0, 63

2π
= 0, 1 (ì).

Початкову фазу шукатимемо аналогiчно до першої задачi:

A cosϕ0 = x0, A cosϕ0 = 0, ϕ0 = arccos(0) =
π

2
.

Рiвняння гармонiчного коливання набирає вигляду

x = 0, 1 cos
(

2πt+
π

2

)
,
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а амплiтуда прискорення

amax = Aω2
0 = 0, 1 · (2π)2 = 3, 94

( ì
ñ2

)
.

4.3. Математичний маятник здiйснює гармонiчнi коливання. Через
який промiжок часу вiн при першому коливаннi вiдхилиться вiд поло-
ження рiвноваги на вiдстань, що дорiвнює амплiтудi, якщо перiод ко-
ливання T = 4с, а початкова фаза коливань ϕ0 = π/2?

x = ∓A,
T = 4 с,
ϕ0 = π/2

t–?

За умовою потрiбно знайти мiнiмальний час, за який
змiщення точки вiд положення рiвноваги досягне амплi-
тудного значення. Оскiльки у процесi коливань змiщення
вiдбувається у двох напрямах, можна записати таке спiв-
вiдношення:

x = A cos(ω0t+ ϕ0) = ∓A.
Потрiбно обрати знак перед амплiтудою, якому вiдповiдатиме мен-

ший час t. З того, що початкова фазаϕ = π/2, випливає, що координа-
та спочатку буде змiнюватися вiд 0 до −A. Отже, обираємо знак ”−”:

A cos(ω0t+ ϕ0) = −A,

cos(ω0t+ ϕ0) = −1,

ω0t+ ϕ0 = arccos(−1) = π.
Iз урахуванням спiввiдношення ω0 = 2π/T та пiдставляючи значення
ϕ0 = π/2 маємо

2πt

T
+
π

2
= π,

або пiсля пiдстановки значення перiоду
π

2
t+

π

2
= π.

З останнього спiввiдношення знаходимо значення шуканого часу
t = 1 (с).

4.4. Матерiальна точка масою m = 0, 002 кг здiйснює гармонiчнi
коливання. В деякий момент часу t змiщення точки x = 0, 05 м, швид-
кiсть v = 0, 2 м/с, прискорення a = −80 см/с2. Знайдiть колову ча-
стоту ω0, перiод T , фазу коливань ϕ в заданий момент часу, а також
амплiтуду A та повну енергiю E точки.
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m = 0, 002 кг,
x = 0, 05 м,
v = 0, 2 м/с,
a = −0, 8 м/с2

ω0, T , ϕ, A, E–?

Рiвняння гармонiчних коливань (4.3)

x = A cos(ω0t+ ϕ0).

Швидкiсть матерiальної точки, що здiйснює гар-
монiчнi коливання (4.4):

v = −Aω0 sin(ω0t+ ϕ0).

Прискорення матерiальної точки при гармонiчних коливаннях

a = −Aω2
0 cos(ω0t+ ϕ0).

Щоб знайти частоту та перiод коливань, подiлимо прискорення точки
a на її координату x:

a

x
= −Aω

2
0 cos(ω0t+ ϕ0)

A cos(ω0t+ ϕ0)
= −ω2

0,

звiдси
ω0 =

√
−a
x

=

√
0, 8

0, 05
= 4

(ðàä
ñ

)
.

Перiод коливань T визначається за формулою (4.6)

T =
2π

ω0
=

2 · 3, 14159

4
= 1, 57 (ñ).

Для знаходження фази в заданий момент часу роздiлимо швидкiсть
v на прискорення a:

v

a
=
−Aω0 sin(ω0t+ ϕ0)

−Aω2
0 cos(ω0t+ ϕ0)

= ω−1
0 tg(ω0t+ ϕ0),

tg(ω0t+ ϕ0) =
v

a
ω0 =

0, 2

−0, 8
· 4 = −1,

ϕ = ω0t+ ϕ0 = arctg(−1) = −π
4
.

Тепер знайдемо амплiтуду коливань iз часової залежностi для ко-
ординати:

A =
x

cos(ω0t+ ϕ0)
=

0, 05

cos
(
−π

4

) = 0, 0707 (ì).

Знайдемо повну енергiю E гармонiчних коливань. Вона буде рiвна
сумi кiнетичної Ek та потенцiальної Ep:

E = Ek + Ep.
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Коли реалiзується максимальне значення швидкостi v = vmax, по-
тенцiальна енергiя Ep = 0, тому

E = Ek + Ep = Ekmax =
mv2

max

2
=
mA2ω2

0

2
.

Пiсля пiдстановки числових значень отримаємо

E =
0, 002 · 0, 07072 · 42

2
= 0, 8 · 10−4 (Äæ).

4.5. Початкова фаза коливань точки ϕ0 = 0, перiод коливань
T = 1 с. Знайти найближчi моменти часу, в якi змiщення, швидкiсть
та прискорення удвiчi меншi за їх амплiтуднi значення.

ϕ0 = 0 рад,
T = 1 с,
x(t1) = A/2,
v(t2) = vmax/2,
a(t3) = amax/2

t1, t2, t3–?

Знайдемо циклiчну частоту (4.6):

ω0 =
2π

T
=

2π

1
= 2π

(ðàä
ñ

)
.

Iз урахуванням цього значення та початкової фази
ϕ0 = 0 часова залежнiсть координати точки, що
коливається, вiдповiдно до (4.3) набирає вигляду

x = A cos(2πt).

За умовою потрiбно знайти найближчий момент часу t1, в якiй змiщен-
ня точки x удвiчi менше за амплiтудне значення A, тобто можна запи-
сати

A

2
= A cos(2πt1), cos(2πt1) =

1

2
, 2πt1 = arccos

(
1

2

)
=
π

3
.

Звiдси знайдемо значення часу t1:

2πt1 =
π

3
, 2t1 =

1

3
, t1 =

1

6
(ñ).

Для знаходження моменту часу, в який швидкiсть v вдвiчi менша за
своє амплiтудне значення, запишемо закон змiни швидкостi iз часом
вiдповiдно до виразу (4.4) та знайденого значення циклiчної частоти
ω0:

v = −vmax sin(2πt2).

Оскiльки потрiбно знайти мiнiмальний час t2, потрiбно використо-
вувати спiввiдношення v = −0, 5vmax, тому що функцiя sin у першiй
чвертi набуває додатних значень. Отже, отримаємо таке:

52
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−vmax
2

=− vmax sin(2πt2), sin(2πt2)=
1

2
, 2πt2= arcsin

(
1

2

)
,

2πt2 =
π

6
, 2t2 =

1

6
, t2 =

1

12
(ñ).

Залишилося знайти найближчий момент часу t3, в який прискорення
вдвiчi менше за амплiтудне значення. Закон змiни прискорення iз ча-
сом згiдно виразу (4.5) для умови цiєї задачi набере вигляду

a = −amax cos(2πt3).

Згiдно з останнiм рiвнянням на початку процесу прискорення ма-
тиме вiд’ємне значення, оскiльки функцiя cos у першiй чвертi додатна.
Iз урахуванням цiєї обставини запишемо таке:

−amax
2

=− amax cos(2πt3), cos(2πt3)=
1

2
, 2πt3= arccos

(
1

2

)
,

2πt3 =
π

3
, 2t3 =

1

3
, t3 =

1

6
(ñ).

4.6. Матерiальна точка масою m = 0, 005 кг коливається згiдно з
законом x = 0, 1 cos(2t + ϕ0). Знайдiть максимальну силу, що дiє на
точку, та повну енергiю E системи.

m = 0, 005 кг,
x = 0, 1 cos(2t+ ϕ0)

Fmax, E–?

В умовi задачi даний закон коливань у ка-
нонiчному виглядi:

x = 0, 1 cos(2t+ ϕ0).

Якщо порiвняти його та рiвняння для гармонiчних коливань (4.3)

x = A cos(ω0t+ ϕ0)

отримаємо значення амплiтуди та частоти:

A = 0, 1 (ì), ω0 = 2 (ðàä/ñ).

Максимальну силу, що дiє на точку, будемо знаходити за другим
законом Ньютона:

F = mamax = mAω2
0 = 0, 005 · 0, 1 · 22 = 0, 002 (Í).

Повну енергiю точки знайдемо як максимальну кiнетичну (див. за-
дачу 4):

E = Ekmax =
mv2

max

2
=
mA2ω2

0

2
,
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або пiсля пiдстановки числових даних

E =
0, 005 · 0, 12 · 22

2
= 10−4 (Äæ).

4.7. Пружина, до якої пiдвiшене тiло, видовжилася на x = 0, 04 м.
Знайти частоту коливань пружинного маятника.

x = 0, 04 м,
g = 9, 8 м/с2

ν–?

Частота коливань пружинного маятника визнача-
ється формулою (див. (4.9), (4.6))

ν =
1

2π

√
k

m
.

Згiдно iз законом Гука пружна сила, що виникає при розтягу пру-
жини пiд дiєю вантажу, дорiвнює (2.8)

Fï = −kx.
На вантаж також дiє сила тяжiння (1.8)

Fò = mg.

Оскiльки пружина розтягується пiд дiєю вантажу та потiм знахо-
диться у станi спокою, цi двi сили за третiм законом Ньютона рiвнi за
модулем та протилежнi за напрямком, тому

Fï = −Fò,

kx = mg,
k

m
=
g

x
.

Пiдставляючи одержане вiдношення у формулу для частоти, отри-
муємо

ν =
1

2π

√
k

m
=

1

2π

√
g

x
,

або пiсля пiдстановки числових значень

ν =
1

2 · 3, 14159

√
9, 8

0, 04
= 2, 49 (Ãö).

4.8. На горизонтально та вертикально вiдхиляючi пластини осци-
лографа подаються вiдповiдно напруги U1 = 3 sin 2t, U2 = 5 sin 2t. За-
писати рiвняння траєкторiї, що описується електронним променем на
екранi осцилографа.
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U1 = 3 sin 2t,
U2 = 5 sin 2t

U1(U2)–?

Будемо виходити з рiвняння елiптичної траєкторiї,
що реалiзується при додаваннi двох взаємно перпен-
дикулярних коливань (4.18):

x2

A2
1

− 2
xy

A1A2
cos(ϕ02 − ϕ01) +

y2

A2
2

= sin2(ϕ02 − ϕ01).

За умовою задачi додаються двi напруги iз амплiтудами 3 В та 5 В
i нульовою рiзницею фаз (ϕ02 − ϕ01) = 0. Оскiльки sin(0) = 0, а
cos(0) = 1, маємо таке рiвняння:(

U1

3

)2

− 2
U1U2

3 · 5
+

(
U2

5

)2

= 0,

або iз застосуванням вiдомої формули (a−b)2 = a2−2ab+b2 отримуємо(
U1

3
− U2

5

)2

= 0,
U1

3
− U2

5
= 0, 5U1 = 3U2.

Отже, електронний промiнь буде описувати на екранi пряму лiнiю,
що задається рiвнянням

U1 = 0, 6U2.

4.9. Суцiльний цилiндр висотою h = 32 см плаває у вертикальному
положеннi в рiдинi, на 2/3 занурений у неї. Знайти перiод його верти-
кальних коливань навколо положення рiвноваги.

h = 0, 32 м,
Vçàí = 2V/3,
g = 9, 8 м/с2

T–?

Нехай V – об’єм усього цилiндра, тодi зануре-
на частина його об’єму Vçàí = 2V/3. Оскiльки ци-
лiндр знаходиться у станi спокою, на нього дiють
сила тяжiння (1.8) Fò = mg та сила Архiмеда (1.7)
FÀ = ρðgVçàí, якi згiдно умови плавання тiл (1.9)

протилежно напрямленi та однаковi за модулем:

mg = ρðgVçàí,

деm = ρV – маса цилiндра; ρð – густина рiдини; ρ– густина матерiалу
цилiндра. Отже, маємо

ρV g = ρðg
2

3
V, ρ =

2

3
ρð.

Диференцiальне рiвняння вертикальних коливань цилiндра отри-
муємо iз другого закону Ньютона:
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m
d2x

dt2
= −F,

де квазiпружна сила F – це сила, яка повертає цилiндр у стан спокою
при його додатковому зануреннi у воду. Сила тяжiння, що дiє на ци-
лiндр, при його зануреннi не змiнюється. Отже, квазiпружна сила F –
це додаткова сила Архiмеда, що виникає при його зануреннi. Нехай
цилiндр занурений додатково на величину x по вiдношенню до свого
рiвноважного положення. При цьому нескомпенсована частина сили
Архiмеда дорiвнює квазiпружнiй силi i знаходиться за формулою

F = ρðgSx,

де S – площа поперечного перерiзу цилiндра або площа його основи.
Маса цилiндра знаходиться за формулою

m = ρSh.

Пiсля пiдстановки останнiх двох рiвностей у другий закон Ньютона
маємо

ρSh
d2x

dt2
= −ρðgSx, ρh

d2x

dt2
= −ρðgx,

або iз урахуванням знайденого ранiше спiввiдношення мiж густинами
ρ = (2/3)ρð:

2

3
ρðh

d2x

dt2
= −ρðgx,

d2x

dt2
= −3g

2h
x.

Порiвняємо останнє рiвняння iз диференцiальним рiвнянням для
гармонiчних коливань (4.1):

d2x

dt2
= −ω2

0x.

Звiдси знайдемо циклiчну частоту:

ω2
0 =

3g

2h
, ω0 =

√
3g

2h
.

Перiод знайдемо iз останнього спiввiдношення (4.6):

T =
2π

ω0
= 2π

√
2h

3g
.

Кiнцева формула отримана, пiдставимо числовi значення:
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T = 2π

√
2h

3g
= 2 · 3, 14159

√
2 · 0, 32

3 · 9, 8
= 0, 93 (ñ).

4.10. У годиннику довжина сталевого маятника розрахована для
температури 0°C. На скiльки вiдставатиме годинник за добу при тем-
пературi повiтря 30°C?

t =30°C,
täîá = 86400 с,
α = 12 · 10−6 К−1

∆t–?

Iз пiдвищенням температури довжина мета-
левого маятника стає бiльшою за рахунок про-
цесiв лiнiйного розширення сталi. Довжина l при
пiдвищенiй температурi визначається за форму-
лою

l = l0(1 + αt),

де l0 – довжина при температурi 0°C; α – коефiцiєнт лiнiйного розши-
рення металу; t – температура у градусах Цельсiя. Нехай T0 – перiод
при нулi Цельсiя (коли годинник iде точно), а T – перiод при ненульо-
вiй температурi. Згiдно з формулою (4.8) для перiоду коливань мате-
матичного маятника маємо

T0 = 2π

√
l0
g
, T = 2π

√
l

g
= 2π

√
l0(1 + αt)

g
.

Оскiльки при пiдвищеннi температури довжина маятника l збiль-
шується, збiльшується також i перiод коливань T , i за один i той са-
мий час система встигає зробити меншу кiлькiсть коливань. Отже, при
пiдвищеннi температури годинник починає вiдставати. Знайдемо, на
скiльки вiн вiдстане за добу. У добi täîá = 86400 секунд. Кiлькiсть ко-
ливань за добу при нульовiй температурi N0 та ненульовiй N визна-
читься як

N0 =
täîá
T0

, N =
täîá
T
.

Щоб знайти час ∆t, на який вiдстає годинник при пiдвищенiй тем-
пературi, потрiбно кiлькiсть коливань N , що вiн здiйснює, помножити
на час (T − T0), на який вiн вiдстає за одне коливання:

∆t = N(T − T0) =
täîá
T

(T − T0) = täîá(1−
T0

T
),

або пiсля пiдстановки виразiв для перiодiв
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∆t = täîá

(
1− 1√

1 + αt

)
.

Пiдставимо числовi значення:

∆t = 86400

(
1− 1√

1 + 12 · 10−6 · 30

)
= 15, 55 (ñ).

Задачi для самостiйного розв’язування

4.11. Диференцiальне рiвняння гармонiчних коливань має вигляд
0, 2d2x

dt2
+ 0, 8x = 0. Знайти перiод та частоту цих коливань.

4.12. Тiло масою m = 0, 5 кг здiйснює гармонiчнi коливання з ам-
плiтудою A = 4 см. Знайти перiод коливань, якщо максимальна кiне-
тична енергiя тiла, що коливається, дорiвнює Emax = 0, 98 Дж.

4.13. Ареометр масоюm = 50 г, що має у верхнiй частинi цилiндри-
чну трубку дiаметром D = 1 см, плаває у водi. Знайти частоту власних
вертикальних коливань ареометра навколо його положення рiвноваги.

4.14. Довжина стовпчика ртутi у трубках манометра, що сполуча-
ються, дорiвнює l = 50 см. Знайти перiод власних коливань ртутi у
манометрi.

4.15. Вантаж масоюm = 200 г пiдвiшений до пружини з коефiцiєн-
том пружностi k = 9, 8 Н/м. Знайти довжину математичного маятника,
що має такий самий перiод коливань, як цей пружинний маятник.

4.16. Вантаж масоюm = 0, 3 кг, що пiдвiшений до пружини, розтя-
гує її на ∆x = 2, 2 см. Знайти кiнетичну та потенцiальну енергiї ванта-
жу через ∆t = 3 с пiсля початку коливань, якщо в початковий момент
вантаж вiдтягнули на x1 = 5 см вiд положення рiвноваги i вiдпустили.

4.17. Повна енергiя тiла масою m = 1 кг, що здiйснює гармонiчнi
коливання, E = 1 Дж, максимальна повертаюча сила Fmax = 0, 1 Н.
Записати диференцiальне рiвняння коливань та його розв’язок, якщо
початкова фаза ϕ0 = π/4.

4.18. Рiвняння коливань матерiальної точки масою m = 16 г має
вигляд x = 0, 02 sin (πt/8 + π/4). Знайти кiнетичну, потенцiальну та
повну енергiю точки через ∆t = 2 с пiсля початку коливань.
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4.19. На iдеально гладкому горизонтальному столi знаходиться ку-
ля масоюM , що прикрiплена до вертикальної стiйки пружиною iз кое-
фiцiєнтом пружностi k. Куля масою m летить зi швидкiстю v, потра-
пляє в кулю та залишається в нiй. Знайти амплiтуду та перiод коли-
вань, що виникають при цьому, а також максимальнi значення швид-
костi та прискорення.

4.20. Знайти момент iнерцiї фiзичного маятника масою m = 20 кг,
якщо вiн здiйснює коливання з перiодом T = 3, 14 с, а вiдстань вiд
точки пiдвiсу до центра маси l = 1 м.

4.21. Зведеною довжиною фiзичного маятника називають довжи-
ну такого математичного маятника, перiод коливань якого збiгається
з перiодом коливань фiзичного маятника. Знайти частоту власних ко-
ливань ноги людини, розглядаючи її як фiзичний маятник зi зведеною
довжиною l = 40 см.

4.22. Два однаково спрямованих коливання задаються рiвняннями

x1 = 3 cos 5(t+ 0, 04π), x2 = 5 cos 5(t+ 0, 14π).

Записати рiвняння результуючого коливання, що є результатом дода-
вання цих двох.

4.23. Розкладiть гармонiчне коливання, що здiйснюється за зако-
ном x = 10 cos(6t + 0, 2π), на два гармонiчних коливання тiєї самої
частоти та того самого напрямку таким чином, щоб початковi фази цих
коливань дорiвнювали ϕ01 = 0, 1π та ϕ02 = 0, 5π вiдповiдно.

4.24. Два однаково спрямованих гармонiчних коливання з однако-
вою частотою та амплiтудами A1 = 3 см та A2 = 5 см поєднуються в
одне гармонiчне коливання з амплiтудою A = 7 см. Знайдiть рiзницю
фаз коливань, що додаються.

4.25. На горизонтальний та вертикальний входи осцилографа по-
дають напругиU1 = 2 sin 5t таU2 = 2 sin(5t+α). Знайти рiвняння тра-
єкторiї, яка описується електронним променем на екранi осцилографа,
при: а) α = π/2; б) α = π.

4.26. В електроннiй трубцi змiщення пучка електронiв пропорцiйне
напрузi на вiдхиляючих пластинах. Знайти рiвняння кривої, що опи-
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сується електронним променем на екранi трубки, якщо на горизон-
тально та вертикально вiдхиляючi пластини поданi вiдповiдно напруги
U1 = 2 sin 5t, U2 = 2 cos 5t.

4.27. Два коливання спрямованi уздовж однiєї прямої та мають
однаковий перiод, що дорiвнює 10 с. Амплiтуди коливань також одна-
ковi й дорiвнюють 0, 01 м. Рiзниця фаз коливань становить 45◦, почат-
кова фаза одного з коливань дорiвнює нулю. Записати рiвняння ре-
зультуючого коливання.

4.28. Маятник (сталева кулька на нитцi) масою 5 г має перiод ко-
ливань 1 с. Коли пiд кулькою помiстили магнiт, перiод зменшився до
0, 8 с. Визначити силу притягання кульки до магнiту.

4.29. Вантаж, пiдвiшений на пружинi, вивели iз положення рiвно-
ваги та вiдпустили. Якщо перiод коливань вантажу дорiвнює 0, 9 с, то
його кiнетична енергiя буде у 3 рази бiльша за потенцiальну енергiю
пружини через промiжок часу ∆t. Знайти цей промiжок ∆t.

4.30. Вантаж на пружинi здiйснює коливання з перiодом 1 с, про-
ходячи уздовж вертикалi вiдстань 15 см. Яка максимальна швидкiсть
вантажу?

4.31. Знайти прискорення вiльного падiння на Мiсяцi, якщо маят-
никовий годинник iде на його поверхнi у 2,46 раза повiльнiше, нiж на
Землi.

4.32. Яким стане перiод коливань секундного маятника при його
перемiщеннi з Землi на Мiсяць, якщо сила тяжiння на поверхнi Мiсяця
в 6 разiв менша, нiж на Землi?

4.33. У скiльки разiв i як вiдрiзняється перiод гармонiчних коли-
вань математичного маятника на планетi, маса i радiус якої у 4 рази
бiльшi, нiж у Землi, вiд перiоду коливань такого самого маятника на
Землi?

4.34. Перiоди коливань двох математичних маятникiв вiдносяться
як 3:2. У скiльки разiв i який маятник довший?

4.35. Один iз маятникiв здiйснює за один i той самий час на 30 ко-
ливань менше за iнший. Вiдношення їх довжин 9:4. Знайдiть число ко-
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ливань кожного з маятникiв за цей час.

4.36. Один iз маятникiв здiйснив 10 коливань, iнший за такой са-
мий час здiйснив 6 коливань. Рiзниця довжин маятникiв 16 см. Знайти
довжини обох маятникiв.

4.37. Яка довжина математичного маятника, що здiйснює коливан-
ня за законом x = 0, 004 cos(2t+ 0, 8)?

4.38. Годинник iз маятником довжиною 1 м за добу вiдстає на 1 го-
дину. Що потрiбно зробити, щоб годинник не вiдставав?

4.39. Математичний маятник довжиною 1 м пiдвiшений у лiфтi.
Яким буде перiод коливань маятника, якщо лiфт пiдiймається iз при-
скоренням 1,8 м/с2 та опускається iз таким самим прискоренням?

4.40. Пiдвiшений на невагомiй пружинi вантаж здiйснює верти-
кальнi коливання з амплiтудою 4 см. Знайти енергiю гармонiчного ко-
ливання вантажу, якщо для пружного видовження пружини на 1 см по-
трiбна сила 0,1 Н.

4.41. Гиря, що пiдвiшена до пружини, коливається з амплiтудою
3 см. Жорсткiсть пружини 980 Н/м. Знайти найбiльшу кiнетичну енер-
гiю гирi.

4.42. Потенцiальна енергiя тiла масою 0,4 кг, що здiйснює гармонi-
чнi коливання на невагомiй пружинi, становить 3, 2 · 10−2 Дж. Знайти
швидкiсть тiла, що коливається, у момент проходження ним положен-
ня рiвноваги.

4.43. Тiло здiйснює гармонiчнi коливання на пружинi за законом
x = 0, 07 cos(πt+ 0, 5π). Жорсткiсть пружини 20 Н/м. Знайти частоту
коливань та повну енергiю тiла.

4.44. Знайти масу тiла, що здiйснює гармонiчнi коливання на пру-
жинi з амплiтудою 0,1 м та частотою 2 Гц, якщо повна енергiя коливань
дорiвнює 7,7 мДж.

4.45. Коливання заданi рiвнянням x(t) = A sin(ωt). При фазi ко-
ливання ϕ1 = π/6 змiщення складає x1 = 2 см. Визначити амплiтуду
коливань i змiщення при фазi ϕ2 = 3π/4.
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5. Вiльнi та вимушенi згаснi коливання

Основнi формули

• Диференцiальне рiвняння вiльних згасних коливань

d2x

dt2
+ 2β

dx

dt
+ ω2

0x = 0, (5.1)

де ω0 – власна частота коливань системи при вiдсутностi зага-
сання (рад/с); β = r/(2m) – коефiцiєнт загасання (с−1); m –
маса точки, що коливається (кг); r (кг/с) – коефiцiєнт пропор-
цiйностi мiж швидкiстю матерiальної точки та силою тертя Fòð:

Fòð = −rv, (5.2)

де v – швидкiсть (м/с).

Розв’язок рiвняння (5.1) залежить вiд знака рiзницi:

ω2 = ω2
0 − β2, (5.3)

де ω – колова частота згасних коливань.

При ω2
0 − β2 > 0 розв’язок набирає вигляду

x = A0e−βt cos(ωt+ ϕ0), (5.4)

де A0 – початкова амплiтуда (м); ϕ0 – початкова фаза коли-
вань (рад); t – час (с).

При ω2
0 − β2 < 0 частота стає уявною, а процес – аперiо-

дичним.

• Перiод згасних коливань

T =
2π

ω
=

2π√
ω2

0 − β2
. (5.5)

• Амплiтуда згасних коливань

A = A0e−βt. (5.6)
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• Логарифмiчний декремент загасання

λ = ln
A(t)

A(t+ T )
, (5.7)

де A(t) i A(t+ T ) – два послiдовних значення амплiтуди згасних
коливань, що роздiленi iнтервалом часу, який дорiвнює перiоду
коливань T .

• Зв’язок коефiцiєнта загасання β та логарифмiчного декремента
загасання λ

λ = βT. (5.8)

• Часова залежнiсть повної енергiї згасних коливань, усередненої
за перiодом коливань при слабкому загасаннi β � 1:

E =
mA2

0ω
2

2
e−2βt. (5.9)

• Час релаксацiї коливань (час, за який амплiтуда зменшується в e
разiв):

τ =
1

β
. (5.10)

• Кiлькiсть коливань, що здiйснює коливальна система за час ре-
лаксацiї τ :

Ne =
τ

T
=

1

βT
=

1

λ
. (5.11)

• Добротнiсть коливної системи

Q = 2π
E

∆E
=

2π

1− e−2λ
, (5.12)

деE – повна енергiя коливань; ∆E – втрата енергiї за один пов-
ний перiод коливань.

При β � 1 iз використанням наближень 1− e−2λ ≈ 2λ, ω0 ≈ ω:

Q = πNe = π
τ

T
=
π

λ
=
ω0

2β
. (5.13)
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• Диференцiальне рiвняння вимушених коливань

d2x

dt2
+ 2β

dx

dt
+ ω2

0x =
F0

m
cos(ωt), (5.14)

де F0 – амплiтуда вимушувальної сили (Н);m – маса матерiаль-
ної точки (кг); ω – циклiчна частота вимушувальної сили (рад/с).

• Змiщення матерiальної точки пiсля встановлення стацiонарного
режиму вимушених коливань

x = A cos(ωt+ ϕ0), (5.15)

де амплiтуда розраховується за формулою

A =
F0

m
√

(ω2
0 − ω2)2 + 4β2ω2

, (5.16)

а початкова фаза

ϕ0 = arctg

(
2βω

ω2
0 − ω2

)
. (5.17)

• Циклiчна частота вимушених коливань, за якої спостерiгається
резонанс:

ωðåç =
√
ω2

0 − 2β2. (5.18)

• Амплiтуда вимушених коливань при резонансi

Aðåç =
F0

2βm
√
ω2

0 − β2
. (5.19)

Приклади розв’язування задач

5.1. Математичний маятник довжиною l = 50 ñì, виведений iз по-
ложення рiвноваги, вiдхилився при першому коливаннi на x1 = 5 ñì,
а при другому (у той самий бiк) – на x2 = 4 ñì. Знайти логарифмiч-
ний декремент загасання та час релаксацiї (час спадання амплiтуди в e
разiв) для цих коливань.
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l = 0, 5 м,
A0 = 0, 05 м,
A1 = 0, 04 м,
g = 9, 8 м/с2

λ, τ–?

Рiвняння згасних коливань має вигляд (5.4):

x = A0e−βt cos(ωt+ ϕ0),

де частота визначається за формулою (5.3):

ω2 = ω2
0 − β2,

де ω0 – власна частота коливань без загасання; β – коефiцiєнт зага-
сання.

За умовою задачi моменти часу, коли змiщення рiвне x1 та x2, роз-
дiленi повним перiодом коливань T . Отже, вiзьмемо x1 за початкову
амплiтуду A0, а x2 позначимо як амплiтуду A1. Знайдемо логарифмiч-
ний декремент загасання за формулою (5.7):

λ = ln
A(t)

A(t+ T )
= ln

A0

A1
= ln

0, 05

0, 04
≈ 0, 223.

Амплiтуда коливань при загасаннi визначається за формулою
(5.6):

A1 = A0e−βt.

За умовою потрiбно знайти час релаксацiї τ , за який амплiтуда
зменшується в e разiв. Отже, маємо

A1 =
A0

e
,

A0

e
= A0e−βτ , e−1 = e−βτ , βτ = 1, τ =

1

β
.

Отже, щоб знайти час τ , потрiбно знайти коефiцiєнт загасання β.
Згiдно формули для визначення логарифмiчного декременту загасання
(5.6):

λ = ln
A(t)

A(t+ T )
= ln

A0e−βt

A0e−β(t+T )
= ln eβT = βT.

Тепер задача зводиться до знаходження перiоду коливань T .
Використаємо формулу (5.5):

T =
2π

ω
=

2π√
ω2

0 − β2
.

Пригадаємо, що в умовi задачi нам даний математичний маятник, а
його власний перiод коливань без загасання T0 визначається за фор-
мулою (4.8):

T0 = 2π

√
l

g
.
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Iз урахуванням цього знайдемо власну циклiчну частоту коливань
маятника за останньою формулою (4.6):

ω0 =
2π

T0
, ω0 =

√
g

l
.

Пiдставимо всi знайденi величини в ранiше отримане рiвняння
λ = βT , й отримаємо таке:

λ = βT, λ = β
2π√
ω2

0 − β2
, λ

√
ω2

0 − β2 = 2πβ,

λ2(ω2
0 − β2) = 4π2β2, β2(4π2 + λ2) = λ2ω2

0,

β =
λω0√

4π2 + λ2
= λ

√
g

l(4π2 + λ2)
.

Пiсля пiдстановки числових значень та вiдповiдного розрахунку

β = 0, 223

√
9, 8

0, 5(4 · 3, 141592 + 0, 2232)
= 0, 157 (ñ−1).

Тепер можна знайти час релаксацiї:

τ =
1

β
=

1

0, 157
= 6, 37 (ñ).

5.2. За час ∆t = 10 ñ амплiтуда коливань зменшилася в e разiв.
Знайти коефiцiєнт загасання цих коливань β.

∆t = 10 с,
A1/A2 = e

β–?

Запишемо згiдно з формулою (5.6) вирази для зна-
ходження двох амплiтудA1 таA2, що роздiленi промiж-
ком часу ∆t:

A1 = A0e−βt1 ,

A2 = A0e−β(t1+∆t).

Подiлимо перше рiвняння на друге й отримаємо

A1

A2
=

A0e−βt1

A0e−β(t1+∆t)
= eβ∆t.

За умовою задачi
A1

A2
= e.
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Отже, iз порiвняння двох останнiх спiввiдношень маємо

eβ∆t = e1, β∆t = 1, β =
1

∆t
.

Пiсля розрахунку

β =
1

∆t
=

1

10
= 0, 1

(
ñ−1
)
.

Зазначимо, що цю задачу можна було розв’язати за один крок, ско-
риставшись формулою (5.10).

5.3. Логарифмiчний декремент загасання камертона, що коливає-
ться iз частотою ν = 100 Гц, дорiвнює 0, 002. Через який промiжок часу
амплiтуда коливань камертона зменшиться у 100 разiв?

ν = 100 Гц,
λ = 0, 002,
N = A1/A2 = 100

∆t–?

Запишемо вираз для знаходження амплiту-
ди (див. (5.6) та третє спiввiдношення поперед-
ньої задачi):

A2 = A1e−β∆t.

Iз цього спiввiдношення можна отримати таке:
A1

A2
= eβ∆t = N, lnN = β∆t, ∆t =

lnN

β
.

Для знаходження коефiцiєнта загасання коливань β використаємо
вираз для визначення логарифмiчного декременту загасання λ (5.8) та
з’вязок перiоду коливань T з частотою ν (4.6):

λ = βT, T =
1

ν
⇒ λ =

β

ν
, β = λν.

Пiсля пiдстановки цього значення у знайдений вираз для ∆t

∆t =
lnN

β
=

lnN

λν
,

або пiсля пiдстановки числових значень

∆t =
ln 100

0, 002 · 100
= 23, 03 (ñ).

5.4. Логарифмiчний декремент загасання маятника дорiвнює
λ = 0, 02. У скiльки разiв зменшиться амплiтуда пiсля 50 повних ко-
ливань?
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λ = 0, 02,
N = 50

A1/A2–?

Нехай t – час, необхiдний для зменшення амплiтуди
коливань в N разiв. Тодi згiдно iз (5.6) маємо

A2 = A1e−βt,
A1

A2
= eβt.

Для здiйснення системоюN повних коливань згiдно iз (4.7) потрiб-
ний час

t = NT,

де T – перiод коливань або час одного повного коливання. Коефiцiєнт
загасання виразимо через логарифмiчний декремент загасання згiдно
iз (5.8):

λ = βT, β =
λ

T
.

Пiдставимо данi вирази у першу формулу:

A1

A2
= eβt = exp

{
λ

T
NT

}
= eλN .

Знайдемо числове значення шуканої величини:

A1

A2
= e0,02·50 = e = 2, 71.

Зазначимо, що оскiльки амплiтуда зменшується в e разiв, то
N = 50 повних коливань системи у цьому випадку вiдповiдають часу
релаксацiї.

5.5. За час ∆t1 = 10 с амплiтуда коливань маятника зменшилась у
3 рази. За який час вона зменшиться в 10 разiв?

∆t1 = 10 с,
A1/A2 = 3,
A1/A3 = 10

∆t2–?

Запишемо вирази для визначення амплiтуди через
часи ∆t1 та ∆t2, згiдно iз (5.6), позначивши початкову
амплiтуду як A1:

A2 = A1e−β∆t1 ,

A3 = A1e−β∆t2 .

Iз першого виразу отримуємо

A1

A2
= eβ∆t1 , β∆t1 = ln

A1

A2
,

а iз другого
A1

A3
= eβ∆t2 , β∆t2 = ln

A1

A3
.
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Почленно подiливши два останнi вирази, отримаємо

∆t1
∆t2

=
ln(A1/A2)

ln(A1/A3)
, ∆t2 =

∆t1 ln(A1/A3)

ln(A1/A2)
.

Знайдемо числове значення шуканої величини:

∆t2 =
10 ln 10

ln 3
= 10 log3 10 = 21 (ñ).

5.6. Вимушенi коливання описуються диференцiальним рiвнянням

0, 4
d2x

dt2
+ 0, 48

dx

dt
+ 1, 6x = 0, 8 sin(3t).

Знайти циклiчну частоту вимушених коливань та циклiчну часто-
ту власних коливань системи. При якiй частотi зовнiшньої сили буде
спостерiгатися резонанс?

0, 4ẍ+ 0, 48ẋ+ 1, 6x = 0, 8 sin(3t)

ω, ω0, ωðåç–?

Для знаходження всiх не-
обхiдних величин достатньо
використати задане рiвняння,

оскiльки воно повнiстю описує властивостi системи.
Однак його потрiбно переписати у канонiчний формi (5.14):

d2x

dt2
+ 2β

dx

dt
+ ω2

0x =
F0

m
sin(ωt).

Для цього подiлимо всi члени даного рiвняння на 0, 4 й отримаємо

d2x

dt2
+ 2 · 0, 6dx

dt
+ 22x = 2 sin(3t).

Iз порiвняння останнього виразу iз канонiчною формою випливає
значення частоти власних коливань ω0 = 2 (рад/с), значення частоти
вимушених коливань ω = 3 (рад/с) та величина коефiцiєнта загасання
β = 0, 6 (с−1).

Резонансну частоту визначимо за формулою (5.18):

ωðåç =
√
ω2

0 − 2β2 =
√

22 − 2 · 0, 62 = 1, 81
(ðàä

ñ

)
.

5.7. Знайти частоту власних коливань системи, якщо при зменшен-
нi коефiцiєнта загасання коливань удвiчi резонансна частота змiнює-
ться вiд ωð1 = 3, 88 рад/с до ωð2 = 3, 97 рад/с.
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ωð1 = 3, 88 рад/с,
ωð2 = 3, 97 рад/с,
β2 = β1/2

ω0–?

Вiдповiдно до виразу для визначення резо-
нансної частоти (5.18) запишемо вiдповiдну си-
стему рiвнянь:{

ωð1 =
√
ω2

0 − 2β2
1 ,

ωð2 =
√
ω2

0 − 2β2
2 .

З умови задачi β2 = β1/2, тому система набирає вигляду{
ω2
ð1 = ω2

0 − 2β2
1 ,

ω2
ð2 = ω2

0 − 0, 5β2
1 .

Вiднiмемо вiд другого рiвняння перше й отримаємо

ω2
ð2 − ω2

ð1 =
3

2
β2

1 .

Звiдси виразимо β1:

β2
1 =

2(ω2
ð2 − ω2

ð1)

3
.

Згiдно iз першим рiвнянням системи

ω0 =
√
ω2
ð1 + 2β2

1 =

√
ω2
ð1 +

4(ω2
ð2 − ω2

ð1)

3
=

√
4ω2

ð2 − ω2
ð1

3
.

Пiдставимо числовi значення:

ω0 =

√
4 · 3, 972 − 3, 882

3
= 4

(ðàä
ñ

)
.

5.8. При незмiннiй амплiтудi вимушувальної сили F0 амплiтуди ви-
мушених коливань для значень частот ω1 = 100 c−1 i ω2 = 300 c−1 є
однаковими. Знайти резонансну частоту ωðåç.

F0 = const,
ω1 = 100 c−1,
ω2 = 300 c−1,
A1 = A2

ωðåç–?

При дiї вимушувальної сили iз часом встановлю-
ється стацiонарне значення амплiтуди, що дається
формулою (5.16):

A =
F0

m
√

(ω2
0 − ω2)2 + 4β2ω2

.

Нехай частотам ω1 i ω2 вiдповiдають амплiтуди A1 i A2 вiдповiдно.
Оскiльки за умовою A1 = A2, iз урахуванням останнього спiввiдно-
шення маємо таке:
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F0

m
√

(ω2
0 − ω2

1)2 + 4β2ω2
1

=
F0

m
√

(ω2
0 − ω2

2)2 + 4β2ω2
2

.

Iз останнього спiввiдношення випливає, що вирази пiд знаками ра-
дикалiв однаковi:

(ω2
0 − ω2

1)2 + 4β2ω2
1 = (ω2

0 − ω2
2)2 + 4β2ω2

2,

(ω2
0 − ω2

1)2 − (ω2
0 − ω2

2)2 = 4β2ω2
2 − 4β2ω2

1,

(ω2
0 − ω2

1 − ω2
0 + ω2

2)(ω2
0 − ω2

1 + ω2
0 − ω2

2) = 4β2(ω2
2 − ω2

1),

(ω2
2 − ω2

1)(2ω2
0 − ω2

1 − ω2
2) = 4β2(ω2

2 − ω2
1),

2ω2
0 − ω2

1 − ω2
2 = 4β2,

2ω2
0 − 4β2 = ω2

1 + ω2
2,

ω2
0 − 2β2 =

ω2
1 + ω2

2

2
.

Оскiльки згiдно iз означенням резонансної частоти коливань (5.18)

ωðåç =
√
ω2

0 − 2β2,

маємо кiнцеву вiдповiдь

ωðåç =

√
ω2

1 + ω2
2

2
.

Пiсля пiдстановки вiдомих ω1 та ω2 отримаємо числове значення
цiєї частоти

ωðåç =

√
1002 + 3002

2
= 223, 61

(ðàä
ñ

)
.

5.9. Деяка точка здiйснює згаснi коливання за законом
x = A0e−βt sin(ωt+ ϕ0) iз частотою ω = 25 рад/с. Знайти кое-
фiцiєнт загасання β, якщо в початковий момент часу швидкiсть точки
дорiвнює нулю, а її змiщення вiд положення рiвноваги в цей момент у
η = 1, 02 раза менше за амплiтуду.
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ω = 25 рад/с,
v0 = 0,
A0 = ηx0,
η = 1, 02

β–?

За умовою

x = A0e−βt sin(ωt+ ϕ0).

Знайдемо iз цього рiвняння змiщення в початковий
момент часу x0 = x(t = 0):

x0 = A0 sinϕ0,

оскiльки за умовою A0 = ηx0 маємо

A0

η
= A0 sinϕ0, sinϕ0 =

1

η
.

Знайдемо швидкiсть iз першого рiвняння як похiдну за часом вiд
координати:

v =
dx

dt
= −A0βe−βt sin(ωt+ ϕ0) +A0ωe−βt cos(ωt+ ϕ0),

v = −A0e−βt (β sin(ωt+ ϕ0)− ω cos(ωt+ ϕ0)) .

Знайдемо з отриманого рiвняння швидкiсть у початковий момент
часу v0 = v(t = 0):

v0 = −A0 (β sinϕ0 − ω cosϕ0) .

Оскiльки за умовою задачi v0 = 0, приходимо до рiвняння

β sinϕ0 = ω cosϕ0.

Якщо ми пiднесемо до другого степеня обидвi частини отриманого
рiвняння та врахуємо спiввiдношення cos2 ϕ0 = 1− sin2 ϕ0, матимемо:

β2 sin2 ϕ0 = ω2(1− sin2 ϕ0), β2 sin2 ϕ0 = ω2 − ω2 sin2 ϕ0,

sin2 ϕ0

(
β2 + ω2

)
= ω2, sin2 ϕ0 =

ω2

β2 + ω2
.

Iз урахуванням ранiше отриманої рiвностi sinϕ0 = 1/η маємо

1

η2
=

ω2

β2 + ω2
, ω2η2 = β2 + ω2, β2 = ω2(η2 − 1),

або остаточно виражаючи коефiцiєнт загасання β:

β = ω
√
η2 − 1.
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Пiсля пiдстановки вiдомих величин отримаємо числове значення
коефiцiєнта загасання

β = 25
√

1, 022 − 1 = 5, 023 (ñ−1).

Задачi для самостiйного розв’язування

5.10. Амплiтуда коливань маятника зменшується у десять разiв за
100 повних коливань. Знайти логарифмiчний декремент загасання. За
скiльки коливань амплiтуда маятника зменшилась в e разiв?

5.11. Амплiтуда згасних коливань спадає за 10 коливань на 1/10
частину своєї початкової величини. Перiод коливань T = 0, 4 с. Знайти
логарифмiчний декремент та коефiцiєнт загасання. Записати диферен-
цiальне рiвняння цих коливань.

5.12. До пружини пiдвiсили тiло, яке розтягує її на ∆x = 5 см. За-
писати диференцiальне рiвняння коливань пружинного маятника та
його розв’язок при початковiй амплiтудi A = 10 см, якщо через час
∆t = 5 с амплiтуда коливань зменшується в e разiв.

5.13. Сталева кулька дiаметром D = 23 см прикрiплена до пру-
жини. Колова частота її коливань в повiтрi ω0 = 5 с−1, в глiцеринi
ω = 4 с−1. Знайти в’язкiсть глiцерину в умовах дослiду. Врахувати,
що на кульку дiє сила тертя Fòð = 6πηRv (закон Стокса (3.7)), де η –
в’язкiсть глiцерину. В’язкiстю повiтря та опором пружини в глiцеринi
знехтувати. Густина сталi ρ = 7800 кг/м3.

5.14. Вимушенi коливання описуються диференцiальним рiвнян-
ням

0, 4
d2x

dt2
+ 0, 48

dx

dt
+ 1, 6x = 0, 8 sin(3t).

Через який час пiсля припинення дiї вимушувальної сили амплiтуда
коливань зменшиться в e разiв?

5.15. Вантаж масою m = 2, 5 кг, пiдвiшений до пружини з жорст-
кiстю k = 3, 6 · 102 Н/м, здiйснює вимушенi коливання пiд дiєю зов-
нiшньої сили F = 13, 5 sin 6t. Знайти амплiтуду вимушених коливань
вантажу. Тертям знехтувати.

5.16. Знайти коефiцiєнт загасання коливань терезiв, якщо вiдомо,
що за 10 с амплiтуда зменшилася в 20 разiв.
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5.17. Усереднений коефiцiєнт загасання тiла дорослої людини до-
рiвнює 0, 3 с−1. Частота власних коливань тiла в лежачому положеннi
становить 3, 5 Гц, а в положеннi стоячи – близько 8 Гц. У скiльки разiв
змiниться резонансна частота тiла людини в рiзних положеннях при дiї
на органiзм iнфразвуку?

5.18. До невагомої пружини пiдвiсили вантаж, та вона розтягну-
лася на ∆x = 9, 8 см. З яким перiодом буде коливатися цей вантаж,
якщо йому надати невеликий поштовх у вертикальному напрямi? Ло-
гарифмiчний декремент загасання коливань λ = 3, 1.

5.19. За час t система встигає здiйснити n коливань. За цей самий
час амплiтуда коливань зменшується в η разiв. Знайдiть коефiцiєнт за-
гасання β, логарифмiчний декремент загасання λ i добротнiсть системи
Q.

5.20. Коливальна система складається iз пружини з коефiцiєн-
том жорсткостi k = 10, 05 Н/м та пiдвiшеної до неї пластинки ма-
сою m = 0, 1 кг, яку занурено в рiдину. Знайти коефiцiєнт опору рi-
дини, якщо вiдомо, що амплiтуда вимушених коливань пластинки ма-
ксимальна при частотi вимушувальної сили ω = 10 c−1.

5.21. Осцилятор масоюm рухається за законом x = x0 sin(ωt+ ϕ)
пiд дiєю вимушувальної сили F = F0 sin(ωt). Знайти коефiцiєнт зага-
сання осцилятора.

5.22. Згаснi коливання точки вiдбуваються за законом
x = a0e−βt sin(ωt). Знайти амплiтуду коливань i швидкiсть точки
в момент часу t = 0, а також моменти часу, коли точка досягає крайнiх
положень.

5.23. Математичний маятник здiйснює коливання в середовищi iз
логарифмiчним декрементом загасання λ = 1, 5. Яким буде логариф-
мiчний декремент загасання, якщо опiр середовища збiльшити в n = 2
рази? У скiльки разiв потрiбно збiльшити опiр середовища, щоб коли-
вання стали неможливими?

5.24. Амплiтуда згасних коливань зменшується за перiод в 3 рази.
На скiльки вiдсоткiв перiод згасних коливань бiльший, нiж перiод при
вiдсутностi загасання?
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5.25. Перiод згасних коливань T = 4 с, логарифмiчний декремент
загасання λ = 1, 6, початкова фаза дорiвнює нулю. Змiщення точки
в початковий момент часу становить 4, 5 см. Записати рiвняння коли-
вань i знайти змiщення та швидкiсть точки в момент часу через один
перiод пiсля початку коливань.

5.26. Логарифмiчний декремент загасання камертона, що колива-
ється з частотою 100 Гц, дорiвнює 0,002. За який час амплiтуда коли-
вань камертона зменшиться в e2 разiв?

5.27. Диференцiальне рiвняння згасних коливань має вигляд

0, 5
d2x

dt2
+ 0, 25

dx

dt
+ 8x = 0.

Знайти коефiцiєнт загасання та циклiчну частоту цих коливань. За-
писати вiдповiдне рiвняння згасних коливань за законом синуса або
косинуса.

5.28. Амплiтуда згасних коливань маятника за час t = 5 хв змен-
шилася в 2 рази. За який час t2, вибравши вiдлiк вiд початкового мо-
менту, амплiтуда зменшиться у 8 разiв?

5.29. За час t = 8 хв амплiтуда згасних коливань маятника змен-
шилася втричi. Знайти коефiцiєнт загасання β.

5.30. Логарифмiчний декремент коливань маятника λ дорiвнює
0,003. Визначити числоN повних коливань, якi повинен здiйснити ма-
ятник, щоб амплiтуда зменшилася в 2 та в 4 рази.

5.31. Тiло масою m = 5 г здiйснює згаснi коливання. За час
t = 60 с тiло втратило 60% своєї енергiї. Визначити коефiцiєнт зага-
сання β.

5.32. Визначити перiод T згасних коливань, якщо перiод T0 вла-
сних коливань системи дорiвнює 1 с i логарифмiчний декремент коли-
вань λ = 0, 628.

5.33. Знайти число N повних коливань системи, протягом яких
енергiя системи зменшилася в n = 2 рази. Логарифмiчний декремент
коливань λ = 0, 01.
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5.34. Коливна система здiйснює згаснi коливання з частотою
1000 Гц. Визначити частоту власних коливань ν0, якщо резонансна ча-
стота νðåç = 998 Гц.

5.35. Перiод T0 власних коливань пружинного маятника дорiвнює
0,55 с. У в’язкому середовищi перiод T того самого маятника дорiвнює
0,56 с. Визначити резонансну частоту νðåç для цих коливань.

5.36. Кулька масою m може здiйснювати гармонiчнi коливання зi
слабким загасанням в околi точки x = 0 iз власною частотою ω0. У
момент часу t = 0, коли кулька знаходилася у станi рiвноваги, до неї
приклали вимушувальну силу F = F0 cosωt, яка збiгається за напря-
мом iз вiссю x. Знайти рiвняння вимушених коливань кульки x(t) пiсля
встановлення стацiонарного режиму.

5.37. Визначити, на скiльки резонансна частота вiдрiзняється вiд
частоти ν0 = 1 кГц власних коливань системи, що характеризується
коефiцiєнтом загасання β = 400 с−1.

5.38. Визначити логарифмiчний декремент коливань λ коливальної
системи, для якої резонанс спостерiгається при частотi, що менша за
власну частоту ν0 = 10 кГц на ∆ν = 2 Гц.

5.39. Амплiтуди вимушених гармонiчних коливань при частотах
ν1 = 400 Гц i ν2 = 600 Гц однаковi. Визначити резонансну частоту
νðåç. Загасанням знехтувати.

5.40. Гиря з масою m = 0, 2 кг, що висить на вертикальнiй пружинi
з жорсткiстю k = 500 Н/м, здiйснює коливання з коефiцiєнтом зага-
сання β = 0, 75 с−1. Побудувати залежнiсть амплiтуди A вимушених
коливань гирi вiд частоти ω зовнiшньої перiодичної сили, якщо вiдомо,
що максимальне значення зовнiшньої сили F0 = 0, 98 H. Для побудови
графiка знайти значення A для частот: ω = 0, ω = 0, 5ω0, ω = 0, 75ω0,
ω = ω0, ω = 1, 5ω0, ω = 2ω0, де ω0 – частота власних коливань гирi.
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6. Хвильовi процеси. Акустичнi явища

Основнi формули

• Рiвняння плоскої пружної хвилi

s = A cos
[
ω
(
t− y

v

)]
, (6.1)

де s – змiщення точок, що коливаються у хвилi вiдносно їх поло-
ження рiвноваги (м); A – амплiтуда коливань джерела хвилi (м);
ω – частота коливань джерела (рад/с); t – час (с); y – координа-
та положення рiвноваги будь-якої точки (м); v – швидкiсть по-
ширення хвилi (фазова швидкiсть) (м/с).

• Об’ємна густина енергiї пружної хвилi, що поширюється в речо-
винi:

ωp =
ρA2ω2

2
, (6.2)

де ρ – густина речовини (кг/м3).

• Iнтенсивнiсть хвилi (густина потоку енергiї)

I = ωpv. (6.3)

• Зв’язок iнтенсивностi звуку I та звукового тиску p для плоскої
хвилi

I =
p2

2ρv
. (6.4)

• Виражений у белах (Б) рiвень iнтенсивностi звуку I вiдносно її
значення I0

LÁ = lg
I

I0
, LÁ = 2 lg

p

p0
, (6.5)

де I0 – рiвень iнтенсивностi (Вт/м2), що прийнятий за початко-
вий рiвень логарифмiчної шкали; p0 – вiдповiдний рiвень звуко-
вого тиску (Па).
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• Iнтенсивнiсть звуку I та звуковий тиск p, вираженi через рiвнi
iнтенсивностi LÁ, що випливає iз виразу (6.5):

I = I0 · 10LÁ , p = p0 · 100,5LÁ . (6.6)

• Записаний у децибелах (дБ) рiвень iнтенсивностi звуку

LäÁ = 10 lg
I

I0
, LäÁ = 20 lg

p

p0
. (6.7)

• Iнтенсивнiсть звуку I та звуковий тиск p, що визначаються з
(6.7):

I = I0 · 100,1LäÁ , p = p0 · 100,05LäÁ . (6.8)

• Гучнiсть

E = k lg
I

I0
, (6.9)

де k – коефiцiєнт пропорцiйностi.

• Гучнiсть на частотi 1 кГц

EÁ = LÁ = lg
I

I0
, Eô = LäÁ = 10 lg

I

I0
, (6.10)

де Eô – гучнiсть, що виражена у фонах.

• Питомий акустичний iмпеданс (хвильовий опiр)

Z = ρc, (6.11)

де ρ – густина середовища (кг/м3); c – швидкiсть поширення
звукової хвилi в середовищi (м/с).

• Звуковий тиск
p = Zv = ρcv, (6.12)

де v – швидкiсть руху частинок середовища (м/с); Z = ρc– хви-
льовий опiр середовища (кг/(м2·с)).
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• Коефiцiєнт проникнення звукової хвилi

β =
I2

I1
, (6.13)

де I1, I2 – iнтенсивностi звукiв (Вт/м2) у першому та другому се-
редовищах вiдповiдно.

• Формула Релея

β =
4c1ρ1

c2ρ2

(
1 +

c1ρ1

c2ρ2

)−2

, (6.14)

де c1, ρ1 - характеристики першого середовища; c2, ρ2 – характе-
ристики другого.

• Наближене спiввiдношення Релея (6.14) при c2ρ2�c1ρ1

β ≈ 4c1ρ1

c2ρ2
. (6.15)

• Коефiцiєнт вiдбиття звуку при переходi iз одного середовища в
iнше

r =

(
c2ρ2 − c1ρ1

c2ρ2 + c1ρ1

)2

. (6.16)

• Частота коливань, шо сприймається спостерiгачем (ефект До-
плера):

ν ′ =
v ± vñ
v ∓ vä

ν, (6.17)

де vñ та vä – швидкостi руху спостерiгача та джерела пружної
хвилi вiдносно середовища (м/с); v – швидкiсть поширення хви-
лi в цьому середовищi (м/с); ν – частота коливань, що випромi-
нюються джерелом (Гц). Знаки згори вiдповiдають руху спосте-
рiгача та джерела назустрiч один одному, нижнi вiдповiдають їх
руху у протилежних напрямах.

• Доплерiвський зсув частоти

νä =
2v0

v
νã, (6.18)
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де v0 – швидкiсть тiла, що рухається (м/с); v – швидкiсть хви-
лi (ультразвуку) (м/с); νã – частота ультразвуку, що випромiню-
ється генератором (Гц). Формула отримана в наближеннi v � v0.

• Довжина хвилi (вiдстань, яку хвиля iз фазовою швидкiстю v про-
ходить за один повний перiод коливань T )

λ = vT. (6.19)

Приклади розв’язання задач

6.1. Джерело звуку здiйснює коливання за законом x = sin 2000πt.
Швидкiсть поширення звуку 340 м/с. Записати рiвняння коливань для
точки, що знаходиться на вiдстанi y = 102 м вiд джерела. Втратами
енергiї знехтувати, хвилю вважати плоскою.

x = sin 2000πt,
v = 340 м/с,
y = 102 м
s(t)–?

Рiвняння плоскої пружної хвилi має вигляд
(6.1)

s = A sin
[
ω
(
t− y

v

)]
.

Джерелом пружної хвилi є коливання, рiвняння
яких задано в умовi задачi. Для джерела хвилi y = 0, отже, маємо

A sinωt = sin 2000πt,

звiдки значення амплiтуди A=1 м, а частоти ω=2000π (рад/с). Отже,
шукане рiвняння набирає вигляду

s(t) = A sinω
(
t− y

v

)
= sin 2000π(t− 0, 3).

6.2. Знайти рiзницю фаз коливань двох точок, що знаходяться на
променi на вiдстанi ∆y = 1, 75 м одна вiд iншої, якщо довжина хвилi
λ = 1 м.

∆y = 1, 75 м,
λ = 1 м
∆ϕ–?

Згiдно iз рiвнянням (6.1) фаза коливань записує-
ться як

ϕ = ω
(
t− y

v

)
.

Рiзницю фаз коливань двох точок в один i той самий
момент часу знайдемо як
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∆ϕ = ϕ1 − ϕ2 = ω
(
t− y1

v

)
− ω

(
t− y2

v

)
=
ω

v
(y2 − y1).

Отже, формула для рiзницi фаз коливань двох точок, що знаходяться
на одному променi, набирає вигляду

∆ϕ =
ω

v
∆y,

де ∆y – вiдстань мiж точками. Використаємо формулу для перiоду ко-
ливань джерела (4.6):

T =
2π

ω
.

З iншого боку, згiдно з (6.19)

T =
λ

v
.

Далi прирiвнюємо цi два вирази для перiодiв та виражаємо циклiч-
ну частоту:

2π

ω
=
λ

v
, ω =

2πv

λ
.

Пiсля пiдстановки останнього виразу у формулу для знаходження
рiзницi фаз маємо

∆ϕ =
ω

v
∆y =

2πv

λ

∆y

v
=

2π∆y

λ
,

або пiсля пiдстановки числових значень

∆ϕ =
2π∆y

λ
=

2π · 1, 75

1
= 3, 5π.

6.3. Яка частота коливань, якщо найменша вiдстань мiж точками,
що коливаються в однакових фазах, дорiвнює ∆y = 1 м. Швидкiсть
поширення хвиль v = 300 м/с.

∆y = 1 м,
v = 300 м/с
ν–?

У попереднiй задачi отримана формула для зна-
ходження рiзницi фаз

∆ϕ =
2π∆y

λ
.

Iз врахуванням (6.19), (4.6) маємо

λ = vT =
v

ν
,

де ν – частота коливань. Отже, для рiзницi фаз iз урахуванням остан-
нього спiввiдношення одержуємо
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∆ϕ =
2πν∆y

v
.

Iз цього спiввiдношення легко отримати вираз для знаходження ча-
стоти коливань

ν =
v∆ϕ

2π∆y
.

Згiдно умови задачi розглядають двi найближчi точки, що колива-
ються в однакових фазах. Це означає, що точки знаходяться на вiдста-
нi, що рiвна довжинi хвилi λ. Рiзниця фаз мiж такими точками дорiвнює
∆ϕ = 2π. Пiдставляючи це значення в останню формулу, маємо

ν =
2πv

2π∆y
=

v

∆y
=

300

1
= 300 (Ãö).

6.4. Точка, що знаходиться на вiдстанi y = 0, 5 м вiд джерела ко-
ливань, має в момент часу t = T/3 змiщення, що дорiвнює половинi
амплiтуди. Знайти довжину хвилi, якщо при t = 0 змiщення джерела
дорiвнює нулю.

y = 0, 5 м,
t1 = T/3,
s(t1) = A/2,
s(t = 0, y = 0) = 0

λ–?

Iз умови s(t = 0, y = 0) = 0 випливає, що
рiвняння хвилi (6.1) записується через синус:

s = A sin
[
ω
(
t− y

v

)]
.

За умовою у час t1 = T/3 зсув при y = 0, 5 м
дорiвнює s = A/2, отже, маємо

A

2
= A sinω

(
T

3
− y

v

)
, sinω

(
T

3
− y

v

)
=

1

2
,

ω

(
T

3
− y

v

)
= arcsin

1

2
, ω

(
T

3
− y

v

)
=
π

6
.

Пiсля пiдстановки виразу (4.6)

ω =
2π

T

в останнє спiввiдношення отримаємо

2π

T

(
T

3
− y

v

)
=
π

6
,

2

T

(
T

3
− y

v

)
=

1

6
,

2

3
− 2y

Tv
=

1

6
,

2y

Tv
=

2

3
− 1

6
,

2y

Tv
=

1

2
, T v = 4y.
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Оскiльки згiдно з (6.19) λ = vT , маємо

λ = 4y = 4 · 0, 5 = 2 (ì).

6.5. Дослiдження руху барабанної перетинки показує, що швид-
кiсть коливання її дiлянок є величиною одного порядку iз швидкiстю
змiщення молекул повiтря при поширеннi плоскої хвилi. Виходячи з
цього, визначити приблизну амплiтуду коливань дiлянок барабанної
перетинки для двох випадкiв: а) порiг чутностi I0; б) порiг больового
вiдчуття Imax. Частота звуку ν = 1 кГц.

I0 = 10−12 Вт/м2,
Imax = 10 Вт/м2,
ν = 1000 Гц,
v = 340 м/с,
ρ = 1, 29 кг/м3

A0, Amax–?

Згiдно з умовою задача зводиться до розгля-
ду поширення плоскої звукової хвилi у повiтрi. Iз
амплiтудою руху частинок пов’язана об’ємна гу-
стина енергiї пружної хвилi (6.2):

ωp =
ρA2ω2

2
.

Iз урахуванням виразу (6.3) для визначення iн-
тенсивностi

I = ωpv

матимемо

I

v
=
ρA2ω2

2
, ρA2ω2v = 2I, A =

1

ω

√
2I

ρv
.

Пiсля врахування виразу (4.6) ω = 2πν отримуємо остаточну фор-
мулу у виглядi

A =
1

2πν

√
2I

ρv
.

Для розрахунку числових значень використаємо значення швид-
костi поширення звуку в повiтрi v = 340 м/с, а також густини повiтря
ρ =1,29 кг/м3. Отже, пiсля розрахунку матимемо

A0 =
1

2 · 3, 14159 · 1000

√
2 · 10−12

1, 29 · 340
= 0, 0107 (íì),

Amax =
1

2 · 3, 14159 · 1000

√
2 · 10

1, 29 · 340
= 33, 4 (ìêì).
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6.6. Чи однакової висоти звук буде у таких випадках: а) джере-
ло звуку рухається назустрiч нерухомому спостерiгачу зi швидкiстю
v1 = 40 м/с; б) спостерiгач рухається назустрiч нерухомому джерелу
iз тiєю самою швидкiстю? Частота джерела звуку ν = 600 Гц.

vñ1 = 0,
vä1 = 40 м/с,
vñ2 = 40 м/c,
vä2 = 0,
ν = 600 Гц,
v = 340 м/с
ν1, ν2–?

Оскiльки в обох випадках вiдбуваються набли-
ження об’єктiв, використовуємо для розрахунку ча-
стот формулу (6.17) iз верхнiми знаками:

ν1 =
v + vñ1
v − vä1

ν =
340 + 0

340− 40
· 600 = 680 (Ãö),

ν2 =
v + vñ2
v − vä2

ν =
340 + 40

340− 0
· 600 = 670, 6 (Ãö).

Отже, цi частоти iстотно вiдрiзняються.

6.7. На скiльки збiльшилася гучнiсть звуку, якщо його iнтенсив-
нiсть збiльшилася вiд порогу чутностi I0 у 1000 разiв. Розв’язати зада-
чу для двох випадкiв: а) частота звуку 1000 Гц; б) частота звуку 100 Гц.

I1 = I0,
I2 = 1000I0,
ν1 = 1000 Гц,
ν2 = 100 Гц
∆E–?

На частотi ν1 = 1000 Гц шкала гучностi E
збiгається зi шкалою рiвня iнтенсивностi, тобто
∆Eô = ∆LäÁ. Отже, маємо

∆E = LäÁ2 − LäÁ1,

або iз урахуванням (6.7)

∆E = 10

(
lg
I2

I0
− lg

I1

I0

)
= 10 lg

(
I2

I0
· I0

I1

)
=

= 10 lg
I2

I1
= 10 lg

1000I0

I0
= 10 lg 1000 = 30 (ôîí).

Тепер розв’яжемо задачу для частоти ν2 = 100 Гц. На кривiй одна-
кової гучностi (див. додаток), що вiдповiдає порогу чутностi I0, абсциса
100 Гц вiдповiдає рiвню iнтенсивностi звуку 40 дБ. Збiльшення iнтен-
сивностi звуку вiдбувається у 1000 разiв, тобто на величину

∆LäÁ = 10 lg 1000 = 30 (äÁ).

Таким чином, створюється рiвень iнтенсивностi звуку, що дорiвнює
40 + 30 = 70 (дБ). Цей рiвень iнтенсивностi звуку на частотi 100 Гц
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вiдповiдає кривiй, що побудована для гучностi 60 фон. Отже, рiвень
гучностi зростає вiд 0 фон до 60 фон.

6.8. Розрив барабанної перетинки вiдбувається при рiвнi iнтенсив-
ностi звуку L0 = 150 дБ. Знайти iнтенсивнiсть, амплiтудне значення
звукового тиску та амплiтуду змiщення частинок у хвилi для звуку iз
частотою ν = 1 кГц, при яких можливий розрив барабанної перетинки.

L0 = 150 дБ,
ν = 1000 Гц,
I0 = 10−12 Вт/м2,
ρ = 1, 29 кг/м3,
v = 340 м/с
I, p, A–?

Для знаходження iнтенсивностi I викори-
стаємо першу формулу (6.7):

L0=10 lg
I

I0
, lg

I

I0
=
L0

10
,

I

I0
=10L0/10,

I = I0 · 10L0/10, I = I0 · 100,1L0 ,

I = 10−12 · 100,1·150 = 1000

(
Âò

ì2

)
.

Рiвень звукового тиску p знайдемо за формулою (6.4):

I =
p2

2ρv
, p2 = 2ρvI, p =

√
2ρvI,

p =
√

2 · 1, 29 · 340 · 1000 = 936, 6 (Ïà).

Густина енергiї пружної хвилi визначається виразом (6.2):

ωp =
ρA2ω2

2
.

Iз урахуванням (6.3) для розрахунку iнтенсивностi

I = ωpv

маємо таке:

I

v
=
ρA2ω2

2
, ρA2ω2v = 2I, A =

1

ω

√
2I

ρv
.

Пiсля врахування виразу (4.6) ω = 2πν отримуємо остаточну фор-
мулу у виглядi

A =
1

2πν

√
2I

ρv
,

або пiсля пiдстановки вiдомих та знайдених величин

85



Збiрник задач з фiзики з прикладами розв’язання

A =
1

2 · 3, 14159 · 1000

√
2 · 1000

1, 29 · 340
= 3, 4 · 10−4 (ì).

6.9. Шум на вулицi вiдповiдає рiвню гучностi E1 = 70 фон, кри-
ку вiдповiдає гучнiсть E2 = 80 фон. Який буде рiвень гучностi звуку,
що отриманий унаслiдок додавання крику та шуму вулицi? Значення
частоти звуку ν = 1 кГц.

E1 = 70 фон,
E2 = 80 фон,
ν = 1000 Гц,
I0 = 10−12 Вт/м2

E–?

Нехай гучностi E1 вiдповiдає iнтенсивнiсть
I1, а гучностiE2 – iнтенсивнiсть I2. Оскiльки ча-
стота звукiв ν = 1000 Ãö, шкали гучностi E та
рiвня iнтенсивностi L збiгаються. Згiдно з цим,
вiдповiдно до (6.10), (6.8), запишемо{

I1 = I0100,1E1 ,
I2 = I0100,1E2 ,{

I1 = 10−12 · 107 = 10−5 (Âò/ì2),
I2 = 10−12 · 108 = 10−4 (Âò/ì2).

Загальна iнтенсивнiсть I дорiвнюватиме сумi цих двох величин:

I = I1 + I2 = 10−5 + 10−4 = 1, 1 · 10−4 (Âò/ì2).

Шукану гучнiсть знайдемо за формулою (6.10):

E = 10 lg
I

I0
= 10 lg

1, 1 · 10−4

10−12
= 80, 4 (ôîí).

6.10. Густина здорової м’язової тканини становить 1060 кг/м3. Її
хвильовий опiр дорiвнює 1, 63 ·106 кг/(м2·с). Пiд час дослiдження уль-
тразвуком вiдбитий сигнал буде прийнятий через 2 · 10−5 с пiсля ви-
промiнювання. На якiй глибинi у м’язовiй тканинi було знайдено неод-
норiднiсть?

ρ = 1060 кг/м3,
Z = 1, 63 · 106 кг/(м2·с),
∆t = 2 · 10−5 с
h–?

Ультразвуковий сигнал проходить шу-
кану вiдстань h двiчi – спочатку вiд гене-
ратора до перешкоди, а потiм у зворотний
бiк до датчика. Отже, спостерiгатиметься
спiввiдношення

2h = c∆t,
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де c – швидкiсть поширення ультразвуку; ∆t – заданий у задачi час.
Швидкiсть c може бути знайдена за формулою (6.11):

Z = ρc, c =
Z

ρ
,

або пiсля пiдстановки отриманої швидкостi у першу формулу

2h =
Z

ρ
∆t, h =

Z∆t

2ρ
.

Пiсля пiдстановки значень

h =
Z∆t

2ρ
=

1, 63 · 106 · 2 · 10−5

2 · 1060
= 0, 0154 (ì).

Задачi для самостiйного розв’язування

6.11. Джерело здiйснює коливання згiдно iз законом
x = 5 sin 3140t. Знайдiть змiщення вiд положення рiвноваги, швид-
кiсть та прискорення точки, що знаходиться на вiдстанi y = 340 м
вiд джерела, через час ∆t = 1 с пiсля початку коливань. Швидкiсть
поширення хвилi v = 340 м/с.

6.12. Двi точки знаходяться на прямiй, уздовж якої поширюється
хвиля зi швидкiстю v = 50 м/с. Перiод коливань T = 0, 05 с, вiдстань
мiж точками ∆y = 50 см. Знайти рiзницю фаз коливань у цих точках.

6.13. Знайти рiзницю фаз у пульсовiй хвилi мiж двома точками ар-
терiї, розташованими на вiдстанi ∆y = 20 см одна вiд iншої. Швидкiсть
пульсової хвилi дорiвнює 10 м/с. Серце здiйснює гармонiчнi коливання
iз частотою ν = 1, 2 Гц.

6.14. Рiзниця ходу звукових хвиль, шо потрапляють у лiве та праве
вухо людини, становить 1 см. Знайти зсув фаз мiж двома звуковими
вiдчуттями для тону iз частотою ν = 1000 Гц.

6.15. Iнтенсивнiсть плоскої хвилi в повiтрi дорiвнює
I = 10−10 Вт/м2. Знайти амплiтуду коливань молекул повiтря за
нормальних умов та об’ємну густину енергiї коливального руху для
частот ν1 = 20 Гц, ν2 = 1000 Гц, ν3 = 20000 Гц. Швидкiсть звуку в
повiтрi v = 330 м/с.
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6.16. Вiдомо, що людське вухо сприймає пружнi хвилi в iнтервалi
частот вiд ν1 = 20 Гц до ν2 = 20 кГц. Яким довжинам хвиль вiдповiдає
цей iнтервал у повiтрi та у водi? Швидкостi звуку в цих середовищах
v1 = 340 м/с та v2 = 1400 м/с.

6.17. Знайти середню силу, що дiє на барабанну перетинку лю-
дини площею S = 66 мм2 для двох випадкiв: а) порiг чутностi
I0 = 10−12 Вт/м2; б) порiг больового вiдчуття Imax = 10 Вт/м2. Ча-
стота звуку ν = 1 кГц.

6.18. Двi машини рухаються назустрiч iз швидкостями v1 = 20 м/с
та v2 = 10 м/с. Перша машина подає сигнал iз частотою ν1 = 800 Гц.
Якої частоти сигнал почує водiй iншої машини: а) до зустрiчi машин;
б) пiсля їх зустрiчi?

6.19. Два звуки однакової частоти ν = 1 кГц вiдрiзняються за гучнi-
стю на ∆E = 20 фон. У скiльки разiв вiдрiзняються їх iнтенсивностi?

6.20. Два звуки однакової частоти вiдрiзняються за iнтенсивнiстю
на ∆L = 30 дБ. Знайти вiдношення амплiтуд звукового тиску.

6.21. Знайти максимально допустиму iнтенсивнiсть звуку на виро-
бництвi, якщо допустимий рiвень шуму E = 70 фон. Вважати, що шум
вiдповiдає звуку iз частотою ν = 1 кГц.

6.22. Звичайна розмова людини оцiнюється рiвнем гучностi звуку
E1 = 50 фон (для частоти ν = 1 кГц). Знайти рiвень гучностi звуку, що
створюють три людини, якi одночасно розмовляють.

6.23. Два звуки з частотою 1 кГц вiдрiзняються за гучнiстю на
1 фон. Знайти вiдношення iнтенсивностей звукiв.

6.24. Шум на вулицi, якому вiдповiдає рiвень iнтенсивностi звуку
L1 = 50 дБ, чути в кiмнатi як шум L2 = 30 дБ. Знайти вiдношення
iнтенсивностей звуку на вулицi та в кiмнатi.

6.25. Рiвень гучностi звуку iз частотою ν = 5000 Гц дорiвнює
E = 50 фон. Знайдiть iнтенсивнiсть цього звуку.

6.26. Рiвнi iнтенсивностi звукiв з частотами ν1 = 100 Гц та
ν2 = 3000 Гц дорiвнюють L = 50 дБ. Визначити рiвнi гучностi цих зву-
кiв.
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6.27. Звук iз частотою ν = 200 Гц проходить деяку вiдстань у по-
глинаючому середовищi. Iнтенсивнiсть звуку при цьому зменшується
вiд I1 = 10−4 Вт/м2 до I2 = 10−8 Вт/м2. На скiльки при цьому змен-
шується рiвень гучностi?

6.28. Знайти iнтенсивностi звукiв iз частотами ν1 = 100 Гц,
ν2 = 500 Гц та ν3 = 1000 Гц, якщо рiвень гучностi звукiв однаковий i
дорiвнює E = 40 фон.

6.29. Доплерiвський зсув частоти при вiдбиттi механiчної хвилi
вiд еритроцитiв, що рухаються, дорiвнює 50 Гц. Частота генератора
100 кГц. Знайти швидкiсть руху кровi, якщо швидкiсть ультразвуку в
нiй v = 1520 м/с.

6.30. Використовуючи ефект Доплера, визначають швидкiсть руху
шарiв кровi залежно вiд їх вiддалення вiд осi судини v = f1(r). Нехай
ця залежнiсть вiдповiдає залежностi для руху рiдини iз в’язкiстю η по
трубi iз радiусом R та довжиною l:

v =
p1 − p2

4lη

(
R2 − r2

)
,

де p1 i p2 – тиски по обидвi сторони труби; r– вiдстань вiд центра труби
до шару рiдини, для якого визначається швидкiсть v. Який вигляд за
цiєї умови має графiк залежностi vä = f2(r), де vä – доплерiвський
зсув частоти?

6.31. Джерело ультразвуку створює в повiтрi хвилю довжиною
4, 4 мкм. Як змiниться довжина хвилi при переходi ультразвуку у во-
ду, якщо прийняти швидкiсть поширення ультразвуку у водi 1500 м/с,
а в повiтрi – 330 м/с?

6.32. Порiвняйте довжини хвиль у повiтрi для ультразвуку iз часто-
тою 1 МГц та звуку iз частотою 1 кГц. Чим визначається нижня межа
довжин хвиль ультразвуку в середовищi?

6.33. Знайти рiзницю фаз двох точок хвилi, що знаходяться на вiд-
станi 20 см одна вiд iншої. Швидкiсть хвилi 4 м/с, частота 5 Гц.

6.34. У фiзiотерапiї використовується ультразвук iз частотою
800 кГц та iнтенсивнiстю 1 Вт/м2. Знайти амплiтуду коливань молекул
при дiї ультразвуку на м’якi тканини (воду).
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6.35. Знайти коефiцiєнт вiдбиття ультразвукової хвилi вiд поверхнi
роздiлу м’яка тканина–повiтря. Хвильовий опiр м’яких тканин у 3000
разiв бiльший, нiж хвильовий опiр повiтря.

6.36. Знайти густину м’язової тканини, якщо її хвильовий опiр до-
рiвнює 1, 6·106 кг/(м2·с), а швидкiсть поширення ультразвуку в тканинi
становить 1500 м/с.

6.37. Рiзниця фаз звукових хвиль iз частотою 1 кГц, що потрапля-
ють вiд одного джерела у рiзнi вуха, дорiвнює 0,2 рад. Знайти рiзницю
ходу для цих хвиль.

6.38. Рiвень iнтенсивностей серцевих тонiв, що сприймаються за
допомогою стетоскопа, дорiвнює 10 дБ. Чому рiвна iнтенсивнiсть тонiв
серця?

6.39. Людина зi звичайним слухом здатна вiдчувати рiзницю у гу-
чностi величиною 1 фон. У скiльки разiв змiнюється при цьому iнтен-
сивнiсть звуку частотою 1 кГц?

6.40. Вiдомо, що кiшки сприймають звуки, якi створюють тиск,
близький до тиску броунiвського руху молекул повiтря при кiмнатнiй
температурi (10−6 Па). Якому рiвню iнтенсивностi вiдповiдають цi зву-
ки? Порiвняйте їх iз порогом чутностi для людини iз нормальних слу-
хом.

6.41. Гучнiсть звуку iз частотою 1 кГц зменшилася на 30 фон
при проходженнi крiзь тонку перешкоду з фанери. Якою стала iн-
тенсивнiсть звуку, якщо до проходження перешкоди вона становила
10−8 Вт/м2?

6.42. Як змiниться швидкiсть руху еритроцитiв у кровоносному ру-
слi у пацiєнтiв зi сфероцитозом, якщо доплерiвський зсув частоти у 1,3
раза менший у порiвняннi з нормою?

6.43. Чому заповнення простору мiж ультразвуковою голiвкою та
шкiрою мастилом сприяє ефективному проходженню ультразвуку в
бiологiчнi тканини (воду)? Вiдповiднi густини мастила, повiтря та во-
ди – ρ1 = 800 кг/м3, ρ2 = 1, 3 кг/м3, ρ3 = 1000 кг/м3, швидкостi поши-
рення ультразвуку у цих середовищах – v1 = 1500 м/с, v2 = 330 м/с,
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v3 = 1500 м/с.

6.44. Знайти довжину УЗ хвилi, що поширюється iз частотою
1,5 МГц у водi зi швидкiстю 1483 м/с та у повiтрi зi швидкiстю
343,1 м/с. Як змiнюється довжина хвилi зi збiльшенням швидкостi її
поширення? Як залежить довжина звукової хвилi вiд частоти коливань
частинок середовища?

6.45. Знайти коефiцiєнт проникнення на межi роздiлу повiтря-
шкiра. Швидкiсть поширення УЗ-хвилi в повiтрi дорiвнює 343,1 м/с,
у шкiрi – 1610 м/с, густина повiтря – 1,205 кг/м3, густина шкiри –
1250 кг/м3.

6.46. Знайти коефiцiєнт проникнення на межi роздiлу рiдина-
шкiра. Швидкiсть поширення УЗ-хвилi в рiдинi (глiцерин) дорiвнює
1923 м/с, у шкiрi – 1610 м/с, густина глiцерину – 1260 кг/м3, густина
шкiри – 1250 кг/м3. Навiщо при дiагностичних УЗ-методах поверхню
шкiри пацiєнта покривають водним желе або вазелiном?

6.47. Знайти звуковий тиск у кровi (ρ = 1050 кг/м3) при поширеннi
УЗ-хвилi iз частотою 1 МГц та iнтенсивнiстю 10 Вт/см2. Швидкiсть
поширення УЗ-хвилi в кровi 1590 м/с.

6.48. Знайти амплiтуду, швидкiсть та прискорення частинок що ко-
ливаються у рiдкому середовищi (кров) пiд дiєю УЗ-хвилi з iнтенсив-
нiстю 10 Вт/см2 та частотою 1 МГц. Густина кровi ρ = 1050 кг/м3. По-
рiвняти прискорення частинок кровi iз прискоренням вiльного падiння.
Зробити висновок про середню кiнетичну енергiю частинок середови-
ща.
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7. Основи молекулярної фiзики. Iзопроцеси

Основнi формули

• Маса одного моля речовини

µ = m0NA = Mr · 10−3, (7.1)

де m0 – маса молекули (кг); NA = 6, 028 · 1023 моль−1 – чи-
сло Авогадро; Mr – вiдносна молекулярна маса, яку наведено в
таблицi Менделєєва (а.о.м.).

• Кiлькiсть молей речовини

ν =
m

µ
, (7.2)

деm– маса речовини (кг); µ– молярна маса речовини (кг/моль).

• Кiлькiсть молекул у довiльнiй масi речовини

N = νNA =
m

µ
NA, (7.3)

де ν – кiлькiсть молей речовини (моль); m – маса речовини (кг);
µ – молярна маса (кг/моль).

• Густина речовини
ρ =

m

V
, (7.4)

де m – маса речовини (кг); V – об’єм, що займає речовина (м3).

• Концентрацiя молекул

n =
N

V
, (7.5)

де N – кiлькiсть молекул; V – об’єм (м3).

• Тиск, що створює iдеальний газ (основне рiвняння молекулярно-
кiнетичної теорiї):

p =
1

3
m0n〈v2〉 =

2

3
n〈W 〉, (7.6)
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де m0 – маса молекули газу (кг); n – концентрацiя моле-
кул (м−3); 〈v2〉 – середнє значення квадрата швидкостi моле-
кул (м2/с4); 〈W 〉 – середня кiнетична енергiя молекул газу (Дж).

• Тиск сумiшi газiв, що хiмiчно не взаємодiють (закон Дальтона):

p = p1 + p2 + ...+ pn, (7.7)

де pi (Па) – парцiальнi тиски (тиски, що створював би кожний
газ окремо, якщо б тiльки вiн знаходився у посудинi); n – кiль-
кiсть газiв.

• Середня кiнетична енергiя руху молекул

〈W 〉 =
i

2
kT, (7.8)

де k = 1, 38 · 10−23 Дж/К – стала Больцмана; T – абсолютна
температура (К); i – кiлькiсть ступенiв вiльностi.

• Основне рiвняння молекулярно-кiнетичної теорiї для iдеального
газу (i = 3) iз урахуванням сталої Больцмана (див. (7.6), (7.8))

p = nkT. (7.9)

• Рiвняння стану газу (рiвняння Менделєєва-Клапейрона)

pV =
m

µ
RT, (7.10)

де R = 8, 31 Дж/(моль·К) – унiверсальна газова стала.

• Рiвняння Клапейрона для сталої маси газу

pV

T
= const. (7.11)

• Закон Бойля-Марiотта для iзотермiчного процесу (T = const):

p1V1 = p2V2. (7.12)
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• Закон Гей-Люссака для iзобарного процесу (p = const)

V1

V2
=
T1

T2
. (7.13)

• Закон Шарля для iзохорного процесу (V = const)

p1

p2
=
T1

T2
. (7.14)

• Зв’язок температури t, вираженої у градусах Цельсiя (°C) iз аб-
солютною температурою T , що вимiрюється у кельвiнах (K):

T = t+ 273, 15. (7.15)

Приклади розв’язання задач

7.1. Знайдiть масу молекули кисню.

µ = 0, 032 кг/моль,
NA = 6, 02 · 1023 моль−1

m0–?

Масу одного молю кисню знайдемо
за таблицею Менделєєва: вiдносна маса
атома кисню Mr = 16 а.о.м. Отже, ма-
са молекули кисню O2 буде дорiвнюва-

ти 32 а.о.м. Ця маса зв’язана з молярною спiввiдношенням (7.1):

µ = Mr · 10−3 = 32 · 10−3 (êã/ìîëü).

В одному молi будь-якого газу мiститься число молекул, що дорiв-
нює NA. Тому маса однiєї молекули визначається таким чином (7.1):

m0 =
µ

NA
.

Обчислимо це значення:

m0 =
32 · 10−3

6, 02 · 1023
= 5, 32 · 10−26 (êã).

7.2. Знайти значення середньої квадратичної швидкостi вiльного
електрона при температурi−23°C.
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i = 3,
T = 250 К,
m = 9, 11 · 10−31 кг,
k = 1, 38 · 10−23 Дж/К
vêâ–?

Використовуючи спiввiдношення (7.8)
та вираз для кiнетичної енергiї, запишемо

m〈v2〉
2

=
3kT

2
.

Звiдси можна визначити середнiй квадрат
швидкостi:

〈v2〉 =
3kT

m
.

Середня квадратична швидкiсть – це квадратний корiнь iз сере-
днього квадрата швидкостi молекул:

vêâ =

√
3kT

m
.

Знайдемо числове значення цiєї швидкостi:

vêâ =

√
3 · 1, 38 · 10−23 · 250

9, 11 · 10−31
= 1, 07 · 105

(ì
ñ

)
.

7.3. Густина газу в балонi електричної лампи 0,9 кг/м3. При горiннi
лампи середня квадратична швидкiсть молекул газу в нiй зросла вiд
547 м/с до 632 м/с. На скiльки змiнився при цьому тиск у лампi?

ρ = 0, 9 кг/м3,√
〈v2

1〉 = 547 м/с,√
〈v2

2〉 = 632 м/с
∆p–?

При нагрiваннi газу збiльшується швидкiсть
руху молекул, тому збiльшується кiлькiсть уда-
рiв за одиницю часу об стiнки посудини, в якiй
знаходиться газ. Завдяки цьому збiльшується
iмпульс сили, що дiє на стiнку при ударi моле-

кули, з яким пов’язаний тиск p. Отже, будемо шукати рiзницю тискiв
як

∆p = p2 − p1,

де p1 i p2 – тиски при рiзних температурах. Тиск газу на стiнку визна-
чається за формулою (7.6):

p =
1

3
m0n〈v2〉,

де m0 – маса молекули, а концентрацiя n визначається за формулою
(7.5):

n =
N

V
,
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де N – кiлькiсть молекул; V – об’єм системи. З останнього виразу
можна виразити добуток m0n:

m0n =
m0N

V
,

а добуток маси молекули на їх кiлькiсть m0N – це загальна маса газу
m. Згiдно з цим та виразом (7.4) матимемо

m0n =
m

V
= ρ,

де ρ – густина газу. Пiдставляючи цей результат у вираз для тиску,
отримуємо

p =
1

3
ρ〈v2〉,

або для рiзницi тискiв

∆p =
1

3
ρ〈v2

2〉 −
1

3
ρ〈v2

1〉 =
1

3
ρ
(
〈v2

2〉 − 〈v2
1〉
)
.

Пiсля розрахунку одержимо

∆p =
1

3
ρ
(
〈v2

2〉 − 〈v2
1〉
)

=
1

3
· 0, 9 ·

(
6322 − 5472

)
= 30064, 5 (Ïà).

Таким чином, тиск у працюючiй лампi на 30 кПа бiльший, нiж у
вимкненiй лампi при кiмнатнiй температурi.

7.4. Скiльки молекул повiтря знаходиться в кiмнатi з об’ємом
240 м3 при температурi 15°C та тиску 750 мм рт. ст.?

V = 240 м3,
T = 288 K,
p = 9, 999 · 104 Па,
R = 8, 31 Дж/(моль·К),
NA = 6, 02 · 1023 моль−1

N–?

Спочатку переведемо тиск iз мм рт. ст.
у паскалi. Вiдомо, що тиск за нор-
мальних умов p0 = 101325 Па, або
p0 = 760 мм рт. ст. Вiдповiдно до пропор-
цiї

p =
101325 · p1

760
,

де p1 – це тиск, що виражений у мм рт. ст.
Згiдно з нашими значеннями

p =
101325 · 750

760
= 9, 999 · 104 Ïà.

Перейдемо безпосередньо до розв’язування задачi. Кiлькiсть мо-
лекул N можна знайти, використовуючи визначення числа Авогадро
(7.3):
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N = NAν,

де ν – кiлькiсть молей газу, яке знайдемо iз рiвняння стану газу
Менделєєва-Клапейрона (7.10):

ν =
m

µ
=
pV

RT
.

Отже, з останнiх двох рiвностей маємо

N =
pV NA

RT
.

Знайдемо числове значення:

N =
9, 999 · 104 · 240 · 6, 02 · 1023

8, 31 · 288
= 6, 04 · 1027.

7.5. У водi спливає бульбашка з повiтрям. Коли вона знаходиться
на глибинi 3 м, її об’єм дорiвнює 5 мм3. Який об’єм бульбашки, ко-
ли вона знаходиться поблизу поверхнi водоймища? Атмосферний тиск
брати за нормальних умов, змiну температури бульбашки не врахову-
вати.

h = 3 м,
V1 = 5 · 10−9 м3,
p0 = 101325 Па,
ρ = 1000 кг/м3,
g = 9, 8 м/с2

V2–?

Запишемо рiвняння Менделєєва-Клапейрона
(7.10) для двох станiв бульбашки – на глибинi
h = 3 м та бiля поверхнi води, коли h = 0:

p1V1 =
m

M
RT, p2V2 =

m

M
RT,

де p1, V1 – тиск та об’єм бульбашки на глибинi, а
p2, V2 – на поверхнi. Тут враховано, що маса газу

в бульбашцi m та її температура T залишаються сталими. З останнiх
рiвнянь маємо

p1V1 = p2V2.

Звiдси виразимо V2:
V2 =

p1V1

p2
.

Тиск на глибинi визначимо як суму атмосферного та гiдростатично-
го:

p1 = p0 + ρgh,

а тиск на поверхнi дорiвнює атмосферному, тобто p2 = p0. Складовою
тиску (3.10), що виникає за рахунок сил поверхневого натягу, нехтує-
мо. Пiсля пiдстановки цих значень маємо кiнцеву формулу
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V2 =
V1 (p0 + ρgh)

p0
.

Знайдемо це значення:

V2 =
5 · 10−9 (101325 + 1000 · 9, 8 · 3)

101325
= 6, 451 · 10−9 (ì3).

7.6. При нагрiваннi газу на 1 К при сталому тиску його об’єм збiль-
шився удвiчi. В якому iнтервалi температур вiдбувалося нагрiвання?

∆T = 1 К,
V2 = 2V1,
p = const

T1, T2–?

В описаному випадку вiдбувається iзобарний про-
цес, отже, справедливим є закон Гей-Люссака (7.13):

V1

V2
=
T1

T2
.

Згiдно з умовою температури обох станiв газу пов’язанi
спiввiдношенням

T2 = T1 + ∆T.

В результатi матимемо
V1

2V1
=

T1

T1 + ∆T
,

2V1

V1
=
T1 + ∆T

T1
, 2 = 1 +

∆T

T1
,

∆T

T1
= 1, T1 = ∆T = 1 (Ê).

Тепер можна знайти температуру пiсля процесу нагрiвання:

T2 = T1 + ∆T = 1 + 1 = 2 (Ê).

7.7. У цилiндрi пiд поршнем знаходиться повiтря при тиску
2 · 105 Па та температурi 27°C. Якої ваги вантаж потрiбно покласти на
поршень пiсля нагрiвання повiтря до температури 50°C, щоб об’єм газу
в цилiндрi не змiнився? Площа поршня 30 см2.

p1 = 2 · 105 Па,
T1 = 300 К,
T2 = 323 К,
S = 3 · 10−3 м2

P–?

У задачi не змiнюються об’єм та маса газу,
отже, вiдбувається iзохорний процес, для якого
справедливим є закон Шарля (7.14):

p1

p2
=
T1

T2
.

Оскiльки в другому випадку на поршень дода-
тково поклали вантаж вагою P , то тиск при цьому збiльшився на ве-
личину P/S, тобто
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p2 = p1 +
P

S
=
P + Sp1

S
,

або пiсля пiдстановки цього тиску у наведений вище закон Шарля

p1S

P + Sp1
=
T1

T2
, p1ST2 = (P + Sp1)T1,

p1ST2 = PT1 + Sp1T1, P =
Sp1(T2 − T1)

T1
,

й пiсля розрахункiв

P =
Sp1(T2 − T1)

T1
=

3 · 10−3 · 2 · 105 · (323− 300)

300
= 46 (Í).

7.8. Закритий з обох кiнцiв горизонтальний цилiндр наповнений га-
зом при тиску 100 кПа i температурi 30°C та роздiлений легким рухо-
мим поршнем на двi рiвнi частини iз довжиною 50 см кожна. На яку
величину потрiбно пiдвищити температуру газу в лiвiй частинi цилiн-
дра, щоб поршень змiстився на вiдстань 20 см? У правiй частинi цилiн-
дра при нагрiваннi лiвої частини температура не змiнюється. Визначи-
ти тиск газу пiсля змiщення поршня.

p1 = 105 Па,
T1 = 303 К,
l = 0, 5 м,
∆l = 0, 2 м
∆T, p2–?

Якщо поршень знаходиться у станi рiвноваги, то
тиски по обидвi його сторони однаковi. До нагрiвання
системи тиски у лiвiй та правiй частинах цилiндра бу-
демо позначати p1, температури до нагрiвання також
однаковi, позначимо їх T1. За умовою задачi поршень
спочатку роздiляє цилiндр на двi рiвнi частини, отже,

однаковi також i об’єми цих частин, позначимо їх V1.
Пiсля нагрiвання лiвої частини знову встановлюється стан рiвно-

ваги, отже, в обох частинах знову встановляться однаковi тиски, по-
значимо їх p2. Температура правої частини не змiнюється, тому дорiв-
нює T1. Оскiльки лiва частина нагрiвається, позначимо її температуру
T2. Об’єми обох частин змiнюються, оскiльки поршень перемiщається.
Позначимо об’єм лiвої частини V ′1 , а об’єм правої V ′2 .

Рiвняння стану для лiвої частини поршня записується у представ-
леннi Клапейрона (7.11):

pV

T
= const,
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оскiльки для неї пiсля нагрiвання змiнюються всi три параметри
p, V, T . Отже, для двох станiв запишемо

p1V1

T1
=
p2V

′
1

T2
.

Для правої частини залишається незмiнною температура, тому
згiдно з (7.12)

p1V1 = p2V
′

2 , p2 =
p1V1

V ′2
.

Пiсля пiдстановки знайденого p2 до рiвняння стану газу в лiвiй ча-
стинi цилiндра матимемо

p1V1

T1
=
V ′1
T2

p1V1

V ′2
,

1

T1
=

V ′1
T2V ′2

, V ′1T1 = V ′2T2.

Ми отримали закон, подiбний до закону Гей-Люссака (7.13), але
для рiзних областей цилiндра. Об’єм цилiндра можна знайти за фор-
мулою V = Sl, де S – площа перерiзу цилiндра; l – його довжина.
Згiдно з умовою задачi матимемо:

V1 = lS, V ′1 = (l + ∆l)S, V ′2 = (l −∆l)S,

або пiсля пiдстановки до останнього виразу та скорочення S

(l + ∆l)T1 = (l −∆l)T2, T2 =
(l + ∆l)T1

l −∆l
.

За умовою задачi потрiбно знайти рiзницю температур, отже, має-
мо

∆T = T2 − T1 =
lT1 + ∆lT1

l −∆l
− T1 =

2T1∆l

l −∆l
.

Знайдемо числове значення шуканої величини:

∆T =
2T1∆l

l −∆l
=

2 · 303 · 0, 2
0, 5− 0, 2

= 404 (Ê).

Тиск, що встановився пiсля нагрiвання, знайдемо за ранiше отри-
маною формулою:

p2 =
p1V1

V ′2
=

p1lS

(l −∆l)S
=

p1l

l −∆l
=

105 · 0, 5
0, 5− 0, 2

= 1, 67 · 105 (Ïà).

7.9. Горизонтальну цилiндричну посудину довжиною 36 см роздi-
лено легким рухомим поршнем на двi частини. В однiй частинi знахо-
диться кисень, в iншiй – вдвiчi менша маса водню. Яку частину об’єму
буде займати водень? Температура газiв однакова.
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l = 0, 36 м,
mÊ = 2mÂ,
µÊ = 32 · 10−3 кг/моль,
µÂ = 2 · 10−3 кг/моль,
T = const

VÂ/V –?

Оскiльки поршень знаходиться в рiв-
новазi, тиски з обох його сторiн однаковi.
Запишемо для водню та кисню вiдповiднi
рiвняння стану (7.10):

pVÊ =
mÊ

µÊ
RT, pVÂ =

mÂ

µÂ
RT.

Подiлимо перше рiвняння на друге та скоротимо однаковi частини:

VÊ
VÂ

=
mÊµÂ
mÂµÊ

.

Нехай l – загальна довжина цилiндра; x – довжина цилiндра, яку
займає кисень. Тодi водень займе (l − x) частину цилiндра. Вiдповiдно
до цього об’єм цилiндра V , а також об’єми, що займають водень та
кисень, будуть однаковi:

V = lS, VÊ = xS, VÂ = (l − x)S.

Пiсля пiдстановки цих значень в останнє рiвняння матимемо таке:
x

l − x
=
mÊµÂ
mÂµÊ

, xmÂµÊ = lmÊµÂ − xmÊµÂ,

x (mÂµÊ +mÊµÂ) = lmÊµÂ, x =
lmÊµÂ

mÂµÊ +mÊµÂ
,

або iз урахуванням умови mÊ = 2mÂ отримаємо

x =
l · 2mÂµÂ

mÂµÊ + 2mÂµÂ
=

2lµÂ
µÊ + 2µÂ

.

Розрахуємо це значення:

x =
2lµÂ

µÊ + 2µÂ
=

2 · 0, 36 · 2 · 10−3

32 · 10−3 + 2 · 2 · 10−3
= 0, 04 (ì).

Знайдемо, яку частину об’єму займає водень:

VÂ
V

=
(l − x)S

lS
=
l − x
l

= 1− x

l
= 1− 0, 04

0, 36
= 0, 89.

Таким чином, водень займає 89% об’єму цилiндра, хоча його ма-
са вдвiчi менша. Причина в тому, что однаковi кiлькостi речовини (або
кiлькостi молекул) газу займають однаковi об’єми, а оскiльки молярна
маса водню значно менша, вiн мiстить набагато бiльше молекул у своїй
масi, нiж удвiчi важча частина кисню.
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7.10. Вiдкрита з обох кiнцiв цилiндрична трубка невеликого пере-
рiзу довжиною 100 см наполовину занурена у ртуть. Верхнiй кiнець
трубки закривають та виймають її iз ртутi, при цьому частина ртутi
витiкає. Знайдiть довжину стовпчика ртутi, що залишилась у трубцi.
Атмосферний тиск нормальний.

l = 1 м,
p0 = 105 Па,
ρ = 13, 6 · 103 кг/м3,
g = 9, 8 м/с2

h–?

Розглянемо два випадки стану повiтря у
трубцi. До того як трубку вийняли iз ртутi, по-
вiтря займало об’єм V0 = lS/2, де S – площа
перерiзу трубки.

Нехай у трубцi, пiсля того як її вийняли,
залишився стовпчик ртутi довжиною h, тодi

iншу частину об’єму V1 = (l − h)S займає повiтря. Оскiльки у про-
цесi не змiнюються маса повiтря та його температура, використовуємо
закон Бойля-Марiотта (7.12):

p0V0 = p1V1,

або iз урахуванням знайдених об’ємiв:

p0
lS

2
= p1(l − h)S.

Тиск p1 у трубцi буде меншим на величину гiдростатичного тиску,
що створює стовпчик ртутi, тобто

p1 = p0 − ρgh.

Пiдставимо це значення у верхнє рiвняння, одночасно скоротивши
площу S:

p0
l

2
= (p0 − ρgh)(l − h),

p0l

2
= p0l − ρghl − p0h+ ρgh2,

ρgh2 − (ρgl + p0)h+
p0l

2
= 0.

Пiдставимо в це рiвняння числовi значення й отримаємо

13, 6 · 103 · 9, 8h2 − (13, 6 · 103 · 9, 8 · 1 + 105)h+
105 · 1

2
= 0,

133280h2 − 233280h+ 50000 = 0,

або подiливши кожен доданок на 160:
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833h2 − 1458h+ 312, 5 = 0.

Це звичайне квадратне рiвняння, що у загальному випадку має два
коренi. При його розв’язаннi отримуємо h1 = 1, 5 (м), h2 = 0, 25 (м).
Перший корiнь не має фiзичного сенсу, оскiльки ця довжина бiльша
загальної довжини трубки. Отже, вiдповiдь h = 0, 25 м.

7.11. У балонi ємнiстю 20 л знаходиться кисень при температурi
17°C та тиску 400 кПа. За кiлька годин температура кисню зросла до
27°C, а тиск залишився незмiнним. Скiльки кисню вийшло iз балона?

V = 0, 02 м3,
p = 4 · 105 Па,
T1 = 290 К,
T2 = 300 К,
µ = 0, 032 кг/моль,
R = 8, 31 Дж/(моль·К),
p = const

∆m–?

Оскiльки газ iз балона витiкає (при
пiдвищеннi температури тиск не змiню-
ється), то для цього процесу не мож-
на записувати закон Шарля, а потрiбно
використовувати рiвняння Менделєєва-
Клапейрона (7.10):

pV =
m1

µ
RT1, pV =

m2

µ
RT2,

де враховано, що об’єм балона та тиск газу
залишаються сталими. Виразимо iз цих рiвнянь маси газу до зростання
температури m1 та пiсля її зростання m2:

m1 =
pV µ

RT1
, m2 =

pV µ

RT2
.

Тепер можна знайти змiну маси, яка буде дорiвнювати масi кисню,
що вийшов iз балона:

∆m = m1 −m2 =
pV µ

RT1
− pV µ

RT2
=
pV µ

R

(
1

T1
− 1

T2

)
.

Пiсля розрахунку матимемо

∆m =
4 · 105 · 0, 02 · 0, 032

8, 31

(
1

290
− 1

300

)
= 3, 541 · 10−3 (êã).

7.12. Балон ємнiстю 10 л, що мiстить газ пiд тиском 21 кПа, з’єдну-
ють з балоном ємнiстю 40 л, в якому газ знаходиться пiд тиском 1 кПа.
Знайти тиск, що встановився у посудинах. Вважати, що температура
не змiнюється.
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V1 = 10−2 м3,
p1 = 2, 1 · 104 Па,
V2 = 4 · 10−2 м3,
p2 = 103 Па,
T = const

p–?

Коли балони з’єднують, кожен iз газiв займає
об’єм V1 + V2, i їх тиск можна знайти iз закону
Дальтона (7.7):

p = p′1 + p′2,

де p′1 та p′2 – парцiальнi тиски, тобто такi, що
створював би кожний газ окремо, якщо б тiльки вiн знаходився в посу-
динi. Оскiльки температура газiв не змiнюється, цi тиски можна знайти
за законом Бойля-Марiотта для iзотермiчного процесу (7.12):

p1V1 = p′1(V1 + V2), p2V2 = p′2(V1 + V2),

p′1 =
p1V1

V1 + V2
, p′2 =

p2V2

V1 + V2
.

Або для шуканого тиску

p = p′1 + p′2 =
p1V1

V1 + V2
+

p2V2

V1 + V2
=
p1V1 + p2V2

V1 + V2
.

Пiсля пiдстановки значень

p =
p1V1 + p2V2

V1 + V2
=

2, 1·104·10−2 + 103·4·10−2

10−2 + 4 · 10−2
= 5000 (Ïà).

7.13. Обчислити для нормальних умов та температури 100°C зна-
чення середньої квадратичної швидкостi молекул газу CO2.

p0 = 105 Па,
T0 = 293 К,
T1 = 373 К,
µ = 44 · 10−3 кг/моль,
R = 8, 31 Дж/(моль·К)
v0êâ, v1êâ–?

Середню квадратичну швидкiсть мож-
на знайти за формулою (7.6):

p =
1

3
m0n〈v2〉, vêâ =

√
3p

m0n
,

деm0 – маса молекули, а концентрацiю га-
зу n можна визначити за формулою (7.5):

n =
N

V
,

де N – кiлькiсть молекул, V – об’єм системи. Звiдси можна виразити
добуток m0n:

m0n =
m0N

V
,
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а добуток маси молекули на їх кiлькiсть m0N – це загальна маса газу
m. Згiдно iз цим та виразом (7.4) матимемо таке:

m0n =
m

V
= ρ,

де ρ – густина газу. Пiдставивши цей результат у вираз для швидкостi,
отримуємо

vêâ =

√
3p

ρ
.

Густину будемо знаходити iз рiвняння Менделєєва-Клапейрона (7.10):

pV =
m

µ
RT, ρ =

m

V
=

pµ

RT
.

Iз урахуванням цього вираз для знаходження середньої квадратичної
швидкостi набере вигляду

vêâ =

√
3pRT

pµ
=

√
3RT

µ
.

Проведемо розрахунки для двох значень температур:

v0êâ =

√
3RT0

µ
=

√
3 · 8, 31 · 293

44 · 10−3
= 407, 44

(ì
ñ

)
,

v1êâ =

√
3RT1

µ
=

√
3 · 8, 31 · 373

44 · 10−3
= 459, 72

(ì
ñ

)
.

7.14. Знайти молярну масу газу, властивостi якого вiдповiдають
властивостям сумiшi 160 г кисню та 120 г азоту.

mê = 0, 16 кг,
mà = 0, 12 кг,
µê = 32 · 10−3 кг/моль,
µà = 28 · 10−3 кг/моль
µ–?

Кiлькiсть молей сумiшi – це сума кiль-
костей молей азоту νà та кисню νê:

ν = νà + νê.

Кiлькiсть молей цих газiв знайдемо за фор-
мулою (7.2):

νê =
mê

µê
, νà =

mà

µà
,

тобто
ν =

mê

µê
+
mà

µà
=
mêµà +màµê

µêµà
.
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Загальна маса газу – це сума складових:

m = mà +mê.

Молярна маса сумiшi визначиться таким чином:

µ =
m

ν
=

(mà +mê)µêµà
mêµà +màµê

.

Кiнцеву формулу знайдено, обчислимо числове значення:

µ =
(0, 12 + 0, 16) · 32 · 10−3 · 28 · 10−3

0, 16 · 28 · 10−3 + 0, 12 · 32 · 10−3
= 30, 15

( êã

ìîëü

)
.

Задачi для самостiйного розв’язування

7.15. Скiльки молекул повiтря вийде з кiмнати, що має об’єм
240 м3, якщо температура в кiмнатi пiдвищується вiд 15°C до 30°C, а
тиск залишається сталим та дорiвнює 740 мм рт. ст.? Яким потрiбно
зробити тиск пiсля пiдвищення температури, щоб кiлькiсть молекул
повiтря в кiмнатi не змiнилася?

7.16. Скiльки молекул мiститься в краплi води дiаметром 0,1 мм?

7.17. Знайти температуру газу, якщо середня кiнетична енергiя по-
ступального руху його молекул 4, 14 · 10−21 Дж.

7.18. У посудинi знаходиться газ при тиску 0,15 МПа та темпера-
турi 273°C. Знайти концентрацiю молекул цього газу.

7.19. Знайти густину кисню при тиску 0,13 МПа, якщо середня
квадратична швидкiсть його молекул дорiвнює 1,4 км/с.

7.20. Визначити середню кiнетичну енергiю та швидкiсть однi-
єї молекули водню при температурi 500 К, якщо її маса дорiвнює
3, 4 · 10−27 кг.

7.21. Знайти число молекул водню в об’ємi 15 см3, якщо його тиск
дорiвнює 26,6 кПа, а середня квадратична швидкiсть молекул при да-
них умовах становить 2,4 км/с.

7.22. У балонi з об’ємом 1 л знаходиться азот пiд тиском 200 кПа,
причому в кожному 1 см3 газу мiститься 4, 3 · 1019 молекул. Обчислити

106



7. Основи молекулярної фiзики. Iзопроцеси

енергiю поступального руху однiєї молекули та сумарну енергiю всiх
молекул. Знайти середню квадратичну швидкiсть молекул.

7.23. Є двi однаковi посудини, що мiстять однаковi кiлькостi моле-
кул азоту. В першiй посудинi середня квадратична швидкiсть молекул
дорiвнює 400 м/с, а в iншiй – 500 м/с. Яка встановиться швидкiсть,
якщо цi посудини з’єднати? Втратами теплоти знехтувати.

7.24. Який тиск на стiнки посудини створюють молекули газу, якщо
маса газу дорiвнює 3 г, об’єм посудини – 0,15 л, а середня квадратична
швидкiсть молекул – 500 м/с?

7.25. У закриту посудину з повiтрям додали ефiр, пiсля випаро-
вування якого концентрацiя молекул газоподiбного ефiру стала рiвна
1023 м−3, а тиск пiдвищився на 414 Па. Температура сумiшi газiв у по-
судинi 27°C. Використовуючи цi данi, знайти сталу Больцмана.

7.26. Концентрацiя молекул невiдомого газу при нормальних умо-
вах дорiвнює 2, 7 · 1025 м−3. Цей газ при температурi 91°C i тиску
800 кПа має густину 5,4 кг/м3. Знайти масу однiєї молекули невiдо-
мого газу.

7.27. У цилiндр двигуна, робочий об’єм якого 9,16 л, надходить по-
вiтря пiд тиском 105 Па. Яким стане тиск повiтря, якщо його об’єм
зменшиться до 0,61 л? Температура у процесi стискування не змiню-
ється.

7.28. Посудину, що мiстить газ пiд тиском 1, 4 · 105 Па, з’єднали
iз порожнiм об’ємом 6 л. Пiсля цього в нiй встановився тиск 105 Па.
Знайдiть об’єм посудини, якщо T = const.

7.29. Iз балона об’ємом 2 л вiдкачали повiтря до тиску 400 мм рт. ст.
за кiмнатної температури, пiсля чого горловину балона закрили проб-
кою. Потiм балон занурюють у воду тiєї самої температури, i на глибинi
1,2 м пробка виймається iз горловини. Який об’єм води заходить у ба-
лон, якщо атмосферний тиск у цей момент дорiвнює 750 мм рт. ст.?

7.30. Визначити тиск газу в електричнiй лампi, об’єм якої 1 л, якщо
при вiдламуваннi кiнчика останньої у водi на глибинi 1 м в лампу увiй-
шло 998,7 г води? Атмосферний тиск нормальний.
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7.31. У цилiндрi iз площею основи 0,2 м2 знаходиться 500 л по-
вiтря. Зовнiшнiй тиск дорiвнює 0, 98 · 105 Па. На скiльки опуститься
поршень, якщо на нього подiяти силою 980 Н? Масою поршня та його
тертям об стiнки посудини знехтувати.

7.32. У цилiндрi пiд поршнем знаходиться газ. Маса поршня дорiв-
нює 600 г, а площа його основи – 20 см2, атмосферний тиск – 100 кПа.
Яку додаткову силу потрiбно прикласти до поршня, щоб об’єм газу в
цилiндрi зменшився вдвiчi?

7.33. Посерединi цилiндра, що закритий з обох кiнцiв, знаходиться
легкий рухомий поршень. Тиски газу в обох частинах цилiндра одна-
ковi й дорiвнюють 105 Па. Поршень змiстили таким чином, що об’єм
однiєї iз частин зменшився удвiчi. Яка рiзниця тискiв по обидвi сторо-
ни поршня, якщо температура газу не змiнилася?

7.34. У цилiндрi, що закритий з обох кiнцiв, знаходиться легкий
поршень, який не проводить тепло i може ковзати по цилiндровi без
тертя. Цей поршень роздiляє цилiндр на двi частини таким чином, що
об’єм однiєї частини в 3 рази бiльший за об’єм iншої. Температура газiв
з обох сторiн однакова. Де встановиться поршень, якщо температуру
газу в меншiй частинi збiльшити в 3 рази?

7.35. Закритий цилiндр довжиною 0,5 м роздiлений на двi однаковi
частини поршнем, що не проводить тепло. В обох частинах знаходя-
ться однаковi маси одного i того самого газу при температурi 200 К.
На яку вiдстань змiститься поршень, якщо в однiй iз частин темпера-
туру газу пiдвищити до 300 К?

7.36. У вертикальнiй трубцi, що зачинена знизу, iз площею попере-
чного перерiзу 0,1 см2 знаходиться 6 см3 повiтря, який закритий стовп-
чиком ртутi висотою 4 см. Яка буде висота стовпчика повiтря, якщо
додати 27,2 г ртутi? Атмосферний тиск нормальний.

7.37. У посудину iз ртуттю опускають вiдкриту з обох кiнцiв скля-
ну трубку, залишаючи над поверхнею кiнець довжиною 60 см. Потiм
трубку закривають та занурюють додатково ще на 30 см. Знайдiть ви-
соту стовпчика повiтря у трубцi. Атмосферний тиск нормальний.

7.38. Газ при температурi 27°C займає об’єм 0,25 л. Який об’єм мо-
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же зайняти та сама маса газу, якщо температура пiдвищиться до 51°C?
Тиск вважати сталим.

7.39. При якiй температурi знаходився газ, якщо при його нагрi-
ваннi на 22 К та сталому тиску об’єм став у 3 рази бiльший за первi-
сний?

7.40. Якщо тиск, пiд яким знаходиться газ, змiнити на 200 кПа,
об’єм газу змiниться на 3 л. Якщо тиск змiнити на 500 кПа, об’єм змi-
ниться на 5 л. Якi були початковi об’єм та тиск газу? Температура не
змiнюється.

7.41. Яка температура газу, що знаходиться пiд тиском 0,5 МПа у
посудинi з об’ємом 30 л, якщо в цiй посудинi знаходиться 3, 6 · 1024

молекул цього газу?

7.42. Гумовий човен надувають зранку при температурi повiтря
280 К. На скiльки вiдсоткiв збiльшиться тиск повiтря в човнi, якщо
повiтря нагрiвається до температури 308 К? Змiною об’єму човна зне-
хтувати.

7.43. Об’єм, що займає газ, збiльшили на 20%, а тиск зменшили
на 10%. На скiльки градусiв змiнилася температура газу, якщо його
початкова температура дорiвнювала 100 К?

7.44. Кубiчну посудину з об’ємом 8 л наповнили повiтрям при нор-
мальному тиску та температурi 20°C. Посудину закрили та нагрiли до
температури 150°C. Яка результуюча сила буде дiяти на кожну з граней
куба?

7.45. У цилiндрi пiд поршнем знаходиться газ об’ємом 6 · 10−3 м3

при температурi 323 К. До якого об’єму потрiбно iзобарно стискувати
цей газ, щоб його температура знизилася до 223 К?

7.46. Скляна вiдкрита колба об’ємом 500 см3, що мiстить повiтря,
нагрiвається до температури 227°C. Пiсля цього її горловину занурю-
ють у воду. Яка кiлькiсть води потрапить у колбу, коли її температура
знизиться до 27°C? Вважати, що вiдбувається iзобарний процес.

7.47. Двi кулi з об’ємами 1 л кожна з’єднанi трубкою дiаметром
6 мм та довжиною 1 м. У трубцi знаходиться краплина ртутi, яка при
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0°C знаходиться посерединi трубки. На скiльки змiститься краплина
ртутi, якщо лiву кулю нагрiти на 2°C, а праву охолодити на 1°C? Роз-
ширенням стiнок знехтувати.

7.48. Закритий з обох кiнцiв цилiндр заповнено газом та роздiле-
но легким рухомим поршнем на двi однаковi частини довжиною 0,34 м
кожна. Температура газу дорiвнює 27°C. На скiльки градусiв потрiбно
нагрiти газ в однiй iз частин цилiндра, щоб поршень змiстився на 0,1 м?

7.49. Газ знаходиться в герметичному балонi при температурi 12°C
та тиску 5 · 106 Па. Яким стане тиск при пiдвищеннi температури до
27°C?

7.50. У балонi знаходиться стиснений газ. Чи витiкатиме газ з ба-
лона, якщо при температурi−3°C його тиск становить 18 ·105 Па, а при
температурi 27°C тиск дорiвнює 20 · 105 Па?

7.51. Знайдiть температуру iдеального газу, що знаходиться в гер-
метичнiй посудинi, якщо тиск газу збiльшився на 0,4% вiд початкового
тиску при нагрiваннi на 1 К.

7.52. У ксеноновiй лампi кiнопроектора при температурi 0°C тиск
газу дорiвнює 8 · 105 Па. В робочому станi його тиск пiдвищується до
24 · 105 Па. Знайдiть температуру ксенону пiд час роботи лампи.

7.53. Вiдкриту пробiрку з повiтрям, що знаходиться при атмосфер-
ному тиску p1, повiльно нагрiли до температури T1, а потiм гермети-
чно закрили та охолодили до 283 К. Тиск при цьому впав на величину
0, 3p1. До якої температури була нагрiта пробiрка? Розширення про-
бiрки не враховувати.

7.54. У цилiндрi пiд поршнем знаходиться повiтря при тиску
250 кПа та температурi 27°C. На поршень поклали вантаж масою 5 кг.
До якої температури потрiбно нагрiти повiтря, щоб його об’єм при цьо-
му не змiнився? Площа поршня – 20 см2.

7.55. Iз дна озера, де температура води дорiвнює 7°C, а тиск 3,5 атм,
на поверхню iз температурою води 17°C та тиском 1 атм пiдiймається
повiтряна бульбашка. Яким стане її об’єм на поверхнi озера, якщо на
днi бульбашка мала об’єм 1 мм3?
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7.56. Газ, що займає при температурi 400 К та тиску 100 кПа об’єм
2 л, iзотермiчно стискають до деякого об’єму V2 та тиску p2. Потiм його
iзобарно охолоджують до температури 200 К, пiсля чого iзотермiчно
змiнюють його об’єм до 1 л. Знайти кiнцевий тиск.

7.57. Деякий газ масою 0,007 кг, що знаходиться в балонi при тем-
пературi 27°C, створює тиск 50 кПа. Водень масою 0,004 кг в цьому
балонi при 60°C створює тиск 444 кПа. Яка молярна маса невiдомого
газу? Який це газ?

7.58. На деякiй висотi тиск повiтря становить 230 мм рт. ст., а тем-
пература дорiвнює−43°C. Знайти густину повiтря.

7.59. Балон iз газом, тиск якого дорiвнює 80 кПа, з’єднали з бало-
ном, об’єм якого в 3 рази бiльший, а тиск такого самого газу в ньому
дорiвнює 40 кПа. Знайдiть тиск газу пiсля того, як обидва балони з’єд-
нали тонкою трубкою.

7.60. У двох посудинах, що сполученi тонкою трубкою iз закритим
краном, при однакових температурах знаходиться гелiй. Об’єм першої
посудини V1 = 2 л, тиск у нiй p1 = 4 · 105 Па. Тиск у другiй посудинi
p2 = 2 · 105 Па. Пiсля вiдкриття крану в посудинах встановився тиск
p = 0, 28 МПа. Знайти об’єм другої посудини V2, якщо температура
гелiю не змiнюється.

7.61. Використовуючи закон Дальтона, визначити молярну масу
повiтря, враховуючи лише двi основнi його складовi: 76% азоту та 24%
кисню за масою.

7.62. Визначити густину сумiшi газiв водню з масою m1 = 8 г i
кисню з масою m2 = 64 г при температурi T = 290 К i тиску
p = 0, 1 МПа. Вважати, що гази поводять себе як iдеальнi.
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8. Елементи термодинамiки. Робота
й енергiя газу

Основнi формули

• Теплоємнiсть

C =
δQ

δT
, (8.1)

де δQ – нескiнченно малий прирiст теплоти (Дж); δT – нескiн-
ченно малий прирiст температури (К), якому вiдповiдає δQ.

• Молярна теплоємнiсть речовини

C =
δQ

ν · δT
, (8.2)

де ν – кiлькiсть речовини (моль).

• Питома теплоємнiсть речовини

c =
δQ

m · δT
, (8.3)

де m – маса речовини (кг).

• Зв’язок мiж молярною C та питомою c теплоємностями газу

C = cµ, (8.4)

де µ – молярна маса газу (кг/моль).

• Молярна та питома теплоємностi при сталому об’ємi

CV =
iR

2
, cV =

iR

2µ
, (8.5)

де i – кiлькiсть ступенiв вiльностi; R = 8, 31 Дж/(моль·К) – унi-
версальна газова стала.

• Молярна та питома теплоємностi при сталому тиску

Cp =
(i+ 2)R

2
, cp =

(i+ 2)R

2µ
. (8.6)
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• Рiвняння Майєра
Cp − CV = R. (8.7)

• Показник адiабати

γ =
Cp
CV

=
i+ 2

i
. (8.8)

• Показник полiтропи

n =
C − Cp
C − CV

, (8.9)

де C – молярна теплоємнiсть для полiтропiчного процесу.

• Перший закон термодинамiки

δQ = dU + δA, (8.10)

де δQ – прирiст теплоти, що наданий системi ззовнi (Дж); dU –
диференцiал (прирiст) внутрiшньої енергiї системи (Дж); δA –
елементарна робота, що виконується системою над зовнiшнiми
тiлами (Дж).

• Внутрiшня енергiя газу

U = N〈ε〉 = N
i

2
kT, (8.11)

де N – кiлькiсть молекул газу; 〈ε〉 – середня кiнетична енергiя
молекули (Дж); k = 1, 38 · 10−23 Дж/К – стала Больцмана; T –
температура (К).

• Внутрiшня енергiя газу (8.11)

U =
i

2
νRT =

i

2

m

µ
RT =

i

2
pV = νCV T, (8.12)

де ν – кiлькiсть речовини (моль);m– маса газу (кг); µ– молярна
маса газу (кг/моль); p– тиск (Па); V – об’єм (м3);CV – молярна
теплоємнiсть (Дж/(моль·К)).
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• Робота, що пов’язана зi змiною об’єму газу:

A =

V2∫
V1

pdV, (8.13)

де V1, V2 – початковий та кiнцевий об’єми газу (м3).

• Робота при iзобарному процесi (p = const)

A = p∆V, (8.14)

де ∆V = V2 − V1 – змiна об’єму (м3).

• Робота при iзотермiчному процесi (T = const)

A =
m

µ
RT ln

V2

V1
. (8.15)

• Робота при адiабатному процесi (δQ = 0)

A =
m

µ
CV (T1 − T2) =

νRT1

γ − 1

[
1−

(
V1

V2

)γ−1
]
, (8.16)

де V1, V2 – початковий та кiнцевий об’єми газу (м3); T1, T2 – по-
чаткова та кiнцева температури (К); γ – показник адiабати (8.8).

• Рiвняння стану для газу при адiабатному процесi (рiвняння Пу-
ассона)

TV γ−1=const, pV γ=const, T γp1−γ=const. (8.17)

• Рiвняння стану газу для полiтропiчного процесу

TV n−1=const, pV n=const, Tnp1−n=const, (8.18)

де n – показник полiтропи (8.9). Для iзотермiчного процесу
n = 1, для iзобарного n = 0, для адiабатного n = γ, для iзо-
хорного n =∞.
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• Перший закон термодинамiки (8.10) для iзобарного процесу
(p = const)

dU=
m

µ
CV dT, δA=

m

µ
RdT, δQ=

m

µ
CpdT. (8.19)

• Перший закон термодинамiки (8.10) для iзохорного процесу
(V = const)

dU =
m

µ
CV dT, δA = 0, δQ = dU. (8.20)

• Перший закон термодинамiки (8.10) для iзотермiчного процесу
(T = const)

dU = 0, δA =
m

µ
RT ln

V2

V1
, δQ = δA. (8.21)

• Перший закон термодинамiки (8.10) для адiабатного процесу
(δQ = 0)

dU =
m

µ
CV dT, δA = −dU, δQ = 0. (8.22)

Приклади розв’язання задач

8.1. Рiзниця питомих теплоємностей cp − cV деякого двоатомно-
го газу дорiвнює 260 Дж/(кг·К). Знайти молярну масу µ газу та його
питомi теплоємностi cV i cp.

cp − cV = 260 Дж/(кг·К),
i = 5,
R = 8, 31 Дж/(кг·К)
µ, cV , cp–?

За формулами (8.5), (8.6):

cp =
(i+ 2)R

2µ
, cV =

iR

2µ
.

Отримаємо вираз для рiзницi цих тепло-
ємностей:

cp − cV =
(i+ 2)R

2µ
− iR

2µ
=
R

µ
.

Звiдси легко знайти молярну масу газу:
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µ =
R

cp − cV
.

Iз урахуванням цього знайдемо вирази для розрахунку теплоємно-
стей:

cp =
(i+ 2)R

2µ
=

(i+ 2)R

2
· cp − cV

R
=

(i+ 2)(cp − cV )

2
,

cV =
iR

2µ
=
iR

2
· cp − cV

R
=
i(cp − cV )

2
.

Залишилося провести розрахунки:

µ =
R

cp − cV
=

8, 31

260
= 32 · 10−3

( êã

ìîëü

)
,

cp =
(i+ 2)(cp − cV )

2
=

(5 + 2) · 260

2
= 910

(
Äæ

êã ·Ê

)
,

cV =
i(cp − cV )

2
=

5 · 260

2
= 650

(
Äæ

êã ·Ê

)
.

8.2. Якi питомi теплоємностi cV i cp сумiшi газiв, що мiстить кисень
масою m1 = 10 г та азот масою m2 = 20 г.

m1 = 10−2 кг,
m2 = 2 · 10−2 кг,
µ1 = 32 · 10−3 кг,
µ2 = 28 · 10−3 кг,
i = 5,
R = 8, 31 Дж/(кг·К)
cV , cp–?

Iз визначення питомої теплоємностi (8.3):

c =
δQ

m · δT
, Q = cm∆T,

деQ– кiлькiсть теплоти, отримана газом;m–
його маса; ∆T – рiзниця температур. При на-
даннi кiлькостi теплоти сумiшi газiв можна за-
писати рiвняння теплового балансу у виглядi

cm∆T =
∑

cimi∆T,

де c,m =
∑
mi – теплоємнiсть та маса сумiшi газiв; ci,mi – теплоєм-

нiсть та маса кожного газу окремо. Iз останнього рiвняння отримуємо
вираз для розрахунку теплоємностi сумiшi

c =

∑
cimi

m
=
∑

ciωi,

де введено масову частку i-го газу, яка визначається формулою
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ωi =
mi∑
mi
.

У нашому випадку сумiш складається з двох типiв газiв, отже,
отримуємо

ω1 =
m1

m1 +m2
, ω2 =

m2

m1 +m2
.

Спочатку знайдемо теплоємнiсть сумiшi при сталому об’ємi cV , яка
визначається формулою (8.5):

cV =
iR

2µ
.

Оскiльки за умовою обидва гази двоатомнi, для обох i = 5. Згiдно
з отриманою ранiше формулою матимемо

cV = cV 1ω1 + cV 2ω2 =
iR

2µ1
ω1 +

iR

2µ2
ω2 =

=
iR ·m1

2µ1(m1 +m2)
+

iR ·m2

2µ2(m1 +m2)
=

iR

2(m1 +m2)

(
m1

µ1
+
m2

µ2

)
.

Для визначення теплоємностi при сталому тиску cp потрiбно вико-
ристовувати формулу (8.6):

cp =
(i+ 2)R

2µ
.

Проводячи аналогiчнi дiї, матимемо кiнцеву формулу у виглядi

cp =
(i+ 2)R

2(m1 +m2)

(
m1

µ1
+
m2

µ2

)
.

Проведемо розрахунки:

cV =
5 · 8, 31

2(10−2+2 · 10−2)

(
10−2

32·10−3
+

2 · 10−2

28·10−3

)
=711

(
Äæ

êã ·Ê

)
,

cp=
7 · 8, 31

2(10−2+2 · 10−2)

(
10−2

32·10−3
+

2 · 10−2

28·10−3

)
=995, 5

(
Äæ

êã ·Ê

)
.

8.3. Розрахувати змiну внутрiшньої енергiї у результатi випарову-
вання води при кип’ятiннi iнструментiв у стерилiзаторi, якщо тиск при
цьому був сталий i дорiвнював 105 Па, а випарувалося 18 г води. Пи-
тома теплота випаровування води при 100°C дорiвнює 22, 6 ·105 Дж/кг.
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p = 105 Па,
m = 18 · 10−3 кг,
T = 373 К,
µ = 18 · 10−3 кг/моль,
R = 8, 31 Дж/(моль·К),
r = 22, 6 · 105 Дж/кг
∆U–?

У даному випадку вiдбувається iзо-
термiчне випаровування рiдини при ста-
лому тиску. По-перше, системi ззовнi на-
дається теплота для нагрiвання рiдини,
по-друге, пара, що утворюється, здiйснює
роботу з розширення проти зовнiшнього
(атмосферного) тиску. Використаємо пер-

ший закон термодинамiки (8.10):

Q = ∆U +A, ∆U = Q−A,
де необхiдну для випаровування кiлькiсть теплоти розраховуємо за
формулою

Q = rm,

де r – питома теплота пароутворення (конденсацiї); m – маса пари.
Робота з розширення A визначається формулою (8.14):

A = p(V2 − V1) ≈ pV2,

де V2 – об’єм води у газоподiбному станi; V1 – початковий об’єм до
випаровування. Iз урахуванням вищезазначеного для визначення змiни
внутрiшньої енергiї маємо спiввiдношення

∆U = rm− pV2.

Оскiльки за умовою температура не змiнюється, згiдно з рiвнянням
Менделєєва-Клапейрона (7.10) маємо

pV2 =
m

µ
RT

або пiсля пiдстановки до виразу для визначення ∆U

∆U = rm− m

µ
RT = m

(
r − RT

µ

)
.

Пiсля розрахунку матимемо

∆U = 18 · 10−3 ·
(

22, 6 · 105 − 8, 31 · 373

18 · 10−3

)
= 37580 (Äæ).

8.4. У кисневiй подушцi об’ємом 1 л мiститься 2 молi кисню пiд ти-
ском 300 кПа. При вiдкриваннi клапана газ розширюється, i при цьо-
му його температура падає вiд 325 К до 275 К. Розрахуйте роботу, що
здiйснює газ, якщо зовнiшнiй тиск 100 кПа.
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V = 10−3 м3,
ν = 2 моль,
p1 = 3 · 105 Па,
T1 = 325 К,
T2 = 275 К,
p2 = 105 Па,
R = 8, 31 Дж/(моль·К)
A–?

Роботу, що здiйснюється у незворотно-
му процесi проти сил зовнiшнього тиску
при розширеннi газу, розраховуємо за фор-
мулою (8.14):

A = p2(V2 − V1),

де об’єми знайдемо за рiвнянням
Менделєєва-Клапейрона (7.10):

p1V1 = νRT1, p2V2 = νRT2,

V1 =
νRT1

p1
, V2 =

νRT2

p2
.

Пiсля пiдстановки цих об’ємiв у вираз для роботи матимемо

A = p2(V2 − V1) = p2

(
νRT2

p2
− νRT1

p1

)
= νR

(
T2 −

p2T1

p1

)
.

Отже, ми отримали формулу для знаходження роботи газу про-
ти сил зовнiшнього тиску при адiабатному незворотному розширеннi.
Розрахуємо числове значення роботи:

A = νR

(
T2−

p2T1

p1

)
= 2 · 8, 31 ·

(
275−105 · 325

3 · 105

)
= 2770 (Äæ).

8.5. 0,85 моль iдеального одноатомного газу, що спочатку знахо-
дився пiд тиском 1,5 МПа та температурi 300 К, розширюється iзотер-
мiчно, доки тиск не стане 100 кПа. Розрахуйте роботу, яку в цьому про-
цесi виконує газ, якщо розширення вiдбувається: а) зворотно; б) проти
зовнiшнього тиску 100 кПа.

ν = 0, 85 моль,
p1 = 1, 5 · 106 Па,
T = 300 К,
p2 = 105 Па,
R = 8, 31 Дж/(моль·К)
A–?

Розглянемо спочатку випадок, в якому
вiдбувається зворотний процес – при цьо-
му зовнiшнiй тиск не є сталим, а змiнює-
ться разом зi змiною тиску газу, що розши-
рюється. В цьому випадку для розрахун-
ку роботи газу потрiбно використовувати
формулу (8.15) для iзотермiчного процесу:

A = νRT ln
V2

V1
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або iз урахуванням закону Бойля-Марiотта для iзотермiчного процесу
(7.12):

p1V1 = p2V2,
p1

p2
=
V2

V1
можна записати

A = νRT ln
p1

p2
.

Розрахуємо це значення:

A = νRT ln
p1

p2
= 0, 85 · 8, 31 · 300 · ln 1, 5 · 106

105
= 5738, 5 (Äæ).

Розглянемо другий випадок, коли газ здiйснює роботу проти сил
сталого зовнiшнього тиску (випадок б)). Робота, що здiйснюється у не-
оборотному процесi проти сил зовнiшнього тиску при розширеннi газу
розраховується за формулою (8.14):

A = p2(V2 − V1),

де об’єми знайдемо за рiвнянням Менделєєва-Клапейрона (7.10):

p1V1 = νRT, p2V2 = νRT,

V1 =
νRT

p1
, V2 =

νRT

p2
.

Пiсля пiдстановки цих об’ємiв у вираз для роботи матимемо

A = p2(V2 − V1) = p2

(
νRT

p2
− νRT

p1

)
= νRT

(
1− p2

p1

)
.

Розрахуємо числове значення роботи:

A = 0, 85 · 8, 31 · 300 ·
(

1− 105

1, 5 · 106

)
= 1977, 78 (Äæ).

Отже, в оборотному процесi газ здiйснює набагато бiльшу роботу,
нiж у необоротному.

8.6. На нагрiвання кисню масою m = 160 г на ∆T = 12 К бу-
ло витрачено кiлькiсть теплоти Q = 1, 75 кДж. Яким чином проходив
процес: за сталого тиску або за сталого об’єму?
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m = 0, 16 кг,
∆T = 12 К,
Q = 1750 Дж,
i = 5,
µ = 32 · 10−3 кг/моль,
R = 8, 31 Дж/(моль·К)
Qp, QV –?

Позначимо через Qp та QV кiлькостi
теплоти, що були б затраченi в iзобарно-
му (p = const) та iзохорному (V = const)
процесах. Цi величини можуть бути знай-
денi згiдно iз першим законом термодина-
мiки i вiдповiдно до (8.19), (8.20) запису-
ються як

Qp =
m

µ
Cp∆T, QV =

m

µ
CV ∆T.

Теплоємностi CV i Cp знайдемо за формулами (8.5), (8.6):

CV =
iR

2
, Cp =

(i+ 2)R

2
.

Пiсля комбiнування цих виразiв отримуємо розрахунковi формули

Qp =
(i+ 2)Rm∆T

2µ
, QV =

iRm∆T

2µ
.

Розрахуємо цi значення:

Qp =
(i+ 2)Rm∆T

2µ
=

(5 + 2) · 8, 31 · 0, 16 · 12

2 · 32 · 10−3
= 1745, 1 (Äæ),

QV =
iRm∆T

2µ
=

5 · 8, 31 · 0, 16 · 12

2 · 32 · 10−3
= 1246, 5 (Äæ).

Отже, оскiльки Q ≈ Qp, процес проходив iзобарно, тобто за ста-
лого тиску в системi.

8.7. При адiабатному стисканнi газу його об’єм зменшився в
n = 10 разiв, а тиск збiльшився в k = 21, 4 раза. Знайти вiдношення
Cp/CV для цього газу.

V1 = nV2,
p2 = kp1,
n = 10,
k = 21, 4

Cp/CV –?

Згiдно iз виразом (8.8) вiдношення Cp/Cv – це по-
казник адiабати γ:

γ =
Cp
CV

.

Для адiабатного процесу виконується рiвняння Пуассо-
на (8.17):

pV γ = const.

Для двох станiв газу матимемо

p1V
γ

1 = p2V
γ

2 ,
p1

p2
=

(
V2

V1

)γ
.
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Пiсля пiдстановки спiввiдношень мiж тисками та об’ємами в обох
станах

p1

kp1
=

(
V2

nV2

)γ
,

1

k
=

(
1

n

)γ
, k = nγ ,

ln k = lnnγ , ln k = γ lnn, γ =
ln k

lnn
, γ = logn k

або пiсля розрахунку

γ = logn k = log10 21, 4 = 1, 33.

8.8. Кисень масою m = 2 кг займає об’єм V1 = 1 м3 i знаходиться
пiд тиском p1 = 0, 2 МПа. Газ був спочатку нагрiтий при сталому тиску
до об’єму V2 = 3 м3, а потiм при сталому об’ємi до тиску p3 = 0, 5 МПа.
Знайти: 1) змiну внутрiшньої енергiї ∆U газу; 2) виконану газом робо-
ту A; 3) кiлькiсть теплоти Q, яка була надана газу. Побудувати графiк
процесу.

m = 2 кг,
µ = 32 · 10−3 кг/моль,
i = 5,
V1 = 1 м3,
p1 = 0, 2 · 106 Па,
V2 = 3 м3,
p3 = 0, 5 · 106 Па
∆U,A,Q–?

Оскiльки вiдомi всi необхiднi величи-
ни, спочатку побудуємо дiаграму проце-
су (рис. 8.1). На цьому рисунку пока-
зано стани системи у координатах тиск
p (МПа) – об’єм V (м3). Перший стан (точ-
ка 1 на рисунку) описується параметрами
стану p1, V1, T1, для точки 2 це p1, V2, T2, а
в кiнцевому станi (точка 3 на рисунку) си-
стема набуває значень p3, V2, T3. Внутрiшня

p

V1 3

0.2

0.5

1 2

3

Рисунок 8.1
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8. Елементи термодинамiки. Робота й енергiя газу

енергiя газу, як це можна бачити iз (8.11), не залежить вiд шляху про-
цесу, а лише вiд температури газу. Змiну внутрiшньої енергiї можна об-
числити за формулою (8.12). В нашому випадку зручно скористатися
варiантом формули, де енергiя виражена через тиск та об’єм:

U =
i

2
pV, ∆U = U3 − U1 =

i

2
(p3V2 − p1V1) .

Знайдемо числове значення:

∆U =
5

2
·
(
0, 5 · 106 · 3− 0, 2 · 106 · 1

)
= 3, 25 · 106 (Äæ).

Робота, що виконується газом, дорiвнює площi пiд кривою, якою
показано процес. У процесi 1-2 робота визначається формулою для
iзобарного процесу (8.14):

A12 = p∆V = p1(V2 − V1).

Оскiльки у процесi 2–3 об’єм газу не змiнюється, робота дорiвнює
нулю (див. (8.20)):

A23 = 0.

Загальна робота всього процесу – це сума цих складових:

A = A12 +A23 = p1(V2 − V1),

або пiсля розрахункiв

A = p1(V2 − V1) = 0, 2 · 106 · (3− 1) = 0, 4 · 106 (Äæ).

Кiлькiсть теплоти, що була надана газу, знайдемо за першим зако-
ном термодинамiки (8.10):

Q = A+ ∆U = 0, 4 · 106 + 3, 25 · 106 = 3, 65 · 106 (Äæ).

8.9. Автомобiльну шину накачали до тиску p1 = 220 кПа при тем-
пературi T1 = 290 К. Пiд час руху вона нагрiлася до температури
T2 = 330 К та розiрвалася. Вважаючи процес, що вiдбувся пiсля руй-
нування шини за адiабатний, знайти змiну температури ∆T повiтря, що
вийшов iз шини. Зовнiшнiй тиск повiтря p0 = 100 кПа.
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p1 = 2, 2 · 105 Па,
T1 = 290 К,
T2 = 330 К,
p0 = 105 Па,
i = 5

∆T–?

До нагрiвання шини повiтря в нiй характе-
ризується параметрами p1, V1, T1, пiсля нагрi-
вання сталим залишається лише об’єм, отже,
пiсля нагрiвання параметри набувають значень
p2, V1, T2. Пiсля пошкодження шини у результа-
тi адiабатного процесу змiнюються всi величини,

тому в кiнцевому станi p0, V0, T0. Згiдно з цим процес нагрiвання шини
до її руйнування є iзохорним i для нього справедливий закон Шарля
(7.14):

p1

p2
=
T1

T2
,

звiдки знайдемо тиск пiсля нагрiвання:

p2 =
p1T2

T1
.

За умовою процес розширення газу пiсля порушення герметичностi
є адiабатним, тому для нього справедливе рiвняння (8.17):

T γ2 p
1−γ
2 = T γ0 p

1−γ
0 ,

(
T0

T2

)γ
=

(
p2

p0

)1−γ
,

T0

T2
=

(
p2

p0

)1/γ−1

, T0 = T2

(
p2

p0

)1/γ−1

.

Або iз урахуванням знайденого ранiше виразу для p2

T0 = T2

(
p1T2

p0T1

)1/γ−1

.

Знайдемо змiну температури в цьому процесi:

∆T = T0 − T2 = T2

[(
p1T2

p0T1

)1/γ−1

− 1

]
.

Показник адiабати розраховуємо за формулою (8.8):

γ =
i+ 2

i
.

Пiдставляючи це значення у знайдений вираз для змiни температу-
ри, отримуємо кiнцеву формулу у виглядi

∆T = T2

[(
p1T2

p0T1

)i/(i+2)−1

− 1

]
.
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Вiдомо, що повiтря складається iз 78% азоту N2, та 21% кисню
O2 (за об’ємом). Частка iнших газiв при цьому становить лише 1% за-
гального об’єму. Отже, нехтуючи наявнiстю iнших газiв, можна сказа-
ти, що повiтря складається з двоатомних молекул, тому i = 5. Тепер
розрахуємо числове значення змiни температури:

∆T = 330 ·

[(
2, 2 · 105 · 330

105 · 290

)5/(5+2)−1

− 1

]
= −76, 11 (Ê).

Це значення отримали зi знаком ”−”, оскiльки при адiабатному
розширеннi робота здiйснюється за рахунок зменшення внутрiшньої
енергiї, а температура газу при цьому зменшується (див. 8.22).

8.10. У цилiндрi пiд поршнем знаходиться водень масою
m = 0, 02 кг при температурi T1 = 300 К. Водень спочатку роз-
ширився адiабатно, збiльшив свiй об’єм у п’ять разiв, а потiм був
стиснений iзотермiчно, причому об’єм газу при цьому зменшився в
п’ять разiв. Знайти температуру T2 у кiнцi адiабатного розширення
та повну роботу A, яку здiйснив газ. Зобразити процес графiчно при
початковому тиску p1 = 105 Па.

m = 0, 02 кг,
µ = 2 · 10−3 кг/моль,
T1 = 300 К,
V2 = 5V1; V3 = V1,
i = 5,
R = 8, 31 Дж/(моль·К),
p1 = 105 Па
T2, A–?

Нехай спочатку водень знаходиться
при параметрах p1, V1, T1, а пiсля адiа-
батного розширення система набуває зна-
чень p2, V2, T2. Оскiльки процес адiабат-
ний, виконується рiвняння (8.17):

TV γ−1 = const

або для нашого випадку

T1V
γ−1

1 = T2V
γ−1

2 , T2 = T1

(
V1

V2

)γ−1

Показник адiабати γ розраховується за формулою (8.8):

γ =
i+ 2

i
=

5 + 2

5
= 1, 4.

Тепер знайдемо числове значення температури T2:

T2 = T1

(
V1

V2

)γ−1

=300 ·
(
V1

5V1

)1,4−1

=300 ·
(

1

5

)0,4

= 157, 6 (Ê).
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Пiсля адiабатного стискання за умовою вiдбувається iзотермiчне
розширення до початкового об’єму V1. Знайдемо сумарну роботу, яка
виконується в обох процесах. Робота адiабатного розширення розра-
ховується за формулою (8.16):

A12 =
m

µ
CV (T1 − T2),

де теплоємнiсть CV знайдемо за формулою (8.5):

CV =
iR

2

та iз урахуванням цього матимемо

A12 =
iRm

2µ
(T1 − T2).

Розрахуємо це значення:

A12 =
5 · 8, 31 · 0, 02

2 · 2 · 10−3
· (300− 157, 6) = 29583, 6 (Äæ).

При подальшому iзотермiчному процесi виконується робота (8.15):

A23 =
m

µ
RT2 ln

V3

V2
,

A23 =
0, 02

2 · 10−3
· 8, 31 · 157, 6 · ln V1

5V1
= −21078, 1 (Äæ).

Знак ”−” вказує на те, що робота у цьому випадку виконується
зовнiшнiми силами над газом. Загальна робота – це сума робiт, що ви-
конуються у цих двох процесах:

A123 = A12 +A23 = 29583, 6− 21078, 1 = 8505, 5 (Äæ).

Тепер побудуємо графiк процесу в координатах p(V ). Початковий
тиск за умовою p1 = 105 Па. Початковий об’єм знайдемо за рiвнянням
Менделєєва-Клапейрона (7.10):

p1V1 =
m

µ
RT1, V1 =

mRT1

p1µ
=

0, 02 · 8, 31 · 300

105 · 2 · 10−3
≈ 0, 25 (ì3).

У першому процесi для побудови графiка будемо використовувати
рiвняння адiабати (8.17):

p1V
γ

1 = p2V
γ

2 , p2 = p1

(
V1

V2

)γ
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Рисунок 8.2

iз показником адiабати γ = 1, 4. Будуємо залежнiсть p2(V2) до мо-
менту V2 = 5V1. При цьому ми потрапимо у точку 2. Пiсля вiдбуває-
ться зменшення об’єму в iзотермiчному процесi. Для розрахунку мож-
на використовувати ту саму залежнiсть, що й у адiабатному, тiльки при
γ = 1 (див. (8.18)). Розрахунки проводимо до моменту V2 = V1. Гра-
фiк, побудований за вказаним алгоритмом за допомогою комп’ютерної
програми, наведений на рис. 8.2.

Задачi для самостiйного розв’язування

8.11. Розрахувати питомi теплоємностi cV i cp газiв: 1) гелiю;
2) водню; 3) вуглекислого газу.

8.12. Визначити питому теплоємнiсть cV сумiшi газiв, що мiстить
V1 = 5 л водню та V2 = 3 л гелiю. Гази знаходяться за однакових умов.

8.13. Визначити питому теплоємнiсть cp сумiшi кисню та азоту,
якщо кiлькiсть речовини першого компонента ν1 дорiвнює 2 молi, а
кiлькiсть речовини другого ν2 складає 4 молi.

8.14. Знайти показник адiабати γ сумiшi водню та неону, якщо ма-
совi частки обох газiв однаковi та дорiвнюють ω = 0, 5.

8.15. Знайти показник адiабати γ сумiшi газiв, що мiстить кисень
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та аргон, якщо кiлькостi речовини обох газiв однаковi й дорiвнюють ν.

8.16. У барокамерi для створення потрiбного тиску використали
газовий балон об’ємом 20 л, в якому знаходилося повiтря при нор-
мальному атмосферному тиску. При виходi всього газу з балона була
здiйснена робота 350 Дж. Який об’єм барокамери, якщо температура
у процесi залишалася сталою та дорiвнювала 22°C?

8.17. Один моль водяної пари оборотно та iзотермiчно сконденсу-
вали в рiдину при 100°C. Розрахувати роботу, теплоту та змiну внутрi-
шньої енергiї в цьому процесi. Питома теплота випаровування води при
100°C дорiвнює 22, 6 · 105 Дж/кг.

8.18. 5 моль iдеального одноатомного (i = 3) газу адiабатно роз-
ширюється вiд початкового тиску 1 МПа. При цьому температура газу
зменшується вiд 320 К до 275 К. Яка при цьому виконується робота?
Розрахувати роботу у випадку двоатомного газу (i = 5).

8.19. Водень масою m = 4 г був нагрiтий на ∆T = 10 К за сталого
тиску. Знайти роботу розширення газу A.

8.20. Газ, що займав об’єм V1 = 12 л пiд тиском p1 = 100 кПа, був
iзобарно нагрiтий вiд температури T1 = 300 К до T2 = 400 К. Знайти
роботу A з розширення газу.

8.21. Яка робота здiйснюється при iзотермiчному розширеннi вод-
ню масою m = 5 г за температури T = 290 К, якщо об’єм газу збiль-
шується втричi?

8.22. При адiабатному стисканнi кисню масою m = 1 кг була здiй-
снена робота A = 100 кДж. Знайти кiнцеву температуру T2 газу, якщо
до стискання кисень знаходився при температурi T1 = 300 К.

8.23. Визначити роботу A адiабатного розширення водню ма-
сою m = 4 г, якщо температура газу при розширеннi знизилася на
∆T = 10 К.

8.24. Азот масою m = 2 г, що має температуру T1 = 300 К,
був адiабатно стиснутий таким чином, що його об’єм зменшився в
n = 10 разiв. Знайти кiнцеву температуру T2 газу та роботу A, що ви-
конується при стисканнi.
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8.25. Кисень, що займав об’єм V1 = 1 л пiд тиском p1 = 1, 2 МПа,
адiабатно розширився до об’єму V2 = 10 л. Знайти роботу A з розши-
рення газу.

8.26. Азот масою m = 5 кг, нагрiтий на ∆T = 150 К, не змiнив
свого об’єму V . Знайти: 1) кiлькiсть теплоти Q, що була надана газу;
2) змiну внутрiшньої енергiї ∆U ; 3) здiйснену газом роботу A.

8.27. Гелiй масоюm = 1 г був нагрiтий на ∆T = 100 К при сталому
тиску p. Визначити кiлькiсть теплоти Q, що була надана газу, роботу
розширення A, а також прирiст внутрiшньої енергiї ∆U газу.

8.28. Яка частка ω1 = ∆U/Q кiлькостi теплоти Q, що пiдводиться
до iдеального газу при iзобарному процесi, пiде на збiльшення ∆U вну-
трiшньої енергiї газу, а яка частка ω2 = A/Q – на роботу розширення
A? Розглянути три випадки: одноатомний, двоатомний та трьохатом-
ний газ.

8.29. Пара, що складається iз молекул води, розширюється при
сталому тиску. Знайти роботу A розширення, якщо парi надана кiль-
кiсть теплоти Q = 4 кДж.

8.30. Азот масою m = 200 г розширюється iзотермiчно при тем-
пературi T = 280 К, причому об’єм газу збiльшується удвiчi. Знайти
змiну внутрiшньої енергiї газу ∆U , здiйснену при розширеннi роботу
A, а також кiлькiсть теплоти Q, яка була отримана газом.

8.31. Знайти кiлькiсть теплоти Q, що видiлиться, якщо азот масою
m = 1 г, узятий за температури T = 280 К пiд тиском p1 = 0, 1 МПа,
iзотермiчно стиснути до тиску p2 = 1 МПа?

8.32. Розширюючись, водень здiйснив роботу A = 6 кДж. Знайти
кiлькiсть теплоти Q, що була пiдведена до системи, якщо процес роз-
ширення: а) iзобарний; б) iзотермiчний.

8.33. При адiабатному розширеннi кисню iз початковою темпера-
турою T1 = 320 К внутрiшня енергiя зменшилася на ∆U = 8, 4 кДж, а
його об’єм збiльшився в n = 10 разiв. Визначити масу m кисню.

8.34. Водень за нормальних умов займав об’єм V1 = 100 м3. Знайти
змiну ∆U внутрiшньої енергiї газу при його адiабатному розширеннi до
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об’єму V2 = 150 м3.

8.35. При адiабатному стисканнi кисню масою m = 20 г його вну-
трiшня енергiя збiльшилася на ∆U = 8 кДж, а температура пiдвищи-
лася до T2 = 900 К. Знайти: 1) пiдвищення температури ∆T ; 2) кiнце-
вий тиск газу p2, якщо початковий тиск p1 = 200 кПа.

8.36. Повiтря, що займає об’єм V1 = 10 л при тиску p1 = 100 кПа,
було адiабатно стиснуто до об’єму V2 = 1 л. Пiд яким тиском p2 повiтря
знаходиться пiсля стискання?

8.37. Горюча сумiш у двигунi дизеля загорiлася при температурi
T2 = 1, 1 кК. Початкова температура сумiшi T1 = 350 К. У скiльки
разiв потрiбно зменшити об’єм сумiшi при стискуваннi, щоб вона за-
горiлася? Стискування вважати за адiабатне. Показник адiабати γ для
сумiшi взяти 1,4.

8.38. Вуглекислий газ CO2 масою m = 400 грамiв був нагрiтий на
∆T = 50 К при сталому тиску. Визначити змiну ∆U внутрiшньої енергiї
газу, кiлькiсть теплотиQ, отриману газом, а також виконану ним робо-
ту A.

8.39. Кисень масою m = 800 г, охолоджений вiд температури
t1 = 100°C до t2 = 20°C, зберiгає незмiнним об’єм. Визначити: 1) кiль-
кiсть теплоти Q, що отримана газом; 2) змiну ∆U внутрiшньої енергiї
газу; 3) виконану газом роботу A.

8.40. Тиск азоту, що має об’єм V = 3 л при нагрiваннi збiльшився
на ∆p = 1 МПа. Визначити кiлькiсть теплотиQ, отриману газом, якщо
його об’єм не змiнився.

8.41. Один моль аргону за температури 25°C та тиску 1 атм, роз-
ширюється: а) оборотно та iзотермiчно до об’єму 50 л; б) оборотно та
адiабатно до такого самого об’єму. Знайти кiнцевi тиски в обох випад-
ках, вважаючи газ iдеальним.

8.42. Система мiстить 0,5 моля iдеального одноатомного газу в
об’ємi 1 л при тиску 10 атм. Газ розширюється оборотно та адiабатно
до тиску 1 атм. Розрахувати початкову та кiнцеву температури, кiнце-
вий об’єм газу, а також здiйснену в процесi роботу та змiну внутрiшньої
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енергiї газу.

8.43. У балонi при 25°C мiститься невiдомий газ (азот чи аргон).
При рiвноважному адiабатному розширеннi 5 л цього газу до об’єму 6 л
його температура зменшилася приблизно на 20°C. Який газ мiститься
в балонi?

8.44. Розрахувати змiну температури та кiнцевий тиск при оборо-
тному адiабатному стисканнi 1 моля гелiю вiд температури 0°C та об’є-
му 44,8 л до об’єму 22,4 л.

8.45. Три молi iдеального одноатомного газу, що знаходиться при
температурi 350 К, адiабатно розширюються в необоротньому режимi
вiд початкового тиску 5 атм проти сталого зовнiшнього тиску 1 атм.
Розрахувати, яка при цьому здiйснюється робота та який кiнцевий
об’єм газу.

8.46. Один моль ксенону, що знаходиться при 25°C та 2 атм, роз-
ширюється адiабатно: а) оборотно до тиску 1 атм; б) проти тиску 1 атм.
Знайти кiнцеву температуру в кожному випадку.

8.47. Розрахувати максимальну роботу iзотермiчного розширення
10 г гелiю вiд об’єму 10 л до 50 л при температурi 25°C. Яка буде здiй-
снена робота при адiабатному розширеннi при таких самих початкових
умовах та кiнцевому об’ємi 50 л?

8.48. Два молi двоатомного iдеального газу, що взятi при тиску
1 атм та температурi 100 К, були iзобарно стиснутi до зменшення об’є-
му вдвiчi, а потiм при сталому об’ємi нагрiтi до деякої температури та
пiсля iзотермiчного розширення повернутi в початковий стан. Зобра-
зити цикл у координатах p(V ). Розрахувати ∆U,A,Q для кожної стадiї
та для циклу в цiлому.

8.49. Розв’язати задачу 8,48 для випадку, коли газ повертається в
початковий стан пiсля адiабатного розширення.

8.50. Два рiзних гази, з яких один одноатомний, а iнший двоатом-
ний, перебувають при однакових температурах i займають однаковi
об’єми. Гази стискають адiабатно таким чином, що їх об’єми зменшу-
ються вдвiчi. Який з газiв нагрiється бiльше i у скiльки разiв?
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9. Коловi процеси. Теплова машина. Ентропiя

Основнi формули

• Коефiцiєнт корисної дiї (ККД) теплової машини

η =
A

Q1
=
Q1 −Q2

Q1
= 1− Q2

Q1
, (9.1)

де Q1 – кiлькiсть теплоти, що отримує робоче тiло (газ) вiд на-
грiвача (Дж); Q2 – кiлькiсть теплоти, що передається робочим
тiлом (газом) охолоджувачу (Дж);A = Q1 −Q2 – робота, що ви-
конується газом у коловому процесi (Дж).

• ККД теплової машини, що працює за циклом Карно:

η =
T1 − T2

T1
= 1− T2

T1
, (9.2)

де T1 – температура нагрiвача (К); T2 – температура охолоджу-
вача (К).

• Змiна ентропiї в оборотному процесi

∆S =

B∫
A

dQ

T
, (9.3)

де A,B – межi iнтегрування, якi вiдповiдають початковому та
кiнцевому станам системи (Дж/К).

• Змiна ентропiї при нагрiваннi тiла за сталого тиску

∆S = νCp ln
T2

T1
, (9.4)

де T1, T2 – початкова та кiнцева температури (К); ν – кiлькiсть
речовини (моль); Cp – молярна теплоємнiсть речовини при по-
стiйному тиску (Дж/(моль·К)).
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• Змiна ентропiї при плавленнi тiла

∆Sïë =
λm

T
, (9.5)

де λ – питома теплота плавлення або тверднення (Дж/кг).

• Змiна ентропiї при пароутвореннi

∆Sïàð =
rm

T
, (9.6)

де r – питома теплота пароутворення або конденсацiї (Дж/кг).

• Змiна ентропiї при адiабатному процесi

∆Sàä = 0. (9.7)

• Формула Больцмана для визначення ентропiї

S = k lnW, (9.8)

де W – термодинамiчна ймовiрнiсть, яка дорiвнює кiлько-
стi мiкростанiв, що вiдповiдають даному макростановi системи;
k = 1, 38 · 10−23 Дж/К – стала Больцмана.

• Швидкiсть змiни ентропiї для стацiонарного стану в живому ор-
ганiзмi

dS

dt
=

dSi
dt

+
dSe
dt

, (9.9)

де dSi/dt – швидкiсть змiни ентропiї, що пов’язана з необорот-
ними процесами в бiологiчнiй системi; dSe/dt – швидкiсть змi-
ни ентропiї внаслiдок взаємодiї системи з навколишнiм середо-
вищем.

• Змiна ентропiї при змiшуваннi iдеальних газiв при сталих темпе-
ратурi та тиску, якщо ν1 молiв одного газу, що займає об’єм V1,
змiшується iз ν2 молями iншого газу, який займає об’єм V2, та у
рiвноважному станi загальний об’єм газiв дорiвнює V1 + V2:

∆S = ν1R ln
V1 + V2

V1
+ ν2R ln

V1 + V2

V2
. (9.10)
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Приклади розв’язання задач

9.1. У результатi колового процесу газ здiйснив роботу A = 1 Дж
та передав охолоджувачу кiлькiсть теплоти Q2 = 4, 2 Дж. Знайти тер-
мiчний ККД η циклу.

A = 1 Дж,
Q2 = 4, 2 Дж
η–?

Термiчний ККД розраховується за формулою
(9.1):

η =
Q1 −Q2

Q1
,

де частина кiлькостi теплоти Q1 йде на здiйснення роботи A, а частина
передається охолоджувачу, тобто

Q1 = Q2 +A.

Пiсля пiдстановки цього виразу у попереднiй матимемо

η =
Q2 +A−Q2

Q2 +A
=

A

Q2 +A

або пiсля розрахунку

η =
A

Q2 +A
=

1

4, 2 + 1
= 0, 1923 = 19, 23%.

9.2. Iдеальний двоатомний газ, що мiстить кiлькiсть речовини
ν = 1 моль, здiйснює цикл, що складається iз двох iзохор та двох iзо-
бар. Найменший об’єм Vmin = 10 л, найбiльший Vmax = 20 л, наймен-
ший тиск pmin = 246 кПа, найбiльший pmax = 410 кПа. Побудувати
графiк циклу. Знайти температури T газу для характерних точок циклу
та термiчний ККД η.

i = 5,
ν = 1 моль,
Vmin = 10−2 м3,
Vmax = 2 · 10−2 м3,
pmin = 246 · 103 Па,
pmax = 410 · 103 Па,
R = 8, 31 Дж/(моль·К)
T1, T2, T3, T4, η–?

Спочатку зобразимо процес у коорди-
натах p(V ) (див. рис. 9.1). На цьому рисун-
ку показано циклiчний процес, що склада-
ється iз двох iзохор (процеси 1-2 та 3-4) i
двох iзобар (2-3 та 4-1). Значення об’ємiв
та тискiв у всiх характерних точках циклу
показано на рисунку. Знайдемо температу-
ри системи у цих точках. Вiдповiдно до рiв-
няння стану газу Менделєєва-Клапейрона
(7.10)
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p

V

1

2 3

4

Vmin Vmax

pmin

pmax

Q12

Q23

Q34

Q41

Рисунок 9.1

pV = νRT, T =
pV

νR
.

Отже, у всiх точках система матиме рiзнi температури:

T1 =
pminVmin

νR
=

246 · 103 · 10−2

1 · 8, 31
= 296 (Ê),

T2 =
pmaxVmin

νR
=

410 · 103 · 10−2

1 · 8, 31
= 493 (Ê),

T3 =
pmaxVmax

νR
=

410 · 103 · 2 · 10−2

1 · 8, 31
= 987 (Ê),

T4 =
pminVmax

νR
=

246 · 103 · 2 · 10−2

1 · 8, 31
= 592 (Ê).

На рисунку стрiлками показана кiлькiсть теплоти, яка надається
системi нагрiвачем (стрiлки спрямованi всередину циклу) та яку си-
стема передає охолоджувачу (стрiлки спрямованi назовнi). Термiчний
ККД розраховується за формулою (9.1):

η =
Q1 −Q2

Q1
,

де Q1 – кiлькiсть теплоти, яку отримує робоче тiло вiд нагрiвача; Q2 –
кiлькiсть теплоти, що передається робочим тiлом охолоджувачу, де у
нашому випадку
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Q1 = Q12 +Q23, Q2 = Q34 +Q41.

Кiлькiсть теплоти при iзохорному процесi розраховується вiдпо-
вiдно до першого закону термодинамiки (8.10) за формулою (8.20):

Qiçîõîð = νCV ∆T,

а при iзобарному процесi – за формулою (8.19)

Qiçîáàð = νCp∆T,

де молярнi теплоємностi при сталому об’ємi CV та тиску Cp визначає-
мо за формулами (8.5), (8.6):

CV =
iR

2
, Cp =

(i+ 2)R

2
.

Комбiнуючи цi вирази, знайдемо значення Q1 та Q2:

Q1 = Q12 +Q23 = νCV (T2 − T1) + νCp(T3 − T2) =

= ν
iR

2
(T2 − T1) + ν

(i+ 2)R

2
(T3 − T2) =

=
νR

2
[i(T2 − T1) + (i+ 2)(T3 − T2)] =

=
1·8, 31

2
· [5·(493−296) + (5+2)·(987−493)] = 18461 (Äæ),

Q2 = Q34 +Q41 = νCV (T4 − T3) + νCp(T1 − T4) =

= ν
iR

2
(T4 − T3) + ν

(i+ 2)R

2
(T1 − T4) =

=
νR

2
[i(T4 − T3) + (i+ 2)(T1 − T4)] =

=
1·8, 31

2
· [5·(592−987) + (5+2)·(296− 592)] = −16815 (Äæ).

Знак ”−” у значеннi Q2 свiдчить про те, що система втрачає цю
теплоту. Iншими словами, вона набуває теплоту iз вiд’ємним значен-
ням. Тому у формулi для розрахунку термiчного ККД (9.1) теплоту Q2

потрiбно брати за абсолютним значенням, оскiльки в цiй формулi це
теплота, яку вiддає система. Отже, маємо

η =
Q1 − |Q2|

Q1
=

18461− 16815

18461
= 0, 089 = 8, 9 %.
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Оскiльки значення ККД досить низьке, будувати теплову маши-
ну, що працює за циклом, який замикається двома iзохорами та двома
iзобарами, немає сенсу. Тому тепловi машини зазвичай працюють за
циклом Карно, що складається з двох iзотерм та двох адiабат i має на-
багато бiльший ККД.

9.3. Одноатомний газ, що мiстить кiлькiсть речовини
ν = 0, 1 кмоль, пiд тиском p1 = 100 кПа займав об’єм V1 = 5 м3.
Газ стискувався iзобарно до об’єму V2 = 1 м3, потiм стискувався
адiабатно та розширювався при сталiй температурi до початкових
тиску та об’єму. Побудувати графiк процесу. Знайти: 1) температури
T1, T2, об’єм V3 та тиск p3, що вiдповiдають характерним точкам циклу;
2) кiлькiсть теплоти Q1, що отримав газ вiд нагрiвача; 3) кiлькiсть
теплоти Q2, що передав газ охолоджувачу; 4) роботу A, яку здiйснив
газ за увесь цикл; 5) термiчний ККД η циклу.

i = 3,
ν = 100 моль,
p1 = 105 Па,
V1 = 5 м3,
V2 = 1 м3,
R = 8, 31 Дж/(моль·К)
T1, T2, V3, p3,
Q1, Q2, A, η–?

Для розв’язання задачi спочатку пот-
рiбно схематично побудувати рисунок у ко-
ординатах p(V ). Пiсля розв’язання можна
вже побудувати точний рисунок iз викори-
станням вiдомих газових законiв та харак-
терних точок. Ми наведемо лише точний
рисунок процесу (рис. 9.2). Для зручно-
стi подання на цьому рисунку застосова-
но логарифмiчну вiсь ординат. На рисун-

ку реалiзується замкнений цикл, що складається iз iзобари, адiабати
та iзотерми. Нехай у точцi 1 система має значення p1, V1, T1, у точцi
2 – значення p1, V2, T2, та у точцi 3 параметри стану набувають зна-
чень p3, V3, T1. Характернi температури знайдемо за рiвнянням стану
Менделєєва-Клапейрона (7.10):

pV = νRT, T =
pV

νR
,

T1 =
p1V1

νR
=

105 · 5
100 · 8, 31

= 602 (Ê),

T2 =
p1V2

νR
=

105 · 1
100 · 8, 31

= 120 (Ê).
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Рисунок 9.2

Для знаходження об’єму V3 використаємо рiвняння адiабати (8.17):

T2V
γ−1

2 = T1V
γ−1

3 ,

злiва в якому пiдставлено параметри для точки 2, а праворуч – пара-
метри точки 3. Виразимо iз цього рiвняння об’єм V3:

T2

T1
=

(
V3

V2

)γ−1

,

(
T2

T1

) 1
γ−1

=
V3

V2
, V3 = V2

(
T2

T1

) 1
γ−1

.

Показник адiабати розраховується за формулою (8.8):

γ =
Cp
CV

=
i+ 2

i
,

звiдки випливає вираз

1

γ − 1
=
i

2
= 0, 5i.

Отже, остаточне спiввiдношення для знаходження V3 набирає ви-
гляду

V3 = V2

(
T2

T1

)0,5i

або пiсля пiдстановки вiдомих та знайдених значень
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V3 = 1 ·
(

120

602

)0,5·3
= 0, 089 (ì3).

Тиск p3 можна знайти iз використанням рiвняння (8.17), але
оскiльки у точцi 3 тепер вiдомi температура та об’єм, набагато простi-
ше використати рiвняння (7.10):

p3V3=νRT1, p3=
νRT1

V3
=

100 · 8, 31 · 602

0, 089
= 5, 621 · 106 (Ïà).

Усi параметри для характерних точок знайдено. Зараз знайдемо кiль-
костi тепла, якi надаються системi у всiх процесах. Для iзобарного
процесу 1–2 кiлькiсть тепла знаходиться за формулами (8.19), (8.6):

Q = νCp∆T, Cp =
(i+ 2)R

2
.

Для нашого випадку

Q12 =
ν(i+ 2)R

2
(T2 − T1),

Q12 =
100 · (3 + 2) · 8, 31

2
· (120− 602) = −1001355 (Äæ).

Знак ”−” означає, що у цьому процесi система вiддає тепло зовнiшнiм
тiлам.

Оскiльки процес 2-3 адiабатний, у ньому немає обмiну теплотою iз
зовнiшнiм середовищем та Q23 = 0 (див. (8.22)).

В iзотермiчному процесi 3-1 теплота розраховується за формулою
(8.21):

Q31 = νRT1 ln
V1

V3
= 100 · 8, 31 · 602 · ln 5

0, 089
= 2015334 (Äæ).

Згiдно з умовою задачi Q1 = Q31 = 2015334 Дж,
Q2 = |Q12| = 1001355 Дж.

Робота газу A – це рiзниця мiж теплотою, що газ отримав вiд на-
грiвача Q1 та теплотою, яку вiн передав охолоджувачу Q2:

A = Q1 −Q2 = 2015334− 1001355 = 1013979 (Äæ).

Тепер розрахуємо останню необхiдну величину – термiчний ККД η
(9.1):

η =
Q1 −Q2

Q1
=

A

Q1
=

1013979

2015334
= 0, 503 = 50, 3%.
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9.4. Iдеальний газ здiйснює цикл Карно. Температура T1 нагрiвача
470 К, температура T2 охолоджувача 280 К. При iзотермiчному роз-
ширеннi газ здiйснює роботуA = 100 Дж. Визначити термiчний ККД η
циклу, а також кiлькiсть теплоти Q2, яку газ вiддає охолоджувачу при
iзотермiчному стисканнi.

T1 = 470 К,
T2 = 280 К,
A = 100 Дж
η,Q2–?

Цикл Карно – це зворотний коловий процес, що
складається з двох iзотермiчних та двох адiабатних
процесiв. Уперше такий цикл був розглянутий фран-
цузьким iнженером Л.С. Карно у 1824 р. у зв’язку з
визначенням ККД теплових машин. ККД циклу Карно

не залежить вiд властивостей робочого тiла (пари, газу та iн.), а ви-
значається лише температурою нагрiвача T1 та охолоджувача T2 (9.2):

η =
T1 − T2

T1
= 1− T2

T1
.

ККД будь-якої теплової машини не може бути бiльшим за ККД ци-
кла Карно при тих самих T1 i T2.

На рис. 9.3 наведено розрахований для параметрiв даної задачi
цикл Карно. Оскiльки ККД циклу залежить лише вiд T1 i T2, для за-

V, м3

p, кПа
1

2

3

Адіабата

Ізот
ерма

Q34< 0

Q12> 0

4
Ізотерма

Адіабат
а

Q23= 0

0 0.01 0.02 0.03 0.04

4

8

12

Q41= 0

1: p1, V1, T1

2: p2, V2, T1

3: p3, V3, T2

4: p4, V4, T2

Рисунок 9.3

даних умов може реалiзуватися багато циклiв i для їх графiчної реалi-
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зацiї потрiбнi додатковi параметри. У випадку, показаному на рисунку,
обранi значення i = 3, V1 = 0, 01 м3, ν = 0, 04 моля. Цi значення мо-
жуть бути будь-якими i при розв’язаннi задачi не використовуються.

За умовою задачi вiдома робота A, яка виконується газом при iзо-
термiчному розширеннi (процес 1-2). Робота в iзотермiчному процесi
визначається формулою (8.15):

A12 = νRT1 ln
V2

V1
.

Згiдно iз першим законом термодинамiки (8.21) для такого процесу
кiлькiсть теплоти Q12 = A12. Оскiльки у циклi Карно система отримує
тепло вiд нагрiвача лише у процесi 1-2 (а у процесi 3-4 вiддає частину
цього тепла охолоджувачу), то у формулi для визначення ККД теплової
машини (9.1)

η =
Q1 −Q2

Q1
кiлькiсть теплоти Q1 чисельно дорiвнює роботi iзотермiчного розши-
рення A, значення якої вiдоме в умовi задачi. Пiсля замiни матимемо

η =
A−Q2

A
= 1− Q2

A
.

З iншого боку, згiдно iз формулою (9.2)

η = 1− T2

T1
.

Прирiвнявши два останнiх спiввiдношення, матимемо

1− Q2

A
= 1− T2

T1
,

Q2

A
=
T2

T1
, Q2 =

AT2

T1
.

Знайдемо це значення:

Q2 =
100 · 280

470
= 59, 57 (Äæ).

ККД циклу може бути знайдений як через температури, так i через
кiлькостi теплоти:

η =
T1 − T2

T1
=

470− 280

470
= 0, 4043 = 40, 43%,

η =
Q1 −Q2

Q1
=

100− 59, 57

100
= 0, 4043 = 40, 43%.

9.5. Змiна ентропiї при розширеннi 1 моля закису азоту N2O вiд
10 л при сталiй температурi становить 5,8 Дж/К. Який кiнцевий об’єм
газу?
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ν = 1 моль,
V1 = 10−2 м3,
∆S = 5, 8 Дж/К,
R = 8, 31 Дж/(моль·К)
V2–?

Загальна формула для визначення змi-
ни ентропiї у оборотному процесi має ви-
гляд (9.3):

∆S =

∫
dQ

T
.

Оскiльки температура газу за умовою не змiнюється, матимемо

∆S =
1

T

∫
dQ, ∆S =

∆Q

T
.

Змiна кiлькостi теплоти в iзотермiчному процесi розраховується за
формулою (8.21):

∆Q = νRT ln
V2

V1
,

отже, пiсля поєднання цих формул отримаємо

∆S =
νRT ln (V2/V1)

T
, ∆S = νR ln

V2

V1
, ln

V2

V1
=

∆S

νR
,

V2

V1
= exp

{
∆S

νR

}
, V2 = V1 · exp

{
∆S

νR

}
.

Розрахуємо це значення:

V2 = V1 · exp

{
∆S

νR

}
= 10−2 · exp

{
5, 8

1 · 8, 31

}
= 0, 02 (ì3).

9.6. Змiшали воду масою m1 = 5 кг при температурi T1 = 280 К з
водою масою m2 = 8 кг при температурi T2 = 350 К. Знайти темпера-
туру θ сумiшi та змiну ентропiї, яка вiдбувається при змiшуваннi.

m1 = 5 кг,
T1 = 280 К,
m2 = 8 кг,
T2 = 350 К,
c = 4200 Дж/(кг·К)
θ,∆S–?

Iз визначення питомої теплоємностi (8.3)
випливає вираз для кiлькостi теплоти Q, що
передається речовинi масоюm при її нагрiван-
нi на ∆T :

Q = cm∆T.

Пiсля змiшування двох частин води iз рiзни-
ми температурами iз часом установиться стан

термодинамiчної рiвноваги, у якому будь-яка частина сумiшi матиме
однакову температуру θ. У процесi встановлення рiвноваги теплота вiд
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бiльш нагрiтої частини води переходить до менш нагрiтої. Згiдно iз за-
коном збереження енергiї можна записати рiвняння теплового балан-
су:

Q1 = Q2,

деQ1 – це теплота, яку передає бiльш нагрiта частина води, аQ2 – те-
плота, якої набирає менш нагрiта частина. Отже, з двох останнiх рiв-
нянь отримаємо

cm1(θ − T1) = cm2(T2 − θ), m1(θ − T1) = m2(T2 − θ),

θ(m1 +m2) = m2T2 +m1T1, θ =
m2T2 +m1T1

m1 +m2
або пiсля розрахунку

θ =
m2T2 +m1T1

m1 +m2
=

8 · 350 + 5 · 280

5 + 8
= 323 (Ê).

Для розрахунку змiни ентропiї системи використаємо загальну
формулу (9.3):

∆S =

2∫
1

dQ

T
,

де цифрами 1 та 2 умовно позначенi межi iнтегрування у початковому
та кiнцевому станах. Якщо використати спiввiдношення

dQ = cmdT,

формула набирає вигляду

∆S =

2∫
1

cm

T
dT.

Оскiльки початкова система складається з двох частин, матимемо

∆S =

θ∫
T1

cm1

T
dT +

θ∫
T2

cm2

T
dT = cm1

θ∫
T1

dT

T
+ cm2

θ∫
T2

dT

T
=

= cm1 lnT |θT1 + cm2 lnT |θT2 =

= cm1(ln θ − lnT1) + cm2(ln θ − lnT2) =
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= cm1 · ln
θ

T1
+ cm2 · ln

θ

T2
.

Розрахуємо це значення:

∆S = cm1 · ln
θ

T1
+ cm2 · ln

θ

T2
=

= 4200 · 5 · ln 323

280
+ 4200 · 8 · ln 323

350
=

= 3000− 2697 = 303

(
Äæ

Ê

)
.

9.7. Лiд масою m1 = 2 кг при температурi t1 = 0°C був перетворе-
ний у воду такої самої температури за допомогою пари, яка мала тем-
пературу t2 = 100°C. Визначити масу m2 витраченої пари. Яка змiна
ентропiї ∆S вiдбулася у системi лiд-пара?

m1 = 2 кг,
t1 = 0°C,
t2 = 100°C,
c = 4200 Дж/(кг·К),
r = 2260 · 103 Дж/кг,
λ = 330 · 103 Дж/кг
m2,∆S–?

Спочатку знайдемо масу пари, яка була
витрачена на повне плавлення шматка льо-
ду. Згiдно закону збереження енергiї запише-
мо рiвняння теплового балансу у виглядi

Q1 = Q2,

де Q1 – теплота, яку набирає лiд, а Q2 – те-
плота, яку втрачає пара. Оскiльки за умовою

лiд знаходиться при температурi плавлення t1 = 0°C, вiн пiд дiєю пари
вiдразу почне плавитися. Для повного плавлення льоду йому потрiбно
надати кiлькiсть теплоти

Q1 = λm1,

де λ – питома теплота плавлення льоду.
Пара у систему пiдводиться при температурi конденсацiї

t2 = 100°C, отже, вона одразу буде вiддавати тепло за рахунок
конденсацiї. За умовою задачi у кiнцi процесу ми отримуємо воду iз
температурою t1 = 0°C, яка буде складатися iз розплавленого льоду та
сконденсованої пари. Оскiльки пара конденсується при температурi
t2 = 100°C, а кiнцева температура води, що отримана з неї, дорiвнює
t1 = 0°C, вона буде вiддавати тепло у двох процесах – при конденсацiї
та охолодженнi до кiнцевої температури. Отже, матимемо

Q2 = rm2 + cm2(t2 − t1),
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де c – питома теплоємнiсть води; r – питома теплота пароутворен-
ня (конденсацiї) води. Iз рiвняння теплового балансу матимемо

λm1 = rm2 + cm2(t2 − t1),

m2 =
λm1

r + c(t2 − t1)
або пiсля розрахунку

m2 =
330 · 103 · 2

2260 · 103 + 4200 · (100− 0)
= 0, 246 (êã).

Знайдемо змiну ентропiї у зазначених процесах. Оскiльки лiд пла-
виться, для нього змiну ентропiї розрахуємо за формулою (9.5):

∆Sëüîäó =
λm1

T1
.

При плавленнi кристалiчного льоду вiн перетворюється у воду, яка
поводить себе бiльш хаотично (молекули перемiщуються довiльним
чином по всьому об’єму, який займають), отже, ентропiя у процесi
плавлення збiльшується i її потрiбно брати зi знаком “+”. Змiна ен-
тропiї для пари буде складатися з двох частин – змiни при конденсацiї
(9.6) та наступної змiни при охолодженнi сконденсованої пари (9.4):

∆Sïàðè = −rm2

T2
+ νCp ln

T1

T2
,

де перший доданок узятий зi знаком “−”, оскiльки ентропiя пари при
конденсацiї зменшується (вода бiльш впорядкована, нiж пара), а дру-
гий доданок автоматично вiд’ємний, оскiльки T1 < T2. Вiдмiтимо, що у
формулi (9.4) T1 – це початкова температура, а T2 – кiнцева. У нашо-
му випадку початкова температура пари позначена як T2, а кiнцева T1,
тому їх мiсця у формулi змiнено. Використаємо зв’язок мiж молярною
C та питомою c теплоємностями (8.4) i правило знаходження кiлькостi
молiв речовини (7.2):

C = cµ, ν =
m

µ
⇒ νCp =

m

µ
cµ = cm.

Iз урахуванням цього отримаємо

∆Sïàðè = −rm2

T2
+ cm2 ln

T1

T2
.
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Загальна змiна ентропiї ∆S у системi лiд-пара дається сумою змiн
ентропiй для льоду i пари:

∆S = ∆Sëüîäó + ∆Sïàðè =
λm1

T1
− rm2

T2
+ cm2 ln

T1

T2
.

Розрахуємо це значення, переводячи температури t1 i t2 в абсолют-
ну шкалу Кельвiна T1 i T2 за формулою (7.15):

∆S =
330 · 103 · 2

273
− 2260 · 103 · 0, 246

373
+ 4200 · 0, 246 · ln 273

373
=

= 604, 6

(
Äæ

Ê

)
.

9.8. Знайти змiну ентропiї при нагрiваннi 58,82 кг твердого B2O3

вiд 298 К до 700 К. Температурна залежнiсть теплоємностi B2O3

описується рiвнянням Cp = 36, 5525 + 106, 345 · 10−3T (в одиницях
Дж·моль−1·К−1).

m1 = 58, 82 кг,
T1 = 298 К,
T2 = 700 К,
Cp = 36, 5525 + 106, 345 · 10−3T ,
µ = 70 · 10−3 кг/моль
∆S–?

Використаємо загальну фор-
мулу (9.3):

∆S =

∫
dQ

T
.

Кiлькiсть теплоти при iзобарно-
му процесi (8.19):

dQ =
m

µ
CpdT,

або пiсля пiдстановки до iнтегрального виразу

∆S =

∫
m

µ

Cp
T

dT =
m

µ

∫
Cp
T

dT.

Оскiльки температура системи змiнюється вiд T1 до T2, цi значення
є межами iнтегрування:

∆S =
m

µ

T2∫
T1

Cp
T

dT =
m

µ

T2∫
T1

36, 5525 + 106, 345 · 10−3T

T
dT =
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=
m

µ

T2∫
T1

36, 5525

T
dT +

m

µ

T2∫
T1

106, 345 · 10−3dT =

= 36, 5525 · m
µ

T2∫
T1

dT

T
+ 106, 345 · 10−3 · m

µ

T2∫
T1

dT =

=
m

µ
· 36, 5525 · lnT |T2T1 +

m

µ
· 106, 345 · 10−3 · T |T2T1 =

=
m

µ
· 36, 5525(lnT2 − lnT1) +

m

µ
· 106, 345 · 10−3(T2 − T1) =

=
m

µ
· 36, 5525 · ln T2

T1
+
m

µ
· 106, 345 · 10−3 · (T2 − T1) =

=
m

µ

(
36, 5525 · ln T2

T1
+ 106, 345 · 10−3 · (T2 − T1)

)
=

=
58, 82

70·10−3

(
36, 5525· ln 700

298
+ 106, 345·10−3·(700− 298)

)
=

= 62152, 6

(
Äæ

Ê

)
.

9.9. 12 г кисню охолоджують вiд 290 К до 233 К, одночасно пiдви-
щуючи тиск вiд 1 атм до 60 атм. Як змiниться ентропiя газу, якщо при-
пустити, що теплоємнiсть кисню в заданому температурному iнтервалi
не змiнюється i дорiвнює 32,9 Дж/(моль·К)?

m = 12 · 10−3 кг,
T1 = 290 К,
T2 = 233 К,
p1 = 105 Па,
p2 = 60 · 105 Па,
Cp = 32, 9 Дж/(моль·К),
µ = 32 · 10−3 кг/моль,
R = 8, 31 Дж/(моль·К)
∆S–?

Згiдно iз виразом (9.8) ентропiя не за-
лежить вiд характеру еволюцiї, а лише
вiд конкретного стану системи. Отже, для
знаходження необхiдної змiни ∆S пода-
мо наш процес як два послiдовних проце-
си: 1) охолодження газу вiд T1 до T2 при
сталому тиску p1; 2) збiльшення тиску вiд
p1 до p2 при сталiй температурi T2. При
цьому ми перемiщуємося мiж такими са-
мими станами системи, що заданi в умовi

та можемо розрахувати змiну ентропiї як суму змiн у двох вказаних по-
слiдовних процесах:

∆S = ∆S1 + ∆S2.
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Оскiльки в першому процесi вiдбувається охолодження при сталому
тиску, змiну ентропiї розраховуємо за формулою (9.4):

∆S1 = νCp ln
T2

T1
, ∆S1 =

m

µ
Cp ln

T2

T1
.

Другий процес є iзотермiчним (T = const). Згiдно iз загальною
формулою (9.3) матимемо

∆S2 =

∫
dQ

T
=

1

T

∫
dQ =

∆Q

T
.

Кiлькiсть теплоти в отриманому виразi визначатимемо за форму-
лою для iзотермiчного процесу (8.21):

∆Q =
m

µ
RT ln

V2

V1
.

Пiсля поєднання двох останнiх виразiв одержимо:

∆S2 =
m

µ

RT

T
ln
V2

V1
, ∆S2 =

m

µ
R ln

V2

V1
.

Оскiльки маса газу не змiнюється, для визначення вiдношення
об’ємiв V2/V1 використаємо рiвняння Клапейрона (7.11):

p1V1

T1
=
p2V2

T2
, ⇒ V2

V1
=
p1T2

p2T1
.

Iз урахуванням цього формула для розрахунку змiни ентропiї в iзотер-
мiчному процесi набирає вигляду

∆S2 =
m

µ
R ln

(
p1T2

p2T1

)
.

Отже, отримуємо загальну формулу для розрахунку змiни ентропiї
∆S у заданому в умовi процесi:

∆S =
m

µ
Cp ln

T2

T1
+
m

µ
R ln

(
p1T2

p2T1

)
=

=
m

µ

[
Cp ln

T2

T1
+R ln

(
p1T2

p2T1

)]
.

Проведемо розрахунки:

∆S =
m

µ

[
Cp ln

T2

T1
+R ln

(
p1T2

p2T1

)]
=

=
12 · 10−3

32 · 10−3
·
[
32, 9 · ln 233

290
+ 8, 31 · ln

(
105 · 233

60 · 105 · 290

)]
=

= −16, 141 (Äæ/Ê).
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Задачi для самостiйного розв’язування

9.10. Здiйснюючи замкнений процес, газ отримав вiд нагрiвача
кiлькiсть теплоти Q1 = 4 кДж. Визначити роботу A газу пiд час пе-
ребiгу циклу, якщо його термiчний ККД η = 0, 1.

9.11. Iдеальний двоатомний газ, що мiстить кiлькiсть речовини
ν = 1 кмоль, здiйснює замкнений цикл, графiк якого зображений на
рис. 9.4. Знайти: 1) кiлькiсть теплоти Q1, що отримана газом вiд нагрi-
вача; 2) кiлькiсть теплотиQ2, що передається охолоджувачу; 3) роботу
A, яку здiйснює газ за цикл; 4) термiчний ККД η циклу.

1.5 2 2.5 3
1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

V, м3

p, МПа

1

2
3

4

Рисунок 9.4

9.12. Iдеальний двохатомний газ, що мiстить кiлькiсть речовини
ν = 1 моль та знаходиться пiд тиском p1 = 0, 1 МПа при температу-
рi T1 = 300 К, нагрiвають при сталому об’ємi до тиску p2 = 0, 2 МПа.
Пiсля цього газ iзотермiчно розширився до початкового тиску p1, а по-
тiм був iзобарно стиснений до початкового об’єму V1. Побудувати гра-
фiк циклу. Визначити температуру T газу для характерних точок циклу
та знайти його термiчний ККД η.

9.13. Iдеальний багатоатомний газ здiйснює цикл, що складається
iз двох iзохор та двох iзобар, причому найбiльший тиск газу у два рази
бiльший вiд найменшого, а найбiльший об’єм у чотири рази бiльший
вiд найменшого. Знайти ККД η циклу.
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9.14. Iдеальний газ, що здiйснює цикл Карно, 2/3 кiлькостi теплоти
Q1, яку отримує вiд нагрiвача, вiддає охолоджувачу. Температура T2

охолоджувача дорiвнює 280 К. Визначити температуру T1 нагрiвача.

9.15. Iдеальний газ здiйснює цикл Карно. Температура T2 охолод-
жувача становить 290 К. У скiльки разiв збiльшиться ККД циклу,
якщо температуру нагрiвача пiдвищити вiд значення T ′1 = 400 К до
T ′′1 = 600 К?

9.16. Iдеальний газ здiйснює цикл Карно. Температура T1 нагрiвача
у три рази вище нiж температура T2 охолоджувача. Нагрiвач передає
газу кiлькiсть теплоти Q1 = 42 кДж. Яку роботу A здiйснив газ?

9.17. Iдеальний газ здiйснює цикл Карно. Температура T1 нагрiвача
у чотири рази вища нiж температура T2 охолоджувача. Яку частку ω
кiлькостi теплоти, що газ отримує за один повний цикл вiд нагрiвача,
вiн вiддає охолоджувачу?

9.18. Iдеальний газ, що здiйснює цикл Карно, отримав вiд нагрiва-
ча кiлькiсть теплоти Q1 = 4, 2 кДж i здiйснив роботу A = 590 Дж.
Знайти термiчний ККД η цього циклу. У скiльки разiв температура T1

нагрiвача бiльша нiж температура T2 охолоджувача?

9.19. Iдеальний газ здiйснює цикл Карно. Робота A1 iзотермiчного
розширення дорiвнює 5 Дж. Знайти роботу A2 iзотермiчного стискан-
ня, якщо термiчний ККД циклу дорiвнює 0,2.

9.20. Найменший об’єм V1 газу, що здiйснює цикл Карно, дорiвнює
153 л. Знайти найбiльший об’єм V3, якщо об’єм V2 у кiнцi iзотермiчно-
го розширення та об’єм V4 у кiнцi iзотермiчного стискання становлять
600 л та 189 л вiдповiдно.

9.21. Iдеальний двохатомний газ здiйснює цикл Карно. Об’єм газу
пiсля iзотермiчного розширення V2 = 12 л, а об’єм пiсля адiабатного
розширення V3 = 16 л. Знайти термiчний ККД η циклу.

9.22. У якому випадку ККД циклу Карно пiдвищиться на бiльшу
величину: при збiльшеннi температури нагрiвача на ∆T або при змен-
шеннi температури охолоджувача на таку саму величину?

9.23. Водень здiйснює цикл Карно. Знайти ККД циклу, якщо при
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адiабатному розширеннi: а) об’єм газу збiльшується в n = 2 рази;
б) тиск зменшується в n = 2 рази.

9.24. Знайти ККД циклу, що складається iз двох iзохор та двох
адiабат, якщо в межах циклу об’єм газу змiнюється в n = 10 разiв. Ро-
бочою речовиною є азот.

9.25. У iдеальнiй тепловiй машинi за рахунок кожного кiлоджоу-
ля енергiї, яку система отримує вiд нагрiвача, здiйснюється робота
A = 300 Дж. Знайти ККД машини та температуру T1 нагрiвача, якщо
температура охолоджувача T2 = 280 К.

9.26. Один моль iдеального газу здiйснює замкнений цикл, що
складається з двох iзобар i двох iзохор. При iзобарному розширен-
нi об’єм газу збiльшується в два рази, а його температура при цьо-
му дорiвнює t2 = 800°C. Наприкiнцi iзохорного процесу темпера-
тура становить t3 = 700°C. Визначити ККД циклу, якщо молярнi
теплоємностi газу при сталому тиску та сталому об’ємi дорiвнюють
Cp = 29 Дж/(моль·К), CV = 21 Дж/(моль·К) вiдповiдно.

9.27. У ходi циклу Карно робоча речовина отримує вiд нагрiвача
кiлькiсть теплоти 300 кДж. Температури нагрiвача i охолоджувача до-
рiвнюють вiдповiдно T1 = 450 К i T2 = 280 К. Знайти роботу A, що
здiйснює робоча речовина за цикл.

9.28. Двигун внутрiшнього згоряння має ККД η = 28% при тем-
пературi згоряння палива T1 = 927°C та температурi вiдпрацьованих
газiв T2 = 447°C. На яку величину ∆η ККД iдеальної теплової машини,
що працює при таких самих температурах нагрiвача та охолоджувача,
перевищує ККД цього двигуна?

9.29. Робоче тiло теплової машини, що працює за iдеальним цик-
лом Карно, в кожному циклi отримує вiд нагрiвача ∆Q = 8, 4 кДж i
k = 80% з них передає охолоджувачу. Знайти ККД циклу та роботу,
яку здiйснює машина в кожному циклi.

9.30. Визначити змiну ентропiї в процесi плавлення 1 моля льоду
при 0°C та подальшим нагрiванням води, що утворилася, до 100°C.

9.31. Розрахувати змiну ентропiї у процесi перетворення 1 моля во-

151



Збiрник задач з фiзики з прикладами розв’язання

ди у пару при температурi кипiння.

9.32. При якiй температурi знаходилися 2 молi води у посудинi,
якщо при її нагрiваннi до 100°C ентропiя збiльшилася на 23,5 Дж/К?

9.33. Розрахувати змiну ентропiї при нагрiваннi 100 г води вiд 0°C
до 15°C.

9.34. У результатi iзохорного нагрiвання водню масоюm = 1 г тиск
p газу збiльшився у два рази. Визначити змiну ∆S ентропiї газу.

9.35. Знайти змiну ентропiї ∆S при iзобарному розширеннi азоту
масою m = 4 грама вiд об’єму V1 = 5 л до об’єму V2 = 9 л.

9.36. Шматок льоду масою m = 200 г, узятий при температурi
t1 = −10°C, був нагрiтий до температури t2 = 0°C та розплавлений,
пiсля чого отриману воду нагрiли до температури t1 = 10°C. Визначити
змiну ∆S ентропiї в ходi зазначених процесiв.

9.37. Кисень масою m = 2 кг збiльшив свiй об’єм у n = 5 разiв:
а) iзотермiчно; б) адiабатно. Знайти змiну ентропiї в обох випадках.

9.38. Водень масою m = 100 г був iзобарно нагрiтий таким чином,
що його об’єм збiльшився в n = 3 рази, потiм водень був iзохорно охо-
лоджений таким чином, що його тиск зменшився в n = 3 рази. Знайти
змiну ентропiї ∆S у результатi зазначених процесiв.

9.39. 2 л аргону пiд сталим тиском 19, 6 · 104 Па нагрiвають до мо-
менту, коли об’єм збiльшується до 12 л. Знайти змiну ентропiї, якщо
початкова температура газу дорiвнює 373 К.

9.40. Газ, узятий при температурi 300 К та тиску 20 атм, оборотно
та iзотермiчно розширюється вiд 1 л до 10 л. Розрахуйте змiну ентропiї
газу, а також для всiєї системи, яка бере участь у розширеннi.

9.41. Визначити змiну ентропiї при нагрiваннi 16 кг кисню вiд 273 К
до 373 К: а) при сталому об’ємi; б) при сталому тиску. Вважати кисень
iдеальним газом.

9.42. Розрахувати змiну ентропiї 1 моля газоподiбного
O2 при нагрiваннi вiд 25°C до 600°C при сталому тис-
ку, використовуючи температурну залежнiсть теплоємностi
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Cp = 6, 0954 + 3, 2533 · 10−3T − 10, 171 · 10−7T 2 (в кал·моль−1·К−1).
Врахувати, що 1 кал вiдповiдає 4,187 Дж.

9.43. 2 молi водяної пари конденсуються при 100°C, отримана вода
охолоджується до 0°C та замерзає при цiй температурi. Знайти змiну
ентропiї води.

9.44. Розрахувати змiну ентропiї при змiшуваннi 5 кг води з темпе-
ратурою 80°C з 10 кг води з температурою 20°C. Питома теплоємнiсть
води cp = 4, 184 Дж·г−1·К−1.

9.45. Розрахувати змiну ентропiї при нагрiваннi 11,2 л азоту вiд 0°C
до 50°C та одночасному зменшеннi тиску вiд 1 атм до 0,01 атм. Азот
вважати iдеальним газом.

9.46. Стандартна ентропiя золота при 25°C становить
S298 = 47, 4 Дж·моль−1·К−1. При нагрiваннi до 484°C ентропiя
збiльшується у 1,5 раза. До якої температури потрiбно охолодити зо-
лото, щоб його ентропiя була у 2 рази менша, нiж при 25°C? Вважати,
що теплоємнiсть не залежить вiд температури.

9.47. Знайдiть змiну ентропiї при розширеннi 4 г молекулярного
водню, який при тиску 2 атм займав об’єм 30 л, до об’єму 100 лiтрiв
та нормального тиску.

9.48. Припустимо, що 1 моль iдеального газу займає половину iзо-
льованої системи. Ми знаємо iз досвiду, що в рiвноважному станi газ
займає весь об’єм. Розрахувати змiну кiлькостi мiкростанiв системи
при переходi у рiвноважний стан, а також змiну ентропiї системи.

9.49. У двох посудинах, що сполучаються та роздiленi перегород-
кою, знаходяться 1 моль азоту та 2 молi кисню. Перегородку виймають
i гази змiшуються. Розрахувати змiну ентропiї ∆S, яка вiдбувається у
процесi перемiшування, якщо тиски однаковi, а об’єми рiзнi: VN2 = 1 л,
VO2 = 2 л. Кiнцевий тиск у системi дорiвнює вихiдному тиску газiв.

9.50. Розрахувати ентропiю змiшування 1,5 моля аргону iз 2,6 моля
азоту при сталих тиску та температурi.

9.51. Є двi посудини з ємностями 3 м3 кожна. В однiй iз них зна-
ходиться 28 кг азоту, а в iншiй 32 кг кисню. Температури газiв в обох
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посудинах однаковi. Знайти змiну ентропiї при взаємнiй дифузiї газiв у
результатi контакту цих посудин. Вважати кисень та азот iдеальними
газами.

9.52. При сталiй температурi 300 К та тиску 1 атм кожний змiша-
но 2 л гелiю та 2 л аргону. Пiсля iзотермiчного змiшування отримана
газова сумiш нагрiта до температури 600 К при сталому об’ємi. Знай-
ти загальне зростання ентропiї, вважаючи, що теплоємнiсть газiв CV
не залежить вiд температури i дорiвнює 3 кал·моль−1·К−1. Врахувати,
що 1 калорiя вiдповiдає 4,187 Джоулям.

9.53. У деякому процесi температура речовини залежить вiд її ен-
тропiї S за законом T = aSn, де a i n – сталi. Знайти теплоємнiсть C
речовини як функцiю S. За якої умови C < 0?
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10. Тепловi явища. Рiвняння теплового балансу

Основнi формули

• Кiлькiсть теплоти, необхiдна для нагрiвання, або яка видiляється
при охолодженнi тiла масою m:

Q = cm∆t, (10.1)

де c – питома теплоємнiсть речовини (Дж/(кг·К));
∆t = |t2 − t1| – змiна температури тiла (К або °C).

• Кiлькiсть теплоти, необхiдна для плавлення, або яка видiляється
при твердненнi тiла масою m:

Q = λm, (10.2)

де λ – питома теплота плавлення (або тверднення) (Дж/кг).

• Кiлькiсть теплоти, необхiдна для випаровування рiдини масою
m, або яка видiляється при її конденсацiї:

Q = rm, (10.3)

де r – питома теплота пароутворення (або конденсацiї) (Дж/кг).

• Кiлькiсть теплоти, що видiляється при згоряннi палива масоюm:

Q = qm, (10.4)

де q – питома теплота згоряння (Дж/кг).

• Рiвняння теплового балансу

Qâiä = Qîòð +Qâòðàò, (10.5)

де Qâiä – кiлькiсть теплоти, що вiддає одна система тiл; Qîòð –
кiлькiсть теплоти, яку отримує iнша система тiл; Qâòðàò – кiль-
кiсть теплоти, яка втрачається при передачi та йде у зовнiшнє
середовище.
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• Рiвняння теплового балансу, виражене через ККД:

ηQâiä = Qîòð, (10.6)

де η – ККД для процесу теплообмiну (безрозмiрна величина,
η < 1).

Приклади розв’язання задач

10.1. Скiльки потрiбно витратити теплоти, щоб 2 кг льоду, взятого
за температури −35°C, розплавити, а отриману воду випарувати? Зо-
бразити графiк залежностi температури вiд отриманої кiлькостi тепло-
ти у процесi, що розглядається.

m = 2 кг,
t1 = −35°C,
t2 = 0°C,
t3 = 100°C,
ñë = 2100 Дж/(кг·К),
λ = 330 · 103 Дж/кг,
ñâ = 4200 Дж/(кг·К),
r = 2300 · 103 Дж/кг
Q–?

Загальну кiлькiсть теплоти можна подати
такою сумою:

Q = Qí.ë +Qïë.ë +Qí.â +Qïàð,

де Qí.ë – теплота, необхiдна для нагрiвання
льоду вiд початкової температури t1 = −35°C
до температури плавлення t2 = 0°C; Qïë.ë –
теплота, необхiдна для плавлення льоду;
Qí.â – теплота, необхiдна для нагрiвання
отриманої води вiд t2 = 0°C до температу-

ри кипiння (пароутворення) t3 = 100°C; Qïàð – кiлькiсть теплоти, яку
потрiбно надати системi для повного випаровування води.

Розрахуємо цi значення, використовуючи формули (10.1)–(10.3):

Qí.ë = cëm(t2 − t1) = 2100 · 2 · (0− (−35)) = 147 (êÄæ);

Qïë.ë = λm = 330 · 103 · 2 = 660 (êÄæ);

Qí.â = câm(t3 − t2) = 4200 · 2 · (100− 0) = 840 (êÄæ);

Qïàð = rm = 2300 · 103 · 2 = 4600 (êÄæ);

Q = 147 + 660 + 840 + 4600 = 6247 (êÄæ).

На рис. 10.1 показаний графiк, де враховано те, що процеси плав-
лення льоду та пароутворення проходять при незмiннiй температурi.
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Рисунок 10.1

10.2. У латунний калориметр масою 128 г, що мiстить 240 г води
при температурi 8,4°C, занурено металеве тiло масою 192 г, нагрiте до
100°C. У процесi теплообмiну в калориметрi встановлюється кiнцева
температура 21,5°C. Визначити питому теплоємнiсть металевого тiла.

mê = 0, 128 кг,
mâ = 0, 24 кг,
tâ = tê = 8, 4°C,
mò = 0, 192 кг,
tò = 100°C,
θ = 21, 5°C,
ñëàò = 380 Дж/(кг·К),
câ = 4200 Дж/(кг·К)
cò–?

Спочатку вода та калориметр знаходя-
ться в рiвноважному термодинамiчному ста-
нi, отже tâ = tê. При зануреннi у кало-
риметр металевого тiла в процесi теплооб-
мiну вода та калориметр будуть нагрiвати-
ся, а тiло охолоджуватися, аж доки не вста-
новиться загальна температура θ. Оскiльки
втрат тепла немає (Qâòðàò = 0), спiввiдно-
шення (10.5) набирає вигляду

Qâiä = Qîòð,

де Qîòð – це кiлькiсть теплоти, що отримана водою та калориметром у
процесi теплообмiну з металевим тiлом:

Qîòð = Qâ +Qê.

Запишемо вираз для Qîòð, використовуючи формулу (10.1):

Qîòð = câmâ(θ − tâ) + cëàòmê(θ − tê) = (câmâ + cëàòmê)(θ − tâ).
Кiлькiсть теплоти Qâiä – це теплота, яку вiддає нагрiте металеве

тiло:
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Qâiä = còmò(tò − θ).
Iз врахуванням двох останнiх спiввiдношень рiвняння теплового ба-
лансу набирає вигляду

còmò(tò − θ) = (câmâ + cëàòmê)(θ − tâ),

з якого легко отримати вираз для визначення шуканої теплоємностi:

cò =
(câmâ + cëàòmê)(θ − tâ)

mò(tò − θ)
.

Розрахуємо це значення:

cò =
(4200·0, 24 + 380·0, 128)·(21, 5− 8, 4)

0, 192 · (100− 21, 5)
= 918, 39

(
Äæ

êã·Ê

)
.

10.3. Яка кiлькiсть води перетвориться у пару, якщо в посудину,
що мiстить 1 лiтр води при температурi 20°C, залити 10 кг розплавле-
ного свинцю при температурi плавлення? Посудину зроблено з латунi,
її маса 0,5 кг. Втратами тепла знехтувати.

V = 10−3 м3,
tâ = tëàò = 20°C,
mñâ = 10 кг,
mëàò = 0, 5 кг,
câ = 4200 Дж/(кг·К),
ρâ = 1000 кг/м3,
cëàò = 380 Дж/(кг·К),
râ = 2, 3 · 106 Дж/кг,
λñâ = 2, 5 · 104 Дж/кг,
tïë = 327°C,
cñâ = 130 Дж/(кг·К)
mï–?

В умовi задачi зазначено, що тiльки ча-
стина води перетворюється у пару. Це мо-
жливо лише в одному випадку: теплової
енергiї, що вода отримує вiд свинцю до-
статньо для надання їй температури кипiння
100°C та пароутворення частини води. Пiсля
цього в системi встановлюється стан рiвно-
ваги, отже кiнцева температура свинцю, во-
ди та пари 100°C.

Оскiльки втрат теплоти не-
має (Qâòðàò = 0), справедливим є спiв-
вiдношення (10.5):

Qâiä = Qîòð,

де Qîòð – це кiлькiсть теплоти, отримана водою та калориметром у
процесi їх нагрiвання до 100°C, та теплота, що витрачається на про-
цес пароутворення:

Qîòð = Qâ +Qëàò +Qï.
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Вiдповiдно до формул (10.1), (10.3) можна записати таке:

Qâ = câmâ(100− tâ) = câρâV (100− tâ);

Qëàò = cëàòmëàò(100− tëàò);

Qï = râmï.

Iз урахуванням того, що tâ = tëàò, одержимо

Qîòð = câρâV (100− tâ) + cëàòmëàò(100− tâ) + râmï =

= (câρâV + cëàòmëàò)(100− tâ) + râmï.

Кiлькiсть теплоти, що видiляється свинцем, оскiльки вiн залитий у
воду при температурi плавлення, дорiвнює

Qâiä = Qòâ +Qîõîë,

де Qòâ – це теплота, яка видiляється при твердненнi свинцю i може
бути розрахована за формулою (10.2):

Qòâ = λñâmñâ,

а теплота Qîõîë – це та, яка видiляється пiсля тверднення свинцю при
його охолодженнi вiд температури плавлення tïë до 100°C. Її розрахує-
мо за формулою (10.1):

Qîõîë = cñâmñâ(tïë − 100).

Тепер можна знайти загальну теплоту, яку свинець передає водi:

Qâiä = λñâmñâ + cñâmñâ(tïë − 100).

Iз урахуванням вищенаведеного рiвняння теплового балансу набирає
вигляду

(câρâV + cëàòmëàò)(100− tâ) + râmï = λñâmñâ + cñâmñâ(tïë − 100),

звiдки легко виразити шукану масу пари mï:

mï =
λñâmñâ+cñâmñâ(tïë−100)−(câρâV+cëàòmëàò)(100−tâ)

râ
,

або пiсля пiдстановки числових значень

mï =
2, 5 · 104 · 10 + 130 · 10 · (327− 100)

2, 3 · 106
−
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−(4200 · 1000 · 10−3 + 380 · 0, 5) · (100− 20)

2, 3 · 106
= 0, 0843 (êã).

10.4. Сталевий уламок, що падає з висоти 500 м, має бiля по-
верхнi Землi швидкiсть 50 м/с. На скiльки градусiв нагрiвся уламок,
якщо вважати, що 70% роботи сили опору повiтря пiшло на нагрiван-
ня уламка?

h = 500 м,
v = 50 м/с,
η = 0, 7,
c = 460 Дж/(кг·К),
g = 9, 8 м/с2

∆t–?

Оскiльки лише частина роботи сили опору
повiтря пiшло на нагрiвання уламка, викори-
стовуємо спiввiдношення (10.6):

ηA′ = Q,

де A′ – робота сили опору повiтря, у нашому
випадку це джерело тепла. Кiлькiсть теплоти

Q, яка пiде на нагрiвання уламка, можна розрахувати за формулою
(10.1):

Q = cm∆t,

деm– маса уламка; c– питома теплоємнiсть сталi. Робота сили опору
повiтря може бути розрахована як змiна механiчної енергiї уламка:

A′ = W1 −W2,

де W1 – енергiя уламка на висотi h = 500 м; W2 – енергiя при h = 0.
Пiд час руху уламка потенцiальна енергiя перетворюється у кiнетичну,
таким чином,

A′ = mgh− mv2

2
.

Пiдставимо A′ та Q у рiвняння теплового балансу i матимемо

η

(
mgh− mv2

2

)
= cm∆t, η

(
gh− v2

2

)
= c∆t,

∆t =
η

c

(
gh− v2

2

)
.

Вiдмiтимо, що розв’язок задачi не залежить вiд маси уламка m,
тобто незалежно вiд маси уламка вiн нагрiється на одну i ту саму вели-
чину ∆t. Розрахуємо це значення:

∆t =
η

c

(
gh− v2

2

)
=

0, 7

460
·
(

9, 8 · 500− 502

2

)
= 5, 55 °C.
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10.5. Кулька зi свинцю пiдвiшена на нитцi довжиною 1 м. Нитку
вiдвели вiд вертикалi на кут 60◦ i вiдпустили. В найнижчому положеннi
кулька вдарилася об вертикальну стiнку та вiдхилилася на кут 30◦. На
скiльки градусiв нагрiлася кулька, якщо 80% механiчної енергiї пiшло
на її нагрiвання?

l = 1 м,
α1 = 60◦,
α2 = 30◦,
η = 0, 8,
c = 130 Дж/(кг·К),
g = 9, 8 м/с2

∆t–?

Оскiльки частина механiчної енергiї кульки
пiд час удару об стiнку переходить у внутрiшню,
для розв’язання задачi використаємо спiввiд-
ношення (10.6):

ηA′ = Q,

де кiлькiсть теплоти, яка пiшла на нагрiвання
кульки (10.1):

Q = cm∆t.

h2

h1

l

W=0

l

l
1

2

Рисунок 10.2

Роботу пружних сил та сил опору в момент удару можна розраху-
вати як змiну механiчної енергiї кульки:

A′ = W1 −W2,

де згiдно iз рис. 10.2 вiдносно нульового рiвня енергiї кульки до удару
W1 та пiсля удару W2 дорiвнюють

161



Збiрник задач з фiзики з прикладами розв’язання

W1 = mgh1, W2 = mgh2.

Iз рисунка легко бачити, що

h = l − l cosα = l(1− cosα).

Згiдно з останнiм виразом потенцiальнi енергiї кульки

W1 = mgl(1− cosα1), W2 = mgl(1− cosα2).

Знайдемо роботу:

A′ = W1 −W2 = mgl(1− cosα1)−mgl(1− cosα2) =

= mgl −mgl cosα1 −mgl +mgl cosα2 =

= −mgl cosα1 +mgl cosα2 =

= mgl(cosα2 − cosα1).

Пiдставимо Q та A′ в основне рiвняння i знайдемо ∆t:
ηmgl(cosα2 − cosα1) = cm∆t, ηgl(cosα2 − cosα1) = c∆t,

∆t =
ηgl(cosα2 − cosα1)

c
.

Як i в попереднiй задачi, вiдповiдь не залежить вiд маси кульки m.
Розрахуємо значення ∆t за отриманою формулою:

∆t =
0, 8 · 9, 8 · 1 · (cos 30◦ − cos 60◦)

130
= 0, 0221 °C.

10.6. Скiльки потрiбно витратити газу, щоб повнiстю випарувати
2 л води, узятої при температурi 15°C, якщо питома теплота згоряння
газу 4 · 107 Дж/кг, ККД газової печi 50%, а теплоємнiсть посудини, в
якiй знаходиться вода, 500 Дж/К.

Vâ = 2 · 10−3 м3,
tâ = 15°C,
q = 4 · 107 Дж/кг,
η = 0, 5,
(cm)ïîñ = 500 Дж/К,
ρâ = 103 кг/м3,
râ = 2, 3 · 106 Дж/кг,
câ = 4, 2 · 103 Дж/(кг·К)
mã–?

Вода та посудина отримують тепло,
що видiляється при згоряннi палива.
Оскiльки 50% тепла при його передачi
втрачається, використовуємо спiввiдно-
шення (10.6):

ηQâiä = Qîòð,

де кiлькiсть теплоти Qâiä (10.4) видiляє-
ться при згоряннi газу:
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Qâiä = qmã,

аQîòð – кiлькiсть теплоти, що витрачається на нагрiвання посудини та
нагрiвання води до температури пароутворення 100°C, а також на пов-
не пароутворення води. Згiдно iз формулами (10.1), (10.3) ця величина
матиме три доданки:

Qîòð = (cm)ïîñ(100− tâ) + câmâ(100− tâ) + râmâ =

= (cm)ïîñ(100− tâ) + câρâVâ(100− tâ) + râρâVâ =

= [(cm)ïîñ + câρâVâ] (100− tâ) + râρâVâ.

Пiсля пiдстановки цих величин в основне рiвняння матимемо

ηqmã = [(cm)ïîñ + câρâVâ] (100− tâ) + râρâVâ,

звiдки легко виразити масу газу:

mã =
[(cm)ïîñ + câρâVâ] (100− tâ) + râρâVâ

ηq

або пiсля розрахункiв

mã =

[
500 + 4, 2 · 103 · 103 · 2 · 10−3

]
· (100− 15)

0, 5 · 4 · 107
+

+
2, 3 · 106 · 103 · 2 · 10−3

0, 5 · 4 · 107
= 0, 263 (êã).

10.7. На скiльки кiлометрiв шляху вистачить 30 л бензину автомо-
бiлю, який рухається зi швидкiстю 54 км/год? Потужнiсть, що розви-
вається двигуном автомобiля, дорiвнює 35 кВт, а його ККД становить
25%.

V = 3 · 10−2 м3,
v = 54 км/год= 15 м/с,
N = 3, 5 · 104 Вт,
η = 0, 25,
ρ = 700 кг/м3,
q = 4, 6 · 107 Дж/кг
s–?

Частина внутрiшньої енергiї Q, яка ви-
дiляється при згоряннi палива, перехо-
дить у роботу з перемiщення автомобiля A.
Згiдно iз цим використаємо спiввiдношен-
ня (10.6):

ηQ = A,

де Q – це кiлькiсть теплоти, що видiляє-
ться при згоряннi бензину, яка може бути

визначена iз спiввiдношення (10.4):
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Q = qm = qρV.

Робота з перемiщення автомобiля дорiвнює

A = Nt,

де t – час руху; N – потужнiсть. Час руху знайдемо через швидкiсть v
та перемiщення s:

t =
s

v
.

Комбiнуючи останнi двi формули, маємо

A =
Ns

v
.

Пiдставимо отриманi вирази для визначення роботи та кiлькостi
теплоти в основне рiвняння:

ηqρV =
Ns

v
,

звiдки знайдемо шуканий шлях s:

s =
ηqρV v

N
або пiсля розрахунку

s =
0, 25 · 4, 6 · 107 · 700 · 3 · 10−2 · 15

3, 5 · 104
= 103, 5 · 103 (ì).

10.8. У цилiндрi двигуна внутрiшнього згоряння пiд час роботи
утворюються гази, температура яких 1000 К. Температура вiдпрацьо-
ваного газу становить 250 К. Двигун за годину витрачає 30 кг палива,
питома теплота згоряння якого 40 МДж/кг. Яку максимальну корисну
потужнiсть може розвивати цей двигун?

T1 = 1000 К,
T2 = 250 К,
m = 30 кг,
t = 3600 с,
q = 4 · 107 Дж/кг
N–?

За рахунок частини теплової енергiї, що ви-
дiляється при згоряннi палива, двигун здiйснює
механiчну роботу. Тому використовуємо спiввiд-
ношення (10.6) у виглядi

ηQ = A,

де Q – теплота, що видiляється при згоряннi па-
лива; A – механiчна робота двигуна. Кiлькiсть теплоти Q будемо ви-
значати за формулою (10.4):
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Q = qm.

За означенням робота – це потужнiсть, помножена на час:

A = Nt.

Максимальне значення ККД знайдемо як ККД теплової маши-
ни (якою i є двигун внутрiшнього згоряння), яка працює за циклом
Карно (9.2):

η =
T1 − T2

T1
.

Пiсля комбiнування всiх чотирьох записаних виразiв матимемо

T1 − T2

T1
qm = Nt, N =

(T1 − T2)qm

T1t
.

Ми отримали кiнцевий вираз, проведемо розрахунки:

N =
(T1 − T2)qm

T1t
=

(1000− 250) · 4 · 107 · 30

1000 · 3600
= 2, 5 · 105 (Âò).

10.9. Iз якою швидкiстю повинна летiти свинцева куля, щоб при
ударi об перешкоду вона повнiстю розплавилася? Початкова темпера-
тура кулi 27°C. Припускається, що 80% енергiї її руху перетворюється
при ударi в теплоту.

t = 27°C,
tïë = 327°C,
c = 130 Дж/(кг·К),
λ = 25 · 103 Дж/кг,
η = 0, 8

v–?

Згiдно iз виразом (10.6) маємо

ηE = Q,

де Q – теплота, що передається кулi; E – кi-
нетична енергiя кулi до удару. Оскiльки пiсля
удару куля повинна розплавитися, кiлькiсть те-
плоти Q матиме два доданки:

Q = Q1 +Q2,

де Q1 – теплота, необхiдна для нагрiвання кулi вiд її початкової тем-
ператури t до температури плавлення свинцю tïë, а Q2 – теплота, що
необхiдна для плавлення кулi. Вiдповiдно до (10.1), (10.2) отримаємо

Q = cm(tïë − t) + λm.

Кiнетичну енергiю розрахуємо звичайним чином:

165



Збiрник задач з фiзики з прикладами розв’язання

E =
mv2

2
.

Пiсля пiдстановки Q та E в перше рiвняння матимемо

η
mv2

2
= cm(tïë − t) + λm, η

v2

2
= c(tïë − t) + λ,

v =

√
2 [c(tïë − t) + λ]

η
,

або пiсля обчислень

v =

√
2 · [130 · (327− 27) + 25 · 103]

0, 8
= 400

(ì
ñ

)
.

10.10. У латунному калориметрi масою 84 г знаходиться 10 г льоду
при температурi −15°C. У калориметр заливають 50 г розплавленого
свинцю при температурi плавлення. Що буде знаходитися в калори-
метрi та якою буде температура при встановленнi теплової рiвноваги?

mëàò = 0, 084 кг,
më = 0, 01 кг,
të = tëàò = −15°C,
mñâ = 0, 05 кг,
tïë.ñâ = 327°C,
cëàò = 380 Дж/(кг·К),
cë = 2100 Дж/(кг·К),
λë = 330 · 103 Дж/кг,
λñâ = 25 · 103 Дж/кг,
cñâ = 130 Дж/(кг·К),
câ = 4200 Дж/(кг·К),
râ = 2, 3 · 106 Дж/кг
θ–?

Задачi такого типу неможливо розв’язу-
вати, складаючи рiвняння теплового балан-
су, оскiльки невiдомо, що буде знаходитись
у калориметрi в результатi встановлення те-
плової рiвноваги. В нашому випадку можли-
вi такi ситуацiї: а) лiд та свинець; б) лiд, вода
та свинець; в) вода та свинець; г) лише сви-
нець (коли вся вода випаровується).

Розв’язувати таку задачу потрiбно ”по
дiях“, використовуючи промiжнi обчислен-
ня.

Спочатку розрахуємо кiлькiсть тепло-
ти, яка видiляється при повному твердненнi
свинцю та подальшому його охолодженнi до

температури плавлення льоду 0°C:
Q1 = Qòâ.ñâ +Qîõîë.ñâ = λñâmñâ + cñâmñâ(tïë.ñâ − 0) =

= 25 · 103 · 0, 05 + 130 · 0, 05 · (327− 0) = 3375, 5 (Äæ).

Кiлькiсть теплоти, що необхiдна для нагрiвання латунного калори-
метра з льодом до температури 0°C, дорiвнює
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Q2 = Qíàãð.ëàò +Qíàãð.ë = cëàòmëàò(0− tëàò) + cëmë(0− të) =

= 380 · 0, 084 · (0 + 15) + 2100 · 0, 01 · (0 + 15) = 793, 8 (Äæ).

Ми отримали Q1 > Q2, тобто кiлькiсть теплоти, що видiляється
свинцем при охолодженнi до температури 0°C, бiльша вiд кiлькостi те-
плоти, що необхiдна для нагрiвання калориметра з льодом до тiєї самої
температури 0°C. Таким чином, кiлькiсть теплоти ∆Q = Q1 − Q2 пiде
на процес плавлення льоду:

∆Q = Q1 −Q2 = 3375, 5− 793, 8 = 2581, 7 (Äæ).

Визначимо, яка кiлькiсть теплоти необхiдна для плавлення всього
льоду в калориметрi:

Qïë.ë = λëmë = 330 · 103 · 0, 01 = 3300 (Äæ).

Оскiльки кiлькiсть теплоти, що необхiдна для плавлення льоду
Qïë.ë бiльша, нiж ∆Q, розтане не весь лiд. Пiдрахуємо, яка маса льоду
перетвориться у воду:

∆Q = λëmâ, mâ =
∆Q

λë
=

2581, 7

330 · 103
= 0, 0078 (êã) = 7, 8 (ã).

У калориметрi при цьому залишиться твердий лiд масою

m = më −mâ = 0, 01− 0, 0078 = 0, 0022 (êã) = 2, 2 (ã).

Таким чином, пiсля встановлення теплової рiвноваги в калориметрi
буде знаходитися твердий свинець, 7,8 г рiдкої води та 2,2 г твердого
льоду при температурi θ = 0°C.
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Задачi для самостiйного розв’язування

10.11. Скiльки потрiбно витратити теплоти, щоб 5 кг льоду, узятого
при температурi−20°C, розплавити, а отриману воду нагрiти до +15°C?

10.12. Пластину iз масою 300 г, нагрiту до 85°C, занурюють в алю-
мiнiєвий калориметр, що має масу 30 г та мiстить 250 г води при 22°C.
Кiнцева температура в калориметрi становить 28°C. Знайти питому те-
плоємнiсть речовини пластини.

10.13. Водяну пару при 373 К ввели до алюмiнiєвого калориметра
масою 50 г, який мiстив 0,25 кг води при 282 К. Пiсля цього в калори-
метрi опинилося 0,259 кг води iз температурою 303 К. Визначити пи-
тому теплоту пароутворення води.

10.14. Змiшали 39 л води при температурi 20°C i 21 л води при 60°C.
Визначити температуру сумiшi.

10.15. Для отримання 300 л води при 40°C необхiдно змiшати воду,
температура якої 20°C, iз водою, що має температуру 100°C. Скiльки
лiтрiв тiєї та iншої води потрiбно взяти?

10.16. Для того щоб охолодити 2 л води, узятої при 80°C, до 60°C,
в неї додають холодну воду при 10°C. Яку кiлькiсть холодної води пот-
рiбно додати?

10.17. Знайти температуру, що встановиться, якщо в латунний ка-
лориметр масою 150 г, що мiстить 200 г води при 12°C, занурити залiзну
гирю масою 250 г, яка нагрiта до 100°C.

10.18. У залiзному калориметрi масою 0,1 кг знаходиться 0,5 кг во-
ди при температурi 15°C. У калориметр кидають свинець та алюмiнiй
загальною масою 0,15 кг, що мають температуру 100°C. У результа-
тi температура води пiдвищується до 17°C. Визначити маси свинцю та
алюмiнiю.

10.19. Щоб охолодити 5 л води, узятої за температури 20°C, до 8°C,
у воду кидають шматки льоду за температури 0°C. Яка кiлькiсть льоду
потрiбна для охолодження води?

10.20. До якої температури потрiбно нагрiти алюмiнiєвий куб, щоб
вiн, будучи покладеним на лiд, повнiстю в нього занурився? Темпера-
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тура льоду 0°C.

10.21. Розжарений алюмiнiєвий куб, покладений на лiд, темпера-
тура якого −20°C, повнiстю в нього занурився. Визначити початкову
температуру куба.

10.22. Кульку iз залiза поклали на лiд, температура якого 0°C. До
якої температури потрiбно нагрiти кульку, щоб вона занурилася в лiд
наполовину? Вважати, що на плавлення льоду пiде 50% теплоти, яку
вiддасть кулька.

10.23. Залiзна кулька iз радiусом r нагрiта до температури t та по-
кладена на лiд. На яку глибину зануриться кулька в лiд? Температура
навколишнього середовища 0°C.

10.24. Яка встановиться температура води в латунному калориме-
трi з масою 160 г, що мiстить 400 г води при 25°C, пiсля того як роз-
плавиться помiщений у воду шматок льоду масою 50 г, узятий за тем-
ператури 0°C?

10.25. На скiльки градусiв пiдвищилася температура 10 л води,
узятої при 12°C, якщо в неї було залито 5 кг розплавленого свинцю за
температури плавлення?

10.26. Яка кiлькiсть води перетвориться у пару, якщо в посудину,
що мiстить 1 л води при 40°C, залити 10 кг розплавленого свинцю при
температурi плавлення? Посудину виготовлено з латунi, її маса 0,5 кг.
У навколишнє середовище видiляється 20% теплоти, що вiддається
свинцем.

10.27. Шматок свинцю масою 1 кг розплавиться наполовину при
наданнi йому кiлькостi теплоти 54, 5 · 103 Дж. Яка початкова темпера-
тура свинцю?

10.28. У металеву посудину налито 200 г води температурою 10°C.
У воду кинули нагрiту до 200°C сталеву кульку з масою 100 г. До якої
температури нагрiється вода, якщо 5% теплоти, що вiддається куль-
кою, пiде на нагрiвання посудини, а 1% води перетвориться у пару?

10.29. Лiд масою 20 кг при температурi −20°C занурений у воду,
маса якої 20 кг, а температура 70°C. Визначити склад сумiшi та її тем-

169



Збiрник задач з фiзики з прикладами розв’язання

пературу пiсля встановлення теплової рiвноваги.

10.30. У чашцi знаходиться 500 г льоду при 0°C. В неї наливають
200 г води при 80°C. Яка встановиться температура i що буде знаходи-
тися у чашцi? Втратами тепла знехтувати.

10.31. У калориметр налито 2 кг води, що має температуру 5°C та
покладено шматок льоду масою 5 кг при температурi−40°C. Визначити
температуру та склад сумiшi, що буде знаходитися у калориметрi при
тепловiй рiвновазi.

10.32. У латунному калориметрi масою 100 г знаходиться 5 кг льо-
ду при температурi−10°C. В калориметр заливають 30 г розплавленого
свинцю при температурi плавлення. Що буде знаходитися в калориме-
трi пiсля встановлення рiвноважної температури? Втратами тепла зне-
хтувати.

10.33. У калориметр, що мiстить 250 г води за температури 15°C,
кидають 20 г мокрого снiгу. Температура у калориметрi знизилася на
5°C. Скiльки води утворилося при таненнi снiгу?

10.34. Пару масою 1 кг при 100°C впускають у холодну воду ма-
сою 12 кг. Температура води пiсля повної конденсацiї пари пiднялася
до 70°C. Знайти початкову температуру води.

10.35. Є два однакових калориметри, в одному з них 0,1 кг води при
45°C, в iншому 0,5 кг води при 24°C. В них залили однаковi кiлькостi
ртутi. Пiсля встановлення теплової рiвноваги в обох калориметрах їх
температура однакова i становить 17°C. Визначити теплоємнiсть ка-
лориметрiв.

10.36. В алюмiнiєвiй каструлi масою 0,5 кг знаходиться 0,5 л води
та 200 г льоду при 0°C. Вода нагрiвається на плитi з потужнiстю 600 Вт
за час 30 хвилин. Скiльки води википає, якщо теплова вiддача плити
становить 50%?

10.37. Вода подається у радiатори водяного опалення при темпера-
турi 341 К, а виходить з них при 313 К. До якої температури нагрiється
повiтря в кiмнатi з об’ємом 90 м3, якщо початкова температура повiт-
ря в кiмнатi 279 К, а крiзь радiатори пройде 40 л води? Втрати тепла
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становлять 50%. Атмосферний тиск нормальний, питома теплоємнiсть
повiтря 1 кДж/(кг·К).

10.38. Скiльки розплавиться льоду, взятого при температурi 0°C,
якщо йому надати таку саму кiлькiсть теплоти, яка видiляється при
конденсацiї 4 кг водяної пари, узятої при 100°C та нормальному тиску.

10.39. Змiшали 60 кг води при 90°C та 150 кг води при 23°C. При
цьому 15% тепла пiшло на нагрiвання навколишнього середовища.
Визначити кiнцеву температуру води.

10.40. У якому спiввiдношеннi потрiбно узяти маси m1 та m2 двох
рiдин з питомими теплоємностями c1 i c2, початковими температурами
T1 i T2 (T1 > T2) для того, щоб температура пiсля їх змiшування дорiв-
нювала T0. Втрати тепла 30%.

10.41. У склянку зi скла масою 120 г, що має температуру 20°C,
налили 200 г води при температурi 100°C. Через 5 хвилин температура
склянки стала дорiвнювати 40°C. Визначити, яку кiлькiсть теплоти в
середньому система втрачала за 1 секунду.

10.42. Електрична лампа з потужнiстю 60 Вт занурена у прозорий
калориметр, що мiстить 600 г води. За 5 хвилин вода нагрiлася на 4°C.
Яка частина енергiї, що витрачається лампою, випускається калори-
метром назовнi у виглядi тепла?

10.43. На скiльки градусiв нагрiвається вода, падаючи з висоти
15 м, якщо 30% здiйсненої при її падiннi роботи витрачається на на-
грiвання?

10.44. З однакової висоти впали два тiла однакової маси, одне з
них мiдне, iнше iз залiза. Яке тiло нагрiватиметься при ударi до вищої
температури?

10.45. Молот масою 10 т падає з висоти 2,5 м на залiзну болванку
масою 200 кг. Скiльки разiв вiн повинен впасти, щоб температура бол-
ванки пiднялася на 40°C? На нагрiвання болванки витрачається 60%
теплоти, що видiляється при ударах.

10.46. З якої висоти впала свинцева куля, якщо вона нагрiлася при
падiннi на 2°C? Удар непружний, на нагрiвання пiшло 40% роботи сил
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опору, що дiють при ударi об землю.

10.47. Сталева кулька падає з висоти 8,16 м на iдеально гладку го-
ризонтальну поверхню та вiдскакує вiд неї на висоту 1 м. На скiль-
ки пiдвищиться температура кульки пiсля удару, якщо на її нагрiвання
втрачається 70% енергiї удару?

10.48. Залiзний молот масою 1,2 кг пiд час роботи за 1,5 хвилини
нагрiвся на 20°C. Припускаючи, що у внутрiшню енергiю молота пе-
реходить 40% усiєї його енергiї, визначити виконану роботу та потуж-
нiсть, що при цьому розвивається.

10.49. Гиря зi свинцю падає на Землю. Швидкiсть при ударi ста-
новить 330 м/с. Визначити, яка частина гирi розплавиться, якщо уся
теплота, що видiляється при ударi, поглинається гирею. Температура
гирi перед ударом 27°C.

10.50. Свинцева куля пробиває дерев’яну стiнку, причому швид-
кiсть кулi в момент удару об стiнку 400 м/с, а у момент вильоту 100 м/с.
Яка частина кулi розплавилася, якщо вважати, що на її нагрiвання ви-
трачається 60% втраченої механiчної енергiї? Температура кулi у мо-
мент удару 50°C.

10.51. Санки масою 6 кг скочуються з гори, яка становить iз гори-
зонтом кут 30◦. Проїхавши по схилу гори шлях 50 м, санки розвивають
швидкiсть 4,5 м/с. Визначити кiлькiсть теплоти, що видiляється пiд час
тертя полозiв об снiг.

10.52. Яку масу повиннi мати залiзнi гальма, щоб при повнiй зу-
пинцi вагона вiд швидкостi 36 км/год вони нагрiвалися не бiльше нiж
на 100 К? Маса вагона 10 т.

10.53. Багаторазове перегинання дроту з алюмiнiю масою 2 г на-
грiває його на 40 К. Яка була здiйснена робота, якщо тiльки 30% її
пiшло на нагрiвання дроту?

10.54. З якої висоти повинен падати град (при 0°C), щоб при ударi
об землю розтанути? Опiр повiтря не враховувати.

10.55. З якої висоти повиннi падати дощовi краплi при 20°C, щоб
при ударi об землю вони випарувалися? Опiр повiтря не враховувати.
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10.56. Грунт при 0°C вкритий шаром снiгу iз товщиною 10 см та
густиною 500 кг/м3. Який шар дощової води при 4°C повнiстю розпла-
вить снiг?

10.57. Гусеничний трактор розвиває номiнальну потужнiсть 60 кВт
та при цьому витрачає в середньому 18 кг дизельного палива за годину.
Знайдiть ККД його двигуна.

10.58. Яку потужнiсть розвиває встановлений на велосипедi дви-
гун, якщо при швидкостi 25 км/год витрата бензину становить 1,7 л на
100 км шляху, а ККД двигуна 20%?

10.59. Скiльки бензину потрiбно, щоб проїхати 300 км, якщо маса
машини дорiвнює 5 т, ККД двигуна 22%, а коефiцiєнт тертя пiд час
руху по дорозi µ = 0, 05? Знайдiть силу тяги двигуна та потужнiсть при
швидкостi 108 км/год.

10.60. На спиртiвцi нагрiли 400 г води вiд 16°C до 71°C. При цьому
спалили 10 г спирту. Знайдiть ККД установки.

10.61. У примусi з ККД 40% кожну хвилину згорає 3 г гасу. Скiль-
ки часу потрiбно нагрiвати на ньому 1,5 л води вiд 10°C до температури
кипiння?

10.62. Скiльки було витрачено гасу в примусi, ККД якого стано-
вить 32%, якщо 4 л води були нагрiтi вiд 10°C до 100°C та при цьому
3% води перетворилося у пару?

10.63. На електричнiй плитi з потужнiстю 600 Вт та ККД 45% на-
грiлося 1,5 л води вiд 10°C до температури кипiння та 5% води пере-
творилося у пару. Як довго тривало нагрiвання?

10.64. Потрiбно розплавити 10 т чавуну, який має температуру
25°C. Скiльки для цього потрiбно спалити кам’яного вугiлля, якщо
ККД плавильної печi становить 20%?

10.65. При нагрiваннi у котлi 3000 л води спалили 40 кг кам’яного
вугiлля. До якої температури нагрiлася вода, якщо її початкова темпе-
ратура була 10°C, а ККД печi становить 60%?

10.66. Автомобiль витрачає 5,67 кг бензину на 50 км шляху. Ви-
значити потужнiсть, що розвивається двигуном, якщо швидкiсть руху
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90 км/год, а ККД двигуна 22%.

10.67. Знайдiть ККД двигуна, який витрачає 63 кг дизельного па-
лива за 2,5 години роботи при потужностi 70 кВт.

10.68. На скiльки кiлометрiв шляху вистачить 10 л бензину для
двигуна мотоцикла, який розвиває при швидкостi 54 км/год потуж-
нiсть 8,5 кВт та має ККД 21%?

10.69. Скiльки гасу згорає за 1 хвилину в примусi з ККД 40%,
якщо 2 л води нагрiвається на ньому вiд 15°C до температури кипiн-
ня за 10 хвилин?

10.70. Реактивний лiтак має чотири двигуни, якi розвивають си-
лу тяги 20 кН кожний. Скiльки гасу витратять двигуни на перелiт у
5000 км? ККД двигуна 25%.

10.71. Для нагрiвання деякої кiлькостi води вiд 0°C до температури
кипiння (при нормальному атмосферному тиску) знадобилося 15 хви-
лин. Пiсля цього 1 годину i 20 хвилин знадобилося для перетворення
всiєї води у водяну пару при таких самих умовах. Визначити питому
теплоту пароутворення води. Вважати потужнiсть теплових втрат ста-
лою величиною.

10.72. При нормальному атмосферному тиску у вiдкритий калори-
метр помiщають однаковi кiлькостi води (при температурi +t °C) i льо-
ду (при температурi −t °C). Яка максимальна частина льоду може при
цьому розплавитися?

10.73. На плитi стоїть каструля iз водою. При нагрiваннi темпера-
тура води збiльшилася вiд 90°C до 95°C за одну хвилину. Яка частина
теплоти, що надається водi при нагрiваннi, розсiюється в навколишнiй
простiр, якщо час охолодження тiєї самої води вiд 95°C до 90°C стано-
вить 9 хвилин?
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11. Електростатика. Електричний диполь

Основнi формули

• Закон збереження електричних зарядiв: в електрично iзольова-
нiй системi повна алгебраїчна сума електричних зарядiв не змi-
нюється:

n∑
i=1

qi = const, (11.1)

де i – порядковий номер заряду; qi – i-й заряд (Кл);
n – загальна кiлькiсть зарядiв.

• Вiдносна дiелектрична проникнiсть середовища

ε =
F0

F
=
E0

E
, (11.2)

де F0 – сила взаємодiї зарядiв у вакуумi (Н); F – сила взаємодiї
цих зарядiв у середовищi (Н); E0, E – вiдповiднi напруженостi
електричних полiв (В/м).

• Поверхнева густина заряду

σ =
q

S
, (11.3)

де заряд q (Кл) рiвномiрно розподiлений по площi S (м2).

• Закон Кулона (сила взаємодiї двох зарядiв q1 i q2):

F = k
q1q2

εr2
=

1

4πε0

q1q2

εr2
, (11.4)

де q1, q2 – величини зарядiв (Кл); r – вiдстань мiж заря-
дами (м); ε – вiдносна дiелектрична проникнiсть середови-
ща; ε0 = 8, 85 · 10−12 Ф/м – унiверсальна електрична стала;
k = 1/(4πε0) = 9 · 109 Н·м2/Кл2.

• Напруженiсть електричного поля

E =
F

q0
, (11.5)
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де F (Н) – сила, що дiє на пробний заряд q0 (Кл), який помiщено
в точку, де визначається напруженiсть E.

• Напруженiсть електричного поля, що створюється точковим за-
рядом (або зарядженою сферою):

E = k
q

εr2
, (11.6)

де q – заряд, що створює поле (Кл); r (м) – вiдстань вiд заряду
до точки, в якiй визначають напруженiсть. Для сфери q – заряд
сфери; r – вiдстань вiд центра сфери з радiусомR до точки, в якiй
визначають напруженiсть (r ≥ R).

• Потенцiал точки

ϕ =
W

q0
, (11.7)

деW – потенцiальна енергiя, яку має заряд q0 завдяки його взає-
модiї з електричним полем у точцi, в якiй вiн знаходиться. Потен-
цiал на нескiнченнiй вiдстанi дорiвнює нулю.

• Робота поля iз перемiщення заряду q

A = Fx cosα=qEx cosα, A = q(ϕ1−ϕ2)=qU, (11.8)

де F – сила, що дiє на заряд (Н); x – перемiщення заряду (м);
E – напруженiсть поля (В/м); α– кут мiж векторами ~F та ~x (або
мiж векторами ~E та ~x); U = ϕ1 − ϕ2 – рiзниця потенцiалiв по-
чаткової та кiнцевої точок траєкторiї руху заряду. Тут введено на-
пругу U (В).

• Зв’язок мiж напруженiстю однорiдного поля та рiзницею потен-
цiалiв

E = −ϕ2 − ϕ1

d
=
U

d
, (11.9)

де d – вiдстань мiж двома точками в електричному полi уздовж
силової лiнiї (м).
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• Потенцiал поля, що створюється точковим зарядом q:

ϕ = k
q

εr
=

q

4πε0εr
, (11.10)

де r (м) – вiдстань вiд заряду до точки, в якiй визначається по-
тенцiал ϕ.

• Принцип суперпозицiї полiв: напруженiсть електричного поля в
точцi, що створюється сукупнiстю зарядiв, дорiвнює векторнiй
сумi напруженостей полiв, що створюються кожним iз зарядiв у
цiй точцi окремо:

~E =
n∑
i=1

~Ei, (11.11)

де i – порядковий номер заряду; ~Ei – напруженiсть вiд i-го за-
ряду (В/м); n – загальна кiлькiсть зарядiв.

• Потенцiал, що створюється системою зарядiв, дорiвнює алге-
браїчнiй сумi потенцiалiв полiв, що створюються кожним iз за-
рядiв у цiй точцi окремо:

ϕ =
n∑
i=1

ϕi, (11.12)

де i – порядковий номер заряду; ϕi – потенцiал вiд i-го заря-
ду (В); n – загальна кiлькiсть зарядiв.

• Електричний (дипольний) момент диполя

p = ql, (11.13)

де q – електричний заряд (Кл); l – вiдстань мiж зарядами (м).

• Момент сили, що дiє на диполь в електричному полi:

M = pE sinα, (11.14)

де p – дипольний момент (Кл·м); E – напруженiсть поля (В/м);
α – кут мiж векторами ~p та ~E.
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• Проекцiя сили, що дiє на диполь у неоднорiдному електричному
полi, на вiсь Ox:

Fx = px
dEx
dx

, (11.15)

де px, Ex – вiдповiдно проекцiї p i E на вiсь Ox.

• Потенцiал електричного поля, створеного диполем у деякiй точцi
A на вiдстанi r (r � l):

ϕ =
1

4πε0ε

p cosα

r2
, (11.16)

де α – кут мiж вектором ~p та напрямом на точку A.

• Рiзниця потенцiалiв двох точок, якi рiвновiддаленi вiд диполя –
джерела поля:

ϕB − ϕA =
sin(γ/2)

2πε0εr2
p cosβ, (11.17)

де γ – кут, пiд яким спостерiгаються точки A i B вiд диполя; β –
кут мiж вектором ~p та прямою AB.

Приклади розв’язання задач

11.1. Як потрiбно змiнити вiдстань мiж двома однаковими точко-
вими зарядами, щоб при перемiщеннi їх з повiтря в масло з вiдносною
дiелектричною проникнiстю ε = 2 сила їх взаємодiї зменшилася у 8
разiв?

q1 = q2 = q,
ε1 = 1,
ε2 = 2,
F1 = 8F2

r2/r1–?

Сили взаємодiї точкових зарядiв у повiтрi F1 та в
маслi F2 визначатимемо згiдно з формулою (11.4):

F1 = k
q1q2

ε1r2
1

, F2 = k
q1q2

ε2r2
2

або iз урахуванням того, що q1 = q2 = q:

F1 =
kq2

ε1r2
1

, F2 =
kq2

ε2r2
2

.

Оскiльки за умовою F1 = 8F2, запишемо
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kq2

ε1r2
1

=
8kq2

ε2r2
2

або пiсля скорочення
1

ε1r2
1

=
8

ε2r2
2

.

Звiдси матимемо

r2
2

r2
1

=
8ε1

ε2
,

r2

r1
=

√
8ε1

ε2
.

Розрахуємо вiдповiдне значення:

r2

r1
=

√
8 · 1

2
=
√

4 = 2.

Отже, вiдстань мiж зарядами потрiбно збiльшити в 2 рази.

11.2. Як змiниться сила взаємодiї двох однакових маленьких ку-
льок iз зарядами +12 нКл i −24 нКл, якщо їх привести в зiткнення, а
потiм розвести на початкову вiдстань?

q1 = 12 · 10−9 Кл,
q2 = −24 · 10−9 Кл,
r1 = r2 = r

F2/F1–?

Сила взаємодiї зарядiв до зiткнення дорiв-
нює (11.4):

F1 = k
|q1||q2|
r2

.

Оскiльки кульки однаковi, пiсля їх зiткнен-
ня вони будуть мати однаковi заряди q. Вiдповiдно до закону збережен-
ня заряду (11.1):

q1 + q2 = q + q, q1 + q2 = 2q, q =
q1 + q2

2
.

Сила взаємодiї кульок пiсля зiткнення дорiвнює (11.4):

F2 = k
q2

r2
.

Комбiнуючи останнi два вирази, отримуємо

F2 = k
(q1 + q2)2

4r2
.

Знайдемо шукане вiдношення сил:

F2

F1
=
k(q1 + q2)2

4r2
· r2

k|q1||q2|
=

(q1 + q2)2

4|q1||q2|
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або пiсля розрахункiв

F2

F1
=

(12 · 10−9 − 24 · 10−9)2

4 · 12 · 10−9 · 24 · 10−9
=

1

8
.

Таким чином, сила взаємодiї кульок зменшиться у 8 разiв.

11.3. Бiля вершин рiвностороннього трикутника зi стороною 10 см
розташовано заряди q1 = 100 нКл, q2 = 200 нКл i q3 = 150 нКл. Ви-
значити силу, що дiє на третiй заряд.

r = 0, 1 м,
q1 = 10−7 Кл,
q2 = 2 · 10−7 Кл,
q3 = 1, 5 · 10−7 Кл,
k = 9 · 109 Н·м2/Кл2

F–?

Оскiльки всi три заряди позитивнi, на за-
ряд q3 дiють сили вiдштовхування з боку за-
рядiв q1 i q2. Величини цих сил можна знайти
за законом Кулона (11.4):

F1 = k
q1q3

r2
, F2 = k

q2q3

r2
.

Рiвнодiюча цих двох сил дорiвнює

~F = ~F1 + ~F2.

Будемо шукати рiвнодiючу за правилом паралелогра-
ма (див. рис. 11.1). Величину F знайдемо за теоремою косинусiв:

1q

2q

3q60

2F


1F


F
A

B C

60

120

Рисунок 11.1
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F 2 = F 2
1 + F 2

2 − 2F1F2 cos 120◦

або iз урахуванням тригонометричної формули зведення

cos 120◦ = cos(180◦ − 60◦) = cos(π − 60◦) = − cos 60◦

матимемо бiльш зручний вигляд теореми косинусiв:

F 2 = F 2
1 + F 2

2 + 2F1F2 cos 60◦.

Вiдмiтимо, що при використаннi правила паралелограма для дода-
вання векторiв дуже часто застосовується саме остання iнтерпретацiя
теореми косинусiв, де використовується кут мiж векторами, якi вихо-
дять з однiєї точки. При цьому, як це можна легко помiтити, знак “−” у
третьому доданку замiнюється на “+”.

Отримаємо вираз для знаходження значення шуканої сили

F =
√
F 2

1 + F 2
2 + 2F1F2 cos 60◦ =

√
F 2

1 + F 2
2 + F1F2 =

=

√
k2
q2

1q
2
3

r4
+ k2

q2
2q

2
3

r4
+ k

q1q3

r2
k
q2q3

r2
=

=
kq3

r2

√
q2

1 + q2
2 + q1q2.

Розрахуємо це значення:

F=
9·109·1, 5·10−7

0, 12

√
10−14+4·10−14+2·10−14=3, 57·10−2 (Í).

11.4. З яким прискоренням падатиме заряджена кулька масою 1 г,
якщо вона має заряд 10−6 Кл? Напруженiсть поля Землi дорiвнює
130 В/м i спрямована до її поверхнi.

m = 10−3 кг,
q = 10−6 Кл,
E = 130 В/м,
g = 9, 8 м/с2

a–?

На рис. 11.2 показано сили, що дiють на кульку.
Це сила тяжiння (1.8)

~Fò = m~g,

а також сила електричного поля Землi (11.5):

~Fe = q ~E.
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ТF mg
 

еF qE
 

E


E


x

Рисунок 11.2

Оскiльки за умовою кулька рухається iз прискоренням, запишемо
другий закон Ньютона:

~Fò + ~Fe = m~a.

Лiнiї напруженостi ~E спрямованi до Землi, що свiдчить про те, що
Земля має негативний заряд. Тому сила, що дiє на позитивний заряд
q, також спрямована до Землi. Отже, у проекцiях на вiсь x останнє
рiвняння набирає вигляду

mg + qE = ma,

звiдки легко отримати формулу для знаходження прискорення:

a = g +
qE

m
.

Отже, якщо кулька була б незарядженою (q = 0), вона б рухалася
iз прискоренням вiльного падiння g. Наявнiсть заряду зумовлює до-
даткове прискорення qE/m. Розрахуємо шукане значення:

a = g +
qE

m
= 9, 8 +

10−6 · 130

10−3
= 9, 93

( ì
ñ2

)
.

11.5. Заряди q1 = 2q i q2 = −q знаходяться на вiдстанi r1 = 0, 1 м
один вiд одного в порожнинi. На якiй вiдстанi вiд заряду q2 на лiнiї
центрiв напруженiсть поля дорiвнює нулю?
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11. Електростатика. Електричний диполь

q1 = 2q,
q2 = −q,
r1 = 0, 1 м,
ε = 1

x–?

На рис. 11.3 колами показано заряди, лiворуч роз-
ташований позитивний заряд q1, праворуч – негатив-
ний q2. За умовою потрiбно знайти точку, в якiй напру-
женiсть E буде дорiвнювати нулю. Згiдно iз принципом
суперпозицiї полiв (11.11) загальна результуюча напру-

женiсть – це векторна сума напруженостей, якi створюються кожним
iз зарядiв окремо:

~E = ~E1 + ~E2.

1q

1E


x

2q

2E


1E


2E


2E


1E


A

B C

r

Рисунок 11.3

Розглянемо можливi ситуацiї. У будь-якiй точцi лiворуч вiд обох
зарядiв (точка A) напруженiсть не може дорiвнювати нулю, оскiльки
хоча в цьому випадку ~E1 i ~E2 спрямованi у протилежних напрямах,
згiдно iз формулою (11.6) за абсолютним значенням E1 буде завжди
бiльше нiж E2, тому що величина заряду q1 бiльше нiж q2 i точка A
знаходиться ближче до q1. У точцi B, яка знаходиться мiж зарядами,
напруженостi спрямованi в один бiк, i їх векторна сума також не мо-
же дорiвнювати нулю. У точцi C вектори ~E1 i ~E2 спрямованi у про-
тилежних напрямах i можуть бути однаковi за абсолютним значенням.
Отже, будемо шукати розв’язок задачi у точцi C.

Нехай x – вiдстань вiд заряду q2 до точки C, в якiй напруженiсть
дорiвнює нулю. Це означає, що | ~E1| = | ~E2| абоE1 = E2. Визначимо цi
напруженостi згiдно iз рисунком та формулою (11.6):

E1 = k
q1

ε(r + x)2
, E2 = k

q2

εx2
.

Пiдставимо в останнi формули абсолютнi значення зарядiв (їх зна-
ки вже враховано) та прирiвняємо їх:

k
2q

ε(r + x)2
= k

q

εx2
,

2

(r + x)2
=

1

x2
, 2x2 = (r + x)2,
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2x2 = r2 + 2rx+ x2, x2 − 2rx− r2 = 0.

Це звичайне квадратне рiвняння, яке має два розв’язки:

x1,2 = (1±
√

2)r.

Пiсля пiдстановки значень

x1 = (1 +
√

2) · 0, 1 = 0, 24 (ì),

x2 = (1−
√

2) · 0, 1 = −0, 0414 (ì).

Корiнь x2 фiзичного змiсту не має, оскiльки при такому значеннi x
точка C буде знаходитися мiж зарядами, а як показано вище, у тако-
му випадку напруженiсть не може дорiвнювати нулю. Отже, x2 зайвий
корiнь, i кiнцева вiдповiдь задачi x = 0, 24 (ì).

11.6. Електрон влiтає в однорiдне поле плоского конденсатора у
напрямi лiнiй напруженостi й на дiлянцi шляху 2 см зменшує свою
швидкiсть вiд значення 2 · 106 м/с до нуля. Визначити напруженiсть
поля в конденсаторi.

x = 2 · 10−2 м,
v1 = 2 · 106 м/с,
v2 = 0,
m = 9, 11 · 10−31 кг,
e = −1, 6 · 10−19 Кл
E–?

Електрон змiнює свою швидкiсть за раху-
нок того, що над ним здiйснюється робота сил
електричного поля. Ця робота чисельно дорiв-
нює змiнi кiнетичної енергiї електрона:

A =
mv2

2

2
− mv2

1

2
.

Оскiльки електрон здiйснює рух в однорiд-
ному полi плоского конденсатора, на нього дiє стала сила F . В цьому
випадку робота поля може бути визначена за формулою (11.8):

A = eEx cosα,

де кутα мiж векторами ~E та ~x дорiвнюватиме 0◦, оскiльки рух електро-
на вiдбувається уздовж лiнiй напруженостi. Iз урахуванням значення
cos 0◦ = 1 отримуємо

A = eEx.

Тепер прирiвнюємо змiну кiнетичної енергiї до останнього виразу:

mv2
2

2
− mv2

1

2
= eEx.
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За умовою задачi v2 = 0, тому можна записати

−mv
2
1

2
= eEx, E = −mv

2
1

2ex
.

Обчислимо це значення:

E = − 9, 11 · 10−31 · (2 · 106)2

2 · (−1, 6 · 10−19) · 2 · 10−2
= 569, 4

(
Â

ì

)
.

11.7. На вiдстанi 0,9 м вiд поверхнi сфери iз радiусом 10 см, що
має позитивний заряд з поверхневою густиною 3 · 10−5 Кл/м2, знахо-
диться точковий заряд +7 нКл. Визначити роботу, яку необхiдно здiй-
снити, щоб перенести заряд у точку, що розташована на вiдстанi 50 см
вiд центра сфери. Система знаходиться в повiтрi.

r1 = 0, 9 м,
R = 0, 1 м,
σ = 3 · 10−5 Кл/м2,
q = 7 · 10−9 Кл,
r2 = 0, 5 м,
ε = 1,
k = 9 · 109 Н·м2/Кл2

A–?

На рис. 11.4 зображено сферу iз радiусом
R. За умовою задачi потрiбно знайти роботу,
яку необхiдно здiйснити для перенесення за-
ряду q iз точки 1 у точку 2. Цю роботу можна
знайти, використовуючи формулу (11.8):

A = q(ϕ1 − ϕ2),

де ϕ1 i ϕ2 – потенцiали точок 1 i 2 вiдповiдно.

1r

R
2r

12

Рисунок 11.4

Цi потенцiали шукатимемо згiдно означення (11.10):

ϕ1 =
kq0

ε(r1 +R)
, ϕ2 =

kq0

εr2
,

де q0 – це повний заряд сфери. Пiдставимо цi потенцiали у формулу
для визначення роботи, врахувавши значення ε = 1:
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A = q

(
kq0

ε(r1 +R)
− kq0

εr2

)
= kq0q

(
1

r1 +R
− 1

r2

)
.

Тепер знайдемо заряд сфери q0. Оскiльки вiдома поверхнева гу-
стина заряду σ, заряд q0 можна визначити, використовуючи формулу
(11.3):

σ =
q0

S
, q0 = σS.

Iз урахуванням формули для визначення площi поверхнi сфери

S = 4πR2

матимемо
q0 = 4πR2σ.

Пiдставляючи цей заряд у формулу для роботи, отримуємо

A = 4πR2σkq

(
1

r1 +R
− 1

r2

)
.

Пiсля розрахункiв маємо

A = 4 · 3, 14 · 0, 12 · 3 · 10−5 · 9 · 109 · 7 · 10−9

(
1

0, 9+0, 1
− 1

0, 5

)
=

= −2, 374 · 10−4 (Äæ).

Робота вiд’ємна, оскiльки позитивний заряд наближається до по-
зитивно зарядженої сфери. При цьому сила, що дiє на заряд, спрямо-
вана протилежно до його перемiщення.

11.8. Куля iз радiусом 30 см має заряд +20 нКл. Iнша куля iз радiу-
сом 90 см має такий самий заряд. Кулi з’єднуються дротиною. У якому
напряму рухатимуться заряди по дротинi? Який заряд перейде з однiєї
кулi на iншу?

r1 = 0, 3 м,
q = 2 · 10−8 Кл,
r2 = 0, 9 м
∆q–?

При з’єднаннi куль дротиною електрони будуть
перемiщатися з кулi з меншим потенцiалом до кулi
з бiльшим потенцiалом, доки потенцiали обох куль
не стануть однаковi. Потенцiали куль до їх з’єднан-
ня легко визначити за формулою (11.10):

ϕ1 =
kq

εr1
, ϕ2 =

kq

εr2
.

Оскiльки r1 < r2, за будь якого значення ε буде виконуватися не-
рiвнiсть ϕ1 > ϕ2.
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Отже, оскiльки потенцiал першої кулi бiльший, електрони будуть
перемiщатися вiд другої кулi до першої. Нехай ∆q – величина пози-
тивного заряду, який додатково набирає друга куля за рахунок втрати
електронiв. Тодi перша куля втрачає такий самий заряд ∆q. Iншими
словами, потенцiали куль змiнюються:

ϕ′1 =
k(q −∆q)

εr1
, ϕ′2 =

k(q + ∆q)

εr2
.

Нам цiкава ситуацiя, коли перерозподiл електронiв припиняється,
тобто випадок ϕ′1 = ϕ′2. Iз останнiх формул матимемо

k(q −∆q)

εr1
=
k(q + ∆q)

εr2
,

q −∆q

r1
=
q + ∆q

r2
,

(q −∆q)r2 = (q + ∆q)r1, qr2 −∆qr2 = qr1 + ∆qr1,

∆q(r1 + r2) = qr2 − qr1, ∆q = q
r2 − r1

r1 + r2
.

Знайдемо числове значення:

∆q = q
r2 − r1

r1 + r2
= 2 · 10−8 · 0, 9− 0, 3

0, 9 + 0, 3
= 10−8 (Êë).

11.9. Маленька вiд’ємно заряджена кулька рiвномiрно обертається
навколо нерухомого позитивного точкового заряду q = 10−9 Кл. Чо-
му дорiвнює вiдношення заряду кульки до її маси, якщо радiус орбiти
r = 2 см, а кутова швидкiсть ω = 3 рад/с?

q = 10−9 Кл,
r = 0, 02 м,
ω = 3 рад/с,
ε = 1,
k = 9 · 109 Н·м2/Кл2

q′/m–?

Нехай q′ – заряд кульки; m – її маса, а
v – лiнiйна швидкiсть її руху. Згiдно iз другим
законом Ньютона можна записати:

F = m
v2

r
,

де F – кулонiвська сила притягання, що
дiє мiж кулькою та центральним зарядом, а

v2/r – доцентрове прискорення. Iз урахуванням (11.4) матимемо

kqq′

εr2
=
mv2

r
,

kqq′

εr
= mv2,

q′

m
=
v2εr

kq
.

У механiцi вiдомий зв’язок мiж лiнiйною v та кутовою ω швидко-
стями:
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v = ωr.

Iз урахуванням цього зв’язку отримуємо

q′

m
=
ω2εr3

kq
.

Пiсля розрахункiв отримаємо вiдповiдь

q′

m
=
ω2εr3

kq
=

32 · 1 · 0, 023

9 · 109 · 10−9
= 8 · 10−6

(
Êë

êã

)
.

11.10. Визначити силу, яка дiє на диполь з електричним моментом
p = 10−10 Кл·м, якщо вiн розташований у вакуумi на вiдстанi x = 50 см
вiд точкового заряду q = 1, 5·10−4 Кл уздовж лiнiй напруженостi. Вiдс-
тань мiж зарядами диполя набагато менша за x.

p = 10−10 Кл·м,
x = 0, 5 м,
q = 1, 5 · 10−4 Кл,
l� x,
ε = 1,
k = 9 · 109 Н·м2/Кл2

F–?

Геометрiя задачi дозволяє використову-
вати формулу (11.15):

F = p
dE

dx
,

де для зручностi у всiх величин опущений iн-
декс x. Напруженiсть E визначатимемо за
формулою (11.6):

E = k
q

εx2
.

Пiдставляючи останню формулу у вираз для знаходження сили,
матимемо

F = p
d

dx
E = p

d

dx

(
k
q

εx2

)
=
kqp

ε

d

dx

(
1

x2

)
=

=
kqp

ε

(
− 2

x3

)
= −2kqp

εx3
.

Розрахуємо цю силу:

F = −2kqp

εx3
= −2 · 9 · 109 · 1, 5 · 10−4 · 10−10

1 · 0, 53
= −2, 16 (ìÍ).
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Задачi для самостiйного розв’язування

11.11. Двi однаковi маленькi кульки заряджено рiвними за величи-
ною зарядами. На вiдстанi 20 см вони притягуються iз силою 9 мН. На
скiльки потрiбно змiнити вiдстань мiж кульками при додаваннi кожнiй
з них додатково заряду +100 нКл, щоб сила взаємодiї кульок не змiни-
лася? Вiдповiсти на те саме запитання для випадку, якщо однiй кульцi
додали заряд +100 нКл, а iншiй−100 нКл.

11.12. Кульку iз масою 2 г, що має заряд 50 нКл, пiдвiшено в по-
вiтрi на тонкiй iзолюючiй нитцi. Визначити натяг нитки, якщо знизу на
вiдстанi 5 см розташований заряд величиною−100 нКл.

11.13. Мiж двома точковими зарядами +15 нКл i +10 нКл помi-
щений третiй заряд −5 нКл. Вiдстань мiж першим i другим зарядами
дорiвнює 1 м, а третiй заряд розмiщений на прямiй, що їх сполучає, на
однаковiй вiдстанi вiд обох зарядiв. Визначити силу, що дiє на третiй
заряд.

11.14. Двi однаковi кульки iз зарядами 2 · 10−6 Кл кожна пiдвiше-
но на нитках завдовжки по 25 см в однiй точцi. Знайти масу кожної
кульки, якщо у станi рiвноваги кут мiж нитками становить 60◦. Кульки
знаходяться в повiтрi.

11.15. Два заряди, перебуваючи в повiтрi на вiдстанi 0,05 м, дiють
один на одного iз силою 1, 2 · 10−4 Н, а в деякiй дiелектричнiй рiдинi
на вiдстанi 0,12 м iз силою 1, 5 · 10−5 Н. Чому дорiвнює дiелектрична
проникнiсть рiдини?

11.16. Заряд величиною 1, 3 · 10−9 Кл в гасi (ε = 2) на вiдстанi
0, 005 м притягує до себе другий заряд iз силою 2 · 10−4 Н. Знайти ве-
личину другого заряду.

11.17. На якiй вiдстанi один вiд одного потрiбно розташувати два
однакових заряди величиною 5 · 10−4 Кл, щоб у гасi сила взаємодiї мiж
ними виявилася 0, 5 Н? Дiелектрична проникнiсть гасу ε = 2.

11.18. Два однакових точкових заряди взаємодiють у вакуумi на
вiдстанi 0,1 м з такою самою силою, як у скипидарi на вiдстанi 0,07 м.
Знайти дiелектричну проникнiсть скипидару.
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11.19. Два заряди величиною 3, 3 · 10−8 Кл кожний, якi роздiлено
шаром слюди, взаємодiють iз силою 5 · 10−2 Н. Визначити товщину
шару слюди, якщо її дiелектрична проникнiсть ε = 8.

11.20. Визначити вiдстань r1 мiж двома однаковими електричними
зарядами, що знаходяться в маслi з дiелектричною проникнiстю ε = 3,
якщо сила взаємодiї мiж ними така сама, як у вакуумi на вiдстанi
r2 = 0, 3 м.

11.21. Три негативних заряди величиною 3 · 10−9 Кл кожний роз-
ташованi у вершинах рiвностороннього трикутника. Який заряд q пот-
рiбно помiстити в центрi трикутника, щоб система знаходилася в рiв-
новазi?

11.22. Напруженiсть поля в деякiй точцi становить 15 кН/Кл. Си-
ла, що дiє на деякий заряд у цiй точцi, дорiвнює 3, 75·10−5 Н. На скiль-
ки потрiбно змiнити значення заряду, щоб сила, що дiє на нього в цiй
точцi, зросла в 3 рази?

11.23. Вiдстань мiж зарядами +5 нКл i −9, 8 нКл дорiвнює 1 м.
Знайти напруженiсть поля в точцi на прямiй, що сполучає цi заряди, на
вiдстанi 30 см вiд першого заряду. Розв’язати ту саму задачу, змiнивши
знак другого заряду на ”+“.

11.24. Бiля двох протилежних вершин квадрата знаходяться за-
ряди по +5 нКл кожний, а бiля третьої вершини – заряд величиною
−5 нКл. Сторона квадрата 40 см. Визначити напруженiсть поля бiля
четвертої вершини, де заряду немає.

11.25. Визначити напруженiсть електричного поля, що створює-
ться двома зарядами q1 = 6 нКл i q2 = 1, 07 нКл у точцi A, яка зна-
ходиться на вiдстанi r1 = 0, 03 м та r2 = 0, 04 м вiд зарядiв. Заряди
знаходяться один вiд одного на вiдстанi r = 0, 05 м. Заряди та точка
A знаходяться в середовищi з вiдносною дiелектричною проникнiстю
ε = 2.

11.26. Два точкових електричних заряди q1 = 1 нКл i q2 = −2 нКл
знаходяться в повiтрi на вiдстанi r = 0, 1 м один вiд одного. Визначити
напруженiсть i потенцiал поля, якi створюються цими зарядами у точцi
A, що вiддалена вiд заряду q1 на вiдстань r1 = 9 см, а вiд заряду q2 на
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вiдстань r2 = 7 см.

11.27. Два заряди q1 = +3·10−7 Кл i q2 = −2·10−7 Кл перебувають
у вакуумi на вiдстанi 0,2 м один вiд одного. Визначити напруженiсть
поля в точцi, яка розташована на лiнiї, що з’єднує заряди, на вiдстанi
0,05 м праворуч вiд заряду q2.

11.28. У деякiй точцi поля на заряд 5 · 10−9 Кл дiє сила 3 · 10−4 Н.
Знайти напруженiсть поля в цiй точцi i визначити величину заряду, що
створює поле, якщо точка вiддалена вiд нього на 0,1 м.

11.29. Вiдстань d мiж двома точковими зарядами Q1 = 9Q i
Q2 = Q дорiвнює 8 см. На якiй вiдстанi r вiд першого заряду знахо-
диться точка, в якiй напруженiсть E поля зарядiв дорiвнює нулю? Де
буде знаходитися ця точка, якщо другий заряд буде негативним?

11.30. Напруженiсть поля в гасi, що утворена точковим зарядом
10−6 Кл, на деякiй вiдстанi вiд нього дорiвнює 5 В/м. Визначити вiдс-
тань вiд заряду до цiєї точки поля i силу, з якою поле буде дiяти на заряд
3 · 10−6 Кл, якщо його помiстити в цю точку.

11.31. Електрон в однорiдному електричному полi отримує при-
скорення a = 1012 м/с2. Знайти напруженiсть E електричного поля,
швидкiсть v, яку отримає електрон за час t = 1 мкс свого руху, роботу
A сил електричного поля за цей час i рiзницю потенцiалiв U , що прой-
дена при цьому електроном. Початкова швидкiсть електрона v0 = 0.

11.32. Визначити величину точкового заряду, який утворює поле у
вакуумi, якщо на вiдстанi 0,09 м вiд нього напруженiсть поля становить
4 · 105 В/м. На скiльки ближче до заряду перебуватиме точка, в якiй
буде така сама напруженiсть, якщо заряд помiстити в середовище з
дiелектричною проникнiстю ε = 2?

11.33. Бiля вершин гострих кутiв ромба зi стороною a помiщено по-
зитивнi заряди q, а бiля вершини одного з тупих кутiв – позитивний за-
ряд Q. Визначити напруженiсть електричного поля бiля четвертої вер-
шини ромба, якщо менша дiагональ ромба дорiвнює його сторонi.

11.34. Металева куля з дiаметром 4 см занурена у парафiн. По-
верхнева густина заряду на кулi 0, 8 · 10−5 Кл/м2. Яка напруженiсть
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поля у парафiнi на вiдстанi 20 см вiд поверхнi кулi?

11.35. Знайти потенцiал у точцi, що розташована на вiдстанi 70 см
вiд поверхнi негативно зарядженої сфери iз радiусом 30 см, якщо по-
верхнева густина заряду дорiвнює−0, 5 нКл/м2.

11.36. Знайти потенцiал поля в середнiй точцi мiж двома зарядами
+5 нКл i −10 нКл. Вiдстань мiж зарядами становить 1 м. У якiй точцi
мiж зарядами потенцiал поля буде дорiвнювати нулю?

11.37. Електрон влiтає в електричне поле iз початковою швидкiстю
v0 = 3 · 106 м/с. Потенцiал початкової точки поля дорiвнює 6000 В.
Знайти потенцiал точки, в якiй електрон зупиниться.

11.38. Електрон влiтає в однорiдне поле плоского конденсатора
проти напряму лiнiй напруженостi. На дiлянцi шляху завдовжки 3 см
вiн збiльшує свою швидкiсть вiд 0, 5 · 106 м/с до 106 м/с. Визначити
рiзницю потенцiалiв мiж обкладками конденсатора, вiдстань мiж яки-
ми становить 10 см.

11.39. Пучок електронiв, спрямований паралельно обкладкам пло-
ского конденсатора, на шляху 4 см вiдхиляється на 2 мм вiд початково-
го напряму. Яку початкову швидкiсть мають електрони? Напруга мiж
пластинами конденсатора 900 В, а вiдстань мiж ними 4 см.

11.40. Мiж внутрiшньою частиною клiтини та зовнiшнiм розчином
iснує рiзниця потенцiалiв (мембранний потенцiал спокою), що приб-
лизно становить U = 80 мВ. Припускаючи, що електричне поле все-
рединi мембрани однорiдне, i враховуючи товщину мембрани l = 8 нм,
знайти напруженiсть цього поля.

11.41. Яка рiзниця потенцiалiв початкової i кiнцевої точок траєкто-
рiї електрона в електричному полi, якщо на цьому шляху вiн збiльшив
швидкiсть з 107 м/с до 2 · 107 м/с?

11.42. Двi точки розташованi на вiдстанi 0, 15 м i 0, 2 м вiд заряду
10−7 Кл. Знайти рiзницю потенцiалiв цих точок.

11.43. Електрон летить iз точки A до точки B, мiж якими рiзниця
потенцiалiв дорiвнює 100 В. Яку швидкiсть матиме електрон у точцiB,
якщо в точцi A його швидкiсть дорiвнювала нулю?
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11.44. Два точкових заряди 7 ·10−9 Кл i 14 ·10−9 Кл знаходяться на
вiдстанi 0,4 м. Яку роботу потрiбно виконати для наближення зарядiв
до вiдстанi 0,25 м?

11.45. Iз ядра атома радiю зi швидкiстю 2 · 107 м/с вилiтає
α-частинка з масою 6, 67 · 10−27 кг. Визначити енергiю частинки i рiз-
ницю потенцiалiв, яка б забезпечила частинцi таку енергiю. Заряд ча-
стинки 3, 2 · 10−19 Кл.

11.46. Поле утворене зарядом 17 · 10−9 Кл. Яку роботу потрiбно
виконати, щоб однойменний заряд 4 ·10−9 Кл перенести з точки, вiдда-
леної вiд першого заряду на 0,5 м в точку, яка вiддалена вiд того самого
заряду на 0,05 м?

11.47. Яку роботу потрiбно виконати, щоб перенести точковий за-
ряд 7 · 10−9 Кл з нескiнченностi в точку, яка розташована на вiдстанi
0, 1 м вiд поверхнi металевої кульки? Потенцiал кульки 200 В, а радiус
0,02 м. Кулька знаходиться в повiтрi.

11.48. На поверхнi кулi iз радiусом 0,02 м рiвномiрно розподiлений
заряд 10−10 Кл. Електрон, що знаходиться дуже далеко вiд кулi, має
початкову швидкiсть v0 = 0. З якою швидкiстю вiн наблизиться до
кулi?

11.49. Мiж паралельними зарядженими пластинами, що розта-
шованi горизонтально, утримується в рiвновазi частинка пилу масою
10−12 кг, що має заряд −5 · 10−16 Кл. Знайти рiзницю потенцiалiв мiж
пластинами. Вiдстань мiж ними 10−2 м.

11.50. Визначити кiлькiсть електронiв, якi утворюють заряд час-
тинки пилу з масою 5 · 10−12 кг, якщо вона знаходиться в рiвновазi в
електричному полi, що утворене двома зарядженими пластинами. Рiз-
ниця потенцiалiв мiж пластинами 3000 В, а вiдстань мiж ними 0,02 м.

11.51. Мiж двома горизонтально розташованими пластинами, що
зарядженi до 6000 В, утримується в рiвновазi частинка пилу з масою
3 · 10−11 кг. Визначити заряд частинки, якщо вiдстань мiж пластинами
0,1 м.

11.52. Електрон влiтає в однорiдне поле, що утворене паралельни-
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ми зарядженими пластинами, у напрямi лiнiй напруженостi i втрачає
свою швидкiсть вiд v0 = 12 · 106 м/с до нуля, пройшовши шлях вiд
однiєї пластини до iншої. Визначити напруженiсть поля, якщо вiдстань
мiж пластинами 2 см.

11.53. До якої рiзницi потенцiалiв потрiбно зарядити горизонталь-
но розташованi на вiдстанi 0,04 м одна вiд iншої пластини, щоб частин-
ка пилу з масою 3 · 10−11 кг, що несе на собi 1000 надлишкових елект-
ронiв, перебувала в рiвновазi мiж цими пластинами?

11.54. В електричному полi точкового заряду q = 0, 3 нКл
на вiдстанi r = 1 м вiд нього знаходиться диполь з моментом
p = 2 · 10−28 Кл·м. Знайти максимальний момент сили, що дiє на ди-
поль у вакуумi.

11.55. Знайти потенцiал поля, який утворює диполь у точцi A, що
знаходиться на вiдстанi r = 0, 5 м в напрямi пiд кутом α = 30◦ вiдносно
електричного моменту p диполя. Середовище – вода (ε = 81). Диполь
створюється зарядами q = 2 · 10−7 Кл, що знаходяться на вiдстанi
l = 0, 5 см.

11.56. Знайти електричний момент системи електрон–ядро атома
водню, розглядаючи його як диполь. Вiдстань мiж ядром та електроном
r = 10−8 см.

11.57. У результатi поляризацiї на кiнцях дiелектрика виникли
зв’язанi заряди iз поверхневою густиною σçâ = 10−10 Кл/м2. Зразок
дiелектрика має форму цилiндра з довжиною l = 30 см та площею по-
перечного перерiзу S = 1 см2. Вважаючи поляризований дiелектрик
диполем, визначити його електричний момент.

11.58. Який максимальний момент сили дiє в електричному полi з
напруженiстю E = 20 кВ/м на молекулу води (p = 3, 7 · 10−29 Кл·м)?
У чому рiзниця дiї на молекулу однорiдного i неоднорiдного полiв?

11.59. Використовуючи вираз для потенцiалу диполя (11.16) i зв’я-
зок мiж напруженiстю i потенцiалом E = −dϕ/dr, знайти залежнiсть
напруженостi електричного поля на осi диполя вiд p i r.

11.60. Диполь створено зарядами q = 2 · 10−7 Кл, якi знаходяться
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у водi (ε = 81) на вiдстанi l = 0, 5 см один вiд одного. Знайти рiзни-
цю потенцiалiв двох точок, що знаходяться на вiдстанi r = 0, 5 м пiд
кутами α1 = 0◦ i α2 = 90◦ (див. рис. 11.5).

p


r

A



Рисунок 11.5

11.61. Диполь з електричним моментом p = 1 пКл·м рiвномiрно
обертається iз частотою ν = 103 c−1 вiдносно осi, що проходить через
центр диполя i перпендикулярна до його плеча. Вивести закон змiни
потенцiалу як функцiю часу в деякiй точцi, що вiддалена вiд центра ди-
поля на r = 1 см i лежить у площинi обертання диполя. Прийняти, що
в початковий момент часу потенцiал ϕ0, для точки, що розглядається,
дорiвнює нулю. Побудувати графiк залежностi ϕ(t).

11.62. Диполь з електричним моментом p = 20 пКл·м знаходиться
в неоднорiдному електричному полi. Ступiнь неоднорiдностi поля ха-
рактеризується величиною dE/dx = 1 МВ/м2, взятою у напрямi осi
диполя. Обчислити силу F , що дiє на диполь в цьому напрямi.

11.63. Визначити електричний момент p диполя, якщо його створе-
но зарядами Q = 10 нКл, якi розташованi на вiдстанi l = 0, 5 см один
вiд одного.

11.64. Визначити напруженiсть поля, що створює диполь з елект-
ричним моментом p = 1 нКл·м на вiдстанi r = 25 см вiд центра диполя
в напряму, перпендикулярному до осi диполя.

11.65. Поле утворене точковим диполем з електричним моментом
p = 100 пКл·м. Визначити рiзницю потенцiалiв U двох точок по-
ля, розташованих симетрично вiдносно диполя на його осi на вiдстанi
r = 10 см вiд центра диполя.
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12. Електроємнiсть. Конденсатори

Основнi формули

• Ємнiсть вiдокремленого провiдника

C =
q

ϕ
, (12.1)

де q – заряд провiдника (Кл); ϕ – його потенцiал (В).

• Ємнiсть сферичного провiдника

C = 4πε0εR, (12.2)

де ε0 = 8, 85 · 10−12 Ф/м – унiверсальна електрична стала; ε –
вiдносна дiелектрична проникнiсть середовища; R – радiус сфе-
ри (м).

• Ємнiсть конденсатора

C =
q

U
, (12.3)

де q – значення заряду на кожнiй з обкладок конденсатора (Кл);
U – напруга (або рiзниця потенцiалiв) мiж обкладками (В).

• Ємнiсть плоского конденсатора

C =
ε0εS

d
, (12.4)

де d – вiдстань мiж пластинами (м); S – площа кожної пласти-
ни (м2).

• Ємнiсть плоского конденсатора, який заповнений n шарами дiе-
лектрика iз товщиною di та дiелектричною проникнiстю εi кож-
ний:

C =
ε0S

d1/ε1 + d2/ε2 + ...+ dn/εn
=

ε0S∑n
i=1 di/εi

. (12.5)
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• Ємнiсть цилiндричного конденсатора

C = 2πε0ε
L

ln(R2/R1)
, (12.6)

де L – висота цилiндрiв (м); R2 – радiус зовнiшнього цилiнд-
ра (м); R1 – радiус внутрiшнього цилiндра (м).

• Ємнiсть сферичного конденсатора

C = 4πε0ε
R1R2

R2 −R1
, (12.7)

де R2 – радiус зовнiшньої сфери (м); R1 – радiус внутрiшньої
сфери (м).

• Енергiя електричного поля мiж обкладками зарядженого кон-
денсатора

W =
CU2

2
=
qU

2
=

q2

2C
. (12.8)

• Об’ємна густина енергiї електричного поля

ωåë =
ε0εE

2

2
, (12.9)

де E – напруженiсть електричного поля (В/м).

• Сила притягання мiж обкладками конденсатора

F = −∂W
∂x

, (12.10)

де W розраховується за формулою (12.8); x – координата (м).
Для плоского конденсатора (12.4) x ≡ d, для цилiндрично-
го (12.6) i сферичного (12.7) x ≡ R2.

• Батарея iз паралельно з’єднаних конденсаторiв

C = C1 + C2 + ...+ Cn =
n∑
i=1

Ci, (12.11)

U = U1 = U2 = ... = Un, (12.12)

q = q1 + q2 + ...+ qn =

n∑
i=1

qi, (12.13)
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де i – порядковий номер конденсатора; Ci – ємнiсть i-го кон-
денсатора; Ui – напруга на i-му конденсаторi; qi – заряд на i-му
конденсаторi; n – загальна кiлькiсть конденсаторiв.

• Батарея iз послiдовно з’єднаних конденсаторiв

1

C
=

1

C1
+

1

C2
+ ...+

1

Cn
=

n∑
i=1

1

Ci
, (12.14)

U = U1 + U2 + ...+ Un =
n∑
i=1

Ui, (12.15)

q = q1 = q2 = ... = qn. (12.16)

Приклади розв’язання задач

12.1. Є n = 1000 однакових крапель ртутi iз ємнiстю C = 1 пФ
кожна. Визначити ємнiсть великої кульової краплi, яка отримана при
злиттi всiх цих крапель.

n = 1000,
C = 10−12 Ф
C ′–?

Позначимо радiус маленької крапельки r, а радiус
великої, отриманої при злиттi всiх крапельок, R. Тодi
згiдно iз формулою (12.2):

C = 4πε0εr, C ′ = 4πε0εR.

Знайдемо вiдношення цих ємностей:

C ′

C
=

4πε0εR

4πε0εr
,

C ′

C
=
R

r
,

звiдки легко виразити ємнiсть C ′:

C ′ = C
R

r
.

Отже, для знаходження C ′ потрiбно дiзнатися, як спiввiдносяться
радiуси крапель. Використаємо вiдому формулу для визначення об’єму
кулi:

V =
4

3
πr3, V ′ =

4

3
πR3.

Оскiльки велика куля – це злиття маленьких, з iншого боку,

V ′ = nV.
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Пiдставимо в останнє спiввiдношення V i V ′ та отримаємо

4

3
πR3 = n

4

3
πr3, R3 = nr3,

R3

r3
= n,

R

r
= 3
√
n.

Пiдставляючи отримане вiдношення у формулу для знаходження
ємностi C ′, отримуємо

C ′ = C
R

r
= C 3
√
n.

Визначимо числове значення ємностi:

C ′ = C 3
√
n = 10−12 · 3

√
1000 = 10−11 (Ô).

Таким чином, злиття 1000 маленьких крапельок пiдвищує ємнiсть
результуючої великої краплi по вiдношенню до ємностi маленької по-
чаткової крапельки лише у 10 разiв.

12.2. На пластину плоского конденсатора, вiдстань мiж пластина-
ми якого d = 3 см, подано напругу U = 1 кВ. Простiр мiж пластинами
заповнений кров’ю (ε = 85). Знайти поверхневу густину зв’язаних за-
рядiв.

d = 0, 03 м,
U = 1000 В,
ε = 85,
ε0 = 8, 85 · 10−12 Ф/м
σ–?

Поверхнева густина зарядiв визначає-
ться за формулою (11.3):

σ =
q

S
,

де q – заряд на пластинi конденсатора; S –
площа пластини. Заряд q можна знайти за

формулою (12.3):
C =

q

U
, q = CU.

Ємнiсть конденсатора будемо визначати згiдно iз спiввiдношенням
(12.4):

C =
ε0εS

d
.

Пiдставимо останню формулу у попередню для знаходження заря-
ду пластини:

q = CU =
ε0εSU

d
.

Тепер можна знайти поверхневу густину σ:

σ =
q

S
=
ε0εSU

Sd
=
ε0εU

d
,
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або пiсля розрахунку

σ =
ε0εU

d
=

8, 85 · 10−12 · 85 · 1000

0, 03
= 2, 508 · 10−5

(
Êë

ì2

)
.

12.3. Вiдстань мiж пластинами повiтряного конденсатора iз пло-
щею S = 50 см2 дорiвнює d = 3 см. Конденсатор був заряджений до
напруги U = 200 В та вiд’єднаний вiд джерела струму. Знайти роботу,
яку потрiбно здiйснити для розсування пластин на вiдстань d2 = 10 см.

S = 5 · 10−3 м2,
d1 = 0, 03 м,
d2 = 0, 1 м,
U = 200 В,
ε = 1,
ε0 = 8, 85 · 10−12 Ф/м
A–?

Оскiльки конденсатор вiд’єднали вiд
джерела струму, заряд Q на його обклад-
ках не змiниться. Але при розсуваннi пла-
стин буде змiнюватися ємнiстьC, а вiдповiд-
но i напруга U на пластинах. Заряд можна
визначити за формулою (12.3):

Q = C1U,

де ємнiсть C визначається згiдно iз (12.4):

C =
ε0εS

d
.

Енергiя поля конденсатора визначається за формулою (12.8):

W =
Q2

2C
,

або пiсля врахування виразу для ємностi

W =
Q2

2C
=

Q2d

2ε0εS
.

Визначимо змiну цiєї енергiї при розсуваннi пластин:

∆W = W2−W1 =
Q2d2

2ε0εS
− Q2d1

2ε0εS
=
Q2 (d2 − d1)

2ε0εS
.

Ця змiна чисельно буде рiвна механiчнiй роботi A, яку потрiбно
здiйснити для розсування пластин, тобто

A =
Q2 (d2 − d1)

2ε0εS
.
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Але нам невiдомий заряд Q, знайдемо його за першою формулою,
що використана в цiй задачi:

Q = C1U =
ε0εSU

d1
.

Пiдставимо цей заряд у формулу для визначення роботи:

A =
Q2 (d2 − d1)

2ε0εS
=

(ε0εSU)2

d2
1

d2 − d1

2ε0εS
=
ε0εSU

2(d2 − d1)

2d2
1

.

Розрахуємо це значення:

A =
8, 85 · 10−12 · 1 · 5 · 10−3 · 2002 · (0, 1−0, 03)

2 · 0, 032
= 68, 8 (íÄæ).

12.4. Конденсатор, заряджений до напруги 100 В, з’єднують iз кон-
денсатором iз такою самою ємнiстю, але зарядженим до напруги 200 В:
один раз однойменно зарядженими обкладками, а iнший – рiзнойменно
зарядженими обкладками. Яка напруга встановиться мiж обкладками
в обох випадках?

U1 = 100 В,
U2 = 200 В,
C1 = C2 = C

U ′, U ′′–?

Спочатку знайдемо заряди на обкладках конден-
саторiв до з’єднання (12.3):

q1 = CU1, q2 = CU2.

Розглянемо перший випадок. При з’єднаннi
однойменних обкладок загальний заряд батареї дорiвнює сумi зарядiв
на обкладках до з’єднання (12.13):

q′ = q1 + q2 = CU1 + CU2 = C(U1 + U2).

Напруга на батареї пiсля з’єднання (12.3):

U ′ =
q′

C ′
.

Оскiльки конденсатори з’єднуються паралельно (12.11):

C ′ = C1 + C2 = 2C.

Пiдставляємо у вираз для знаходження U ′ знайдену напругу та єм-
нiсть:

U ′ =
q′

C ′
=
C(U1 + U2)

2C
=
U1 + U2

2
.
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Тепер переходимо до розгляду другого випадку. При з’єднаннi рiз-
нойменних обкладок загальний заряд вiдповiдно до (12.13) можна ви-
значити як

q′′ = q2 − q1 = CU2 − CU1 = C(U2 − U1),

де q2 > q1, оскiльки U2 > U1. Далi розв’язок аналогiчний першому
випадку:

U ′′ =
q′′

C ′′
=
C(U2 − U1)

2C
=
U2 − U1

2
.

Розрахуємо вiдповiднi значення:

U ′ =
U1 + U2

2
=

100 + 200

2
= 150 (Â),

U ′′ =
U2 − U1

2
=

200− 100

2
= 50 (Â).

12.5. Плоский повiтряний конденсатор iз площею кожної з пластин
S = 1 м2 заряджений та вiдключений вiд джерела струму. Пiсля за-
ряджання на кожнiй пластинi зосереджений заряд q = 3 · 10−6 Кл.
Визначити силу притягання мiж пластинами конденсатора.

S = 1 м2,
q = 3 · 10−6 Кл,
ε = 1,
ε0 = 8, 85 · 10−12 Ф/м
F–?

Сила взаємодiї мiж пластинами визнача-
ється за формулою (12.10):

F = −∂W
∂x

,

де енергiя електричного поля у конденсаторi
W (12.8)

W =
q2

2C
iз урахуванням виразу для визначення ємностi плоского конденсатора
(12.4)

C =
ε0εS

x
набирає вигляду

W =
q2x

2ε0εS
.

Знайдемо шукану силу:

F = −∂W
∂x

= − ∂

∂x

(
q2x

2ε0εS

)
= − q2

2ε0εS
.
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Розрахуємо це значення:

F = − q2

2ε0εS
= −

(
3 · 10−6

)2
2 · 8, 85 · 10−12 · 1 · 1

= −0, 508 (Í).

12.6. Знайти енергiю системи, що складається iз двох металевих
куль iз радiусами R1 = 5 см i R2 = 10 см та зарядами Q1 = 1 нКл i
Q2 = 10 нКл, якi не контактують мiж собою. Мiнiмальна вiдстань мiж
поверхнями куль R0 = 2 см. Кулi знаходяться у вакуумi.

R1 = 0, 05 м,
R2 = 0, 1 м,
R0 = 0, 02 м,
q1 = 10−9 Кл,
q2 = 10−8 Кл,
ε = 1,
ε0 = 8, 85 · 10−12 Ф/м
W–?

Повна енергiя системи двох сфер є су-
мою їх власних енергiй i потенцiальної енер-
гiї взаємодiї:

W = W1p +W2p +W12p.

Власнi енергiї сфер визначимо згiдно iз
(12.8):

W =
Q2

2C
,

або, врахувавши формулу для визначення
ємностi сфери (12.2),

C = 4πε0εR

матимемо
W1p =

Q2
1

8πε0εR1
, W2p =

Q2
2

8πε0εR2
.

Енергiя взаємодiї W12 зарядiв за законом Кулона (11.4) визначає-
ться роботою з перемiщення заряду Q2 у полi заряду Q1 (або навпаки)
з нескiнченностi до вiдстанi R мiж ними. Заряджену сферу можна роз-
глядати як точковий заряд, що мiститься всерединi сфери та чисельно
збiгається з її зарядом. Згiдно з умовою вiдстань мiж такими ефектив-
ними зарядами буде дорiвнювати R1 +R0 +R2. Отже, отримуємо

W12p = F12 · (R1 +R0 +R2) =

=
1

4πε0ε

Q1Q2

(R1 +R0 +R2)2
· (R1 +R0 +R2) =

=
Q1Q2

4πε0ε(R1 +R0 +R2)
.

Iз урахуванням цього запишемо кiнцеву формулу для розрахунку
повної енергiї:
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W =
Q2

1

8πε0εR1
+

Q2
2

8πε0εR2
+

Q1Q2

4πε0ε(R1 +R0 +R2)
=

=
1

8πε0ε

(
Q2

1

R1
+
Q2

2

R2
+

2Q1Q2

R1 +R0 +R2

)
.

Розрахуємо цю енергiю:

W =
1

8 · 3, 14159 · 8, 85 · 10−12 · 1
×

×
(

(10−9)2

0, 05
+

(10−8)2

0, 1
+

2 · 10−9 · 10−8

0, 05 + 0, 02 + 0, 1

)
= 5, 1 · 10−6 (Äæ).

12.7. Три конденсатори з ємностями 1 мкФ, 2 мкФ i 3 мкФ з’єднано
послiдовно i пiдключено до джерела напруги iз рiзницею потенцiалiв
220 В. Який заряд та напруга на кожному конденсаторi?

C1 = 10−6 Ф,
C2 = 2 · 10−6 Ф,
C3 = 3 · 10−6 Ф,
U = 220 В
q1, q2, q3–?
U1, U2, U3–?

Знайдемо загальну ємнiсть батареї (12.14):

1

C
=

1

C1
+

1

C2
+

1

C3
,

C =
C1C2C3

C2C3 + C1C3 + C1C2
.

Загальний заряд системи можна знайти за форму-

лою (12.3):
q = CU =

C1C2C3U

C2C3 + C1C3 + C1C2
.

Розрахуємо це значення:

q =
10−6 · 2 · 10−6 · 3 · 10−6 · 220

2·10−6·3·10−6+10−6·3·10−6+10−6·2·10−6
= 1, 2·10−4 (Êë).

Як вiдомо, при послiдовному з’єднаннi заряд батареї за величиною
рiвний заряду на кожному конденсаторi (12.16), тому

q1 = q2 = q3 = q = 1, 2 · 10−4 (Êë).

Напругу на кожному конденсаторi будемо знаходити за формулою
(12.3):

U1 =
q

C1
=

1, 2 · 10−4

10−6
= 120 (Â),

U2 =
q

C2
=

1, 2 · 10−4

2 · 10−6
= 60 (Â),
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U3 =
q

C3
=

1, 2 · 10−4

3 · 10−6
= 40 (Â).

12.8. Два однакових повiтряних конденсатори з ємностями
1000 пФ кожний заряджено до напруги 600 В. Один iз конденсаторiв
занурюється в зарядженому станi в гас, пiсля чого конденсатори з’єд-
нують паралельно однойменно зарядженими обкладками. Визначити
роботу електричних сил, що виконується при перезаряджаннi конден-
саторiв.

C1 = C2 = C = 10−9 Ф,
U1 = U2 = U = 600 В,
εã = 2, 1

A–?

До занурення в гас енергiї обох кон-
денсаторiв однаковi й визначаються спiв-
вiдношенням (12.8):

W =
q2

2C
.

Пiсля занурення одного з конденсаторiв у гас його ємнiсть дорiв-
нює C ′:

C ′ = εãC,

де εã – дiелектрична проникнiсть гасу. Енергiя цього конденсатора
згiдно iз (12.8) також змiнюється:

W ′ =
q2

2C ′
=

q2

2εãC
.

Таким чином, загальна енергiя конденсаторiв до їх з’єднання (один
у повiтрi, iнший занурено в гас) дорiвнює

W =
q2

2C
+

q2

2εãC
=
q2(εã + 1)

2εãC
.

Пiсля паралельного з’єднання згiдно iз (12.13) заряд системи по-
двоюється:

qçàã = q + q = 2q,

а ємнiсть є сумою ємностей обох конденсаторiв (12.11):

Cçàã = εãC + C = (εã + 1)C.

Енергiя батареї визначиться як (12.8):

W =
q2
çàã

2Cçàã
=

(2q)2

2(εã + 1)C
=

2q2

(εã + 1)C
.
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Робота зовнiшнiх силA∗ при перезаряджаннi конденсаторiв дорiв-
нює приросту їх енергiї:

A∗ =
2q2

(εã + 1)C
− q2(εã + 1)

2εãC
=
q2

C

(
2

εã + 1
− εã + 1

2εã

)
=

=
q2

C

(
4εã − (εã + 1)2

2εã(εã + 1)

)
=
q2

C

(
4εã − ε2

ã − 2εã − 1

2εã(εã + 1)

)
=

=
q2

C

(
−ε2

ã + 2εã − 1

2εã(εã + 1)

)
= − q2(εã − 1)2

2εã(εã + 1)C
.

Використаємо зв’язок (12.3):

q = CU,

i будемо мати таке:

A∗ = − q2(εã − 1)2

2εã(εã + 1)C
= −C

2U2(εã − 1)2

2εã(εã + 1)C
= −CU

2(εã − 1)2

2εã(εã + 1)
.

Робота електричних сил A = −A∗, отже, маємо

A =
CU2(εã − 1)2

2εã(εã + 1)
=

10−9 · 6002 · (2, 1− 1)2

2 · 2, 1 · (2, 1 + 1)
= 3, 04 · 10−5 (Äæ).
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Задачi для самостiйного розв’язування

12.9. На кулi зосереджений заряд 6 · 10−8 Кл, а потенцiал кулi
18 кВ. Знайти її радiус, якщо вона знаходиться у вакуумi.

12.10. До якого потенцiалу зарядиться провiдник ємнiстю 1 мкФ,
якщо йому надати заряду 2 · 10−10 Кл?

12.11. Яким повинен бути радiус кулi, щоб її ємнiсть у вакуумi до-
рiвнювала 1 Ф?

12.12. Визначити ємнiсть вiдокремленої металевої кулi iз радiусом
10 см, якщо: а) вона знаходиться у вакуумi; б) вона знаходиться у водi
(ε = 81).

12.13. Надавши провiднику заряд 10−8 Кл, його потенцiал збiль-
шили на 100 В. Визначити ємнiсть провiдника.

12.14. Визначити ємнiсть Земної кулi, вважаючи її радiус таким, що
дорiвнює 6400 км. Який заряд потрiбно передати Земнiй кулi для того,
щоб пiдвищити її потенцiал до 3 кВ?

12.15. Ємностi двох металевих куль 10 пФ i 20 пФ, а заряди на
них 17 нКл i 30 нКл вiдповiдно. Чи будуть перемiщуватись електрони
з однiєї кулi на iншу, якщо їх з’єднати дротом? Вiдповiдь пiдтвердити
розрахунками.

12.16. Заряджена до потенцiалу 300 В металева куля iз радiусом
15 см з’єднується з незарядженою кулею довгою тонкою дротиною.
Пiсля з’єднання потенцiал кулi став рiвний 100 В. Визначити радiус
другої кулi.

12.17. Двi кулi з ємностями 100 пФ i 60 пФ зарядили до потенцiалiв
220 В i 240 В вiдповiдно, а потiм з’єднали провiдником, ємнiстю якого
можна знехтувати. Визначити заряд кожної кулi пiсля з’єднання.

12.18. Електричний заряд на однiй кулi 200 нКл, а на iншiй
100 нКл. Ємностi куль – 2 пФ i 3 пФ вiдповiдно. Визначити, як роз-
подiляться заряди мiж кулями пiсля того, як вони будуть з’єднанi про-
вiдником.

12.19. Кулi iз радiусом 2 см надали електричного заряду 1,83 нКл.
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Який заряд перейде на маленьку незаряджену кульку, що має радiус
2 мм, якщо її з’єднати провiдником з великою кулею? Ємнiстю з’єдну-
вального провiдника знехтувати.

12.20. Один мiльйон сферичних крапельок зливається в одну вели-
ку краплю. Радiус кожної крапельки 5 · 10−4 см, заряд 1, 6 · 10−14 Кл.
Яка енергiя витрачається на подолання електричних сил вiдштовху-
вання при з’єднаннi крапельок?

12.21. Плоский конденсатор, вiдстань мiж пластинами якого
d = 0, 5 см, заряджений до рiзницi потенцiалiв U = 700 В. Дiелект-
рик – кров (ε = 85). Визначити об’ємну густину енергiї поля конден-
сатора.

12.22. Визначити товщину дiелектрика в конденсаторi з ємнiстю
1400 пФ та площею перекриття пластин 1, 4 · 10−3 м2. Дiелектрик –
слюда (ε = 6).

12.23. Плоский повiтряний конденсатор утворений двома квадрат-
ними пластинами, якi знаходяться одна вiд одної на вiдстанi 10−3 м.
Якою повинна бути ширина кожної з цих пластин, щоб ємнiсть кон-
денсатора дорiвнювала 1 Ф?

12.24. Якої найбiльшої ємностi можна зробити конденсатор, вико-
риставши як дiелектрик вiдмиту вiд емульсiї фотопластинку розмiром
9× 12 см i товщиною 5 · 10−3 м (ε = 7)?

12.25. Конденсатор зроблений з листiв станiолю, якi роздiленi пла-
стинками зi слюди (ε = 6) з товщиною 10−3 м i площею 9 · 10−4 м2

кожна. Скiльки листiв станiолю потрiбно взяти, щоб отримати ємнiсть
10 мкФ?

12.26. Плоский конденсатор складається з двох круглих пластин
дiаметром 0, 22 м кожна, якi вiдокремленi одна вiд одної шаром повiтря
з товщиною 3·10−3 м. Напруга на пластинах конденсатора 120 В. Який
заряд зосереджений на кожнiй пластинi?

12.27. Плоский повiтряний конденсатор складається з двох пла-
стин. Визначити ємнiсть конденсатора, якщо площа кожної пластини
10−2 м2, а вiдстань мiж ними 0, 5 · 10−2 м2. Як змiниться ємнiсть кон-
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денсатора при зануреннi його в глiцерин (ε = 56, 2)?

12.28. Який з двох конденсаторiв i у скiльки разiв має бiльшу енер-
гiю, якщо для першого конденсатора C1 = 4 мкФ, U1 = 10 В, а для
другого C2 = 10 мкФ, U2 = 4 В?

12.29. Для вивчення структури та функцiй бiологiчних мембран ви-
користовують моделi – штучнi фосфолiпiднi мембрани, що складають-
ся iз бiомолекулярного шару фосфолiпiдiв. Товщина штучної мембра-
ни становить близько l = 6 нм. Знайдiть ємнiсть 1см2 такої мембрани,
якщо її вiдносна дiелектрична проникнiсть ε = 3. Порiвняйте отриману
ємнiсть iз аналогiчною характеристикою конденсатора, вiдстань мiж
пластинами якого l = 1 мм.

12.30. Плоский повiтряний конденсатор iз площею пластин 5 дм2

та вiдстанню мiж ними 2 мм заряджається до рiзницi потенцiалiв 50 В.
Визначити заряд та напруженiсть електричного поля в конденсаторi у
трьох випадках: а) конденсатор зарядили та, не вiд’єднуючи вiд джере-
ла струму, залили гасом; б) конденсатор спочатку залили гасом, а потiм
почали заряджати; в) конденсатор зарядили та вiд’єднали вiд джерела
струму, а вже потiм залили гасом. Яку роботу потрiбно здiйснити, щоб
в останньому випадку збiльшити вiдстань мiж пластинами у три рази?

12.31. Як змiниться ємнiсть конденсатора, якщо вiдстань мiж пла-
стинами збiльшити в 2 рази, а дiелектрик замiнити iншим, iз дiелект-
ричною проникнiстю у 4 рази меншою?

12.32. Повiтряний конденсатор, що складається iз двох пластин
площею 10 см2 кожна, що знаходяться на вiдстанi 2 см, занурили у гас.
На скiльки потрiбно розсунути пластини, щоб ємнiсть конденсатора не
змiнилася? Дiелектрична проникнiсть гасу ε = 2, 1.

12.33. Плоский повiтряний конденсатор зарядили вiд джерела iз
напругою 200 В. Потiм конденсатор вiд’єднали вiд джерела. Якою бу-
де напруга мiж пластинами, якщо вiдстань мiж ними збiльшити вiд по-
чаткової 0,2 мм до 0,7 мм, а простiр мiж пластинами заповнити слюдою
iз дiелектричною проникнiстю ε = 7? Як змiниться при цьому напру-
женiсть поля мiж обкладками?

12.34. Як потрiбно змiнити вiдстань мiж пластинами плоского кон-
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денсатора, пiдключеного до джерела постiйного струму, щоб напруже-
нiсть поля мiж ними зросла в 7 разiв?

12.35. Конденсатор пiдключений до акумуляторної батареї. Вiд-
стань мiж пластинами зменшили в 2 рази. Чи змiнилася рiзниця по-
тенцiалiв мiж пластинами? Як змiнилася напруженiсть поля мiж пла-
стинами та заряд конденсатора?

12.36. Плоский конденсатор, мiж обкладками якого знаходиться
скляна пластинка, приєднали до акумулятора. Заряд конденсатора до-
рiвнює 14 мкКл. Який заряд пройде через акумулятор при видаленнi
пластинки?

12.37. Максимальна ємнiсть конденсатора, за допомогою яко-
го налагоджують частоту в радiоелектронному пристрої, дорiвнює
100 пФ. При поворотi рухомих пластин ємнiсть конденсатора може
бути зменшена до 10 пФ. Припустимо, що конденсатор пiдключений
до джерела з рiзницею потенцiалiв U = 0, 3 кВ, коли має максимальну
ємнiсть. Потiм ручка повертається, i ємнiсть конденсатора стає мiнi-
мальною. Яка робота виконується при поворотi ручки?

12.38. Обчислити силу взаємодiї обкладок сферичного конденса-
тора, якщо вiн заповнений дiелектриком з проникнiстю ε = 6, а радiуси
R1 iR2 становлять вiдповiдно 6 см i 8 см. Конденсатор пiдключений до
джерела струму iз рiзницею потенцiалiв U = 1 кВ.

12.39. Цилiндричний конденсатор iз радiусами обкладок
R1 = 10 см i R2 = 15 см, що заповнений дiелектриком iз проник-
нiстю ε = 4, пiдключений до джерела струму з напругою U = 300 В.
Визначити силу взаємодiї обкладок на одиницю L = 1 м довжини
конденсатора.

12.40. Потенцiал зарядженої металевої кулi й напруженiсть на вiд-
станi a = 5 см вiд її поверхнi становлятьϕ = 1, 2·104 В;E = 6·104 В/м.
Визначити енергiю W кулi.

12.41. Сферичну тонкостiнну оболонку iз радiусом R1, яка рiвно-
мiрно заряджена по поверхнi зарядомQ, розширили до радiусаR2. Ви-
значте змiну енергiї системи.
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12.42. Двi концентричнi металевi сфери iз радiусами R1 = 2 см i
R2 = 2, 1 см утворюють сферичний конденсатор. Визначити його єм-
нiсть, якщо простiр мiж сферами заповнений парафiном. Який радiус
повинна мати куля, що занурена у парафiн, щоб мати таку саму єм-
нiсть?

12.43. Пiд час вивчення фотоелектричних явищ використовується
сферичний конденсатор, що складається з металевої кульки з дiамет-
ром D = 1, 5 см (катод) i внутрiшньої поверхнi, яка посрiблена зсере-
дини сферичної колби з дiаметром D = 11 см (анод). Повiтря з колби
висмоктується. Знайти ємнiсть C такого конденсатора.

12.44. Вiдокремлена металева сфера з ємнiстю C = 10 пФ заряд-
жена до потенцiалуϕ = 3 кВ. Визначити енергiюW поля у сферичному
шарi, який обмежений сферою i концентричною з нею сферичною по-
верхнею, радiус якої в три рази бiльший за радiус сфери.

12.45. Якою повинна бути вiдстань мiж обкладками плоского кон-
денсатора, ємнiсть якого вiдповiдає: а) ємностi послiдовно з’єднаних
20 однакових конденсаторiв; б) ємностi таких самих 20 конденсаторiв,
але з’єднаних паралельно?

12.46. Є два конденсатори з ємностями 2 мкФ i 4 мкФ. Визначити
їх загальну ємнiсть при паралельному i послiдовному з’єднаннi.

12.47. Є три конденсатори з ємностями 20 мкФ, 50 мкФ i 70 мкФ.
Визначити еквiвалентну ємнiсть при їх паралельному i послiдовному
з’єднаннi.

12.48. Знайти iнтервал ємностей, на якi може бути налаштована
система, що складається з двох послiдовно з’єднаних конденсаторiв:
один iз них має сталу ємнiстьC1 = 100 пФ, а ємнiсть другогоC2 можна
змiнювати в iнтервалi вiд 400 пФ до 900 пФ.

12.49. Знайти iнтервал ємностей, на якi може бути налаштована
система, що складається iз двох паралельно з’єднаних конденсаторiв:
один iз них має сталу ємнiстьC1 = 400 пФ, а ємнiсть другогоC2 можна
змiнювати в iнтервалi вiд 100 пФ до 800 пФ.

12.50. Два конденсатори з’єднано послiдовно в батарею, на яку по-
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дано заряд 500 нКл. Ємностi конденсаторiв 20 пФ i 80 пФ. Знайти за-
гальну ємнiсть конденсаторiв, напругу на батареї i напругу на кожному
з конденсаторiв окремо.

12.51. Три конденсатори з’єднанi послiдовно в батарею. Заряд на
конденсаторах 250 нКл. Ємностi конденсаторiв дорiвнюють 2 мкФ,
3 мкФ i 5 мкФ. Знайти загальну ємнiсть батареї конденсаторiв, напругу
батареї, а також напругу на кожному конденсаторi.

12.52. Два послiдовно з’єднаних конденсатори з ємностями 2 мкФ
i 4 мкФ приєднанi до джерела напруги 120 В. Визначити напругу на
кожному конденсаторi.

12.53. Три конденсатори з ємностями 2 мкФ, 4 мкФ i 6 мкФ з’єднанi
послiдовно. Напруга батареї 110 кВ. Яка напруга на кожному конден-
саторi?

12.54. Два однакових конденсатори з’єднано послiдовно i пiдклю-
чено до джерела напруги. У скiльки разiв змiниться рiзниця потенцiа-
лiв на одному з конденсаторiв, якщо iнший занурити в рiдину з дiелект-
ричною проникнiстю ε = 2?

12.55. Два однакових плоских повiтряних конденсатори з’єднано
послiдовно i пiдключено до джерела напруги. Всередину одного з них
вносять дiелектрик з дiелектричною проникнiстю ε. Дiелектрик запов-
нює весь простiр мiж обкладками. Як i у скiльки разiв змiниться на-
пруженiсть електричного поля в цьому конденсаторi?

12.56. Два плоских конденсатори, що мають ємнiсть по 10 пФ кож-
ний, з’єднали в батарею послiдовно. Наскiльки змiниться ємнiсть ба-
тареї, якщо простiр мiж пластинами одного з конденсаторiв заповнити
дiелектриком з проникнiстю ε = 2?

12.57. Систему конденсаторiв iз загальною ємнiстю 100 мкФ, що
складається з трьох паралельно з’єднаних конденсаторiв, включили до
мережi з напругою 250 В. На обкладках одного з конденсаторiв з’явив-
ся заряд 10 мКл. Визначити ємнiсть i заряд кожного з двох iнших одна-
кових конденсаторiв.

12.58. Два конденсатори з ємностями 30 пФ i 70 пФ з’єднали пара-
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лельно i пiдключили до джерела з напругою 100 В. Яка напруга i який
заряд буде на кожному з конденсаторiв?

12.59. Три конденсатори з ємностями 70 пФ, 50 пФ i 30 пФ з’єдна-
ли паралельно i пiдключили до джерела з напругою 5 кВ. Яка напруга
i заряд будуть на кожному з конденсаторiв?

12.60. Конденсатор з ємнiстю 3 мкФ заряджений до рiзницi потен-
цiалiв 300 В, а конденсатор з ємнiстю 2 мкФ – до 200 В. Обидва кон-
денсатори з’єднанi пiсля заряджання паралельно однойменними по-
люсами. Яка рiзниця потенцiалiв встановиться на обкладках конден-
саторiв пiсля їх з’єднання?

12.61. Два конденсатори зарядили до напруг 600 В i 200 В i з’єдна-
ли паралельно. Визначити рiзницю потенцiалiв мiж обкладками кон-
денсаторiв, якщо ємнiсть першого з них в 3 рази бiльша ємностi дру-
гого.

12.62. Три однакових плоских конденсатори з’єднано мiж собою
паралельно. Ємнiсть отриманої батареї 90 пФ. Площа кожної пласти-
ни 100 см2, дiелектрик – скло. Знайти товщину скла.

12.63. Конденсатор з ємнiстю 2 мкФ заряджають до напруги 110 В.
Потiм його вiд’єднують вiд джерела та пiд’єднують до незарядженого
конденсатора, який пiсля цього заряджається до 44 В. Визначити єм-
нiсть другого конденсатора.

12.64. Конденсатор з ємнiстю 20 мкФ, що заряджений до рiзницi
потенцiалiв 100 В, з’єднали паралельно iз зарядженим до рiзницi по-
тенцiалiв 40 В конденсатором, ємнiсть якого невiдома. Визначити єм-
нiсть другого конденсатора, якщо рiзниця потенцiалiв пiсля з’єднання
виявилася 80 В.

12.65. Два конденсатори з ємностями 4 мкФ i 2 мкФ заряджено до
потенцiалiв 300 В i 600 В вiдповiдно. Визначити рiзницю потенцiалiв на
обкладках конденсаторiв, якщо їх з’єднали паралельно: а) однойменно
зарядженими пластинами; б) рiзнойменно зарядженими пластинами.

12.66. Вiдстань d мiж пластинами плоского конденсатора дорiвнює
1, 33 мм, а площа S пластин становить 20 см2. У просторi мiж пласти-
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нами конденсатора знаходяться два шари дiелектрикiв: слюда з тов-
щиною d1 = 0, 7 мм i парафiн з товщиною d2 = 0, 3 мм. Визначити
електроємнiсть C конденсатора.

12.67. У плоскому конденсаторi розмiстили плитку парафiну iз
товщиною d = 1 см, яка щiльно прилягає до його пластин. На скiльки
потрiбно збiльшити вiдстань мiж пластинами, щоб отримати початкову
ємнiсть?
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Довiдковий додаток

Таблиця 1 — Деякi одиницi системи СI

Величина Одиниця вимiрювання Позн.
Довжина метр м

Маса кiлограм кг
Час секунда с

Сила струму ампер А
Температура кельвiн К
Сила свiтла кандела кд

Кiлькiсть речовини моль моль
Плоский кут радiан рад
Тiлесний кут стерадiан ср

Частота герц Гц
Сила ньютон Н

Енергiя джоуль Дж
Потужнiсть ват Вт

Тиск паскаль Па
Свiтловий потiк люмен лм

Освiтленiсть люкс лк
Електричний заряд кулон Кл

Потенцiал вольт В
Опiр ом Ом

Електроємнiсть фарад Ф
Магнiтний потiк вебер Вб

Магнiтна iндукцiя тесла Тл
Iндуктивнiсть генрi Гн

Електрична провiднiсть сименс См
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Таблиця 2 — Десятковi приставки СI

Кратнiсть Приставка Позн. Приклад

1024 йота Й ЙБ – йотабайт

1021 цета З Зг – цетаграм

1018 екза Е ЕДж – екзаджоуль

1015 пета П Пфлоп – петафлоп

1012 тера Т ТВ – теравольт

109 гiга Г ГГц – гiгагерц

106 мега М МПа – мегапаскаль

103 кiло к кН – кiлоньютон

102 гекто г гОм – гектоом

101 дека да дал – декалiтр

10−1 деци д дБ – децибел

10−2 санти с см – сантиметр

10−3 мiлi м мТл – мiлiтесла

10−6 мiкро мк мкГн – мiкрогенрi

10−9 нано н нм – нанометр

10−12 пiко п пФ – пiкофарад

10−15 фемто ф фс – фемтосекунда

10−18 атто а ас – аттосекунда

10−21 цепто ц цН – цептоньютон

10−24 йокто й йг – йоктограм

10−10 м ангстрем
◦
A ангстрем
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Довiдковий додаток

Таблиця 3 — Деякi фундаментальнi фiзичнi сталi

Величина Символ Значення

Маса Землi 5, 97 · 1024 кг

Радiус Землi 6, 37 · 106 м

Прискорення вiльного падiння g 9, 81 м/с2

Швидкiсть свiтла у вакуумi c 3 · 108 м/с

Гравiтацiйна стала G 6, 67·10−11 ì
3

êã·ñ2
Стала Авогадро NA 6, 02 · 1023 1/моль

Об’єм одного моля газу Vm 22, 4·10−3 м3/моль

Стала Лошмiдта L =
NA

Vm
2, 69 · 1025 м−3

Стала Больцмана k 1, 38 · 10−23 Дж/К

Унiверсальна газова стала R = kNA 8, 314 Дж/(моль·К)

Стала Планка h 6, 626 · 10−34 Дж·с

Елементарний заряд e 1, 6 · 10−19 Кл

Маса електрона me 9, 11 · 10−31 кг

Маса протона mp 1, 6726 · 10−27 кг

Маса нейтрона mn 1, 6749 · 10−27 кг

Атомна одиниця маси 1 а.о.м. 1, 66 · 10−27 кг

Електрична стала ε0 8, 85 · 10−12 Ф/м

Магнiтна стала µ0 4π · 10−7 Гн/м

Стала Фарадея F = eNA 96485 Кл/моль

Атмосферний тиск atm 101325 Па
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Таблиця 4 — Таблиця похiдних

f(x) f ′(x) f(x) f ′(x)

const 0 cosx − sinx

xa axa−1 tg x 1/ cos2 x

ax ax ln a ctg x −1/ sin2 x

ex ex arcsinx 1/
√

1− x2

loga x 1/(x ln a) arccosx −1/
√

1− x2

lnx 1/x arctg x 1/(1 + x2)

sinx cosx arcctg x −1/(1 + x2)

Таблиця 5 — Правила диференцiювання

1. (cf)′ = cf ′; 5.

(
f

g

)′
=
f ′g − fg′

g2
;

2. (f + g)′ = f ′ + g′; 6. (fg)′ =
(
e g ln f

)′
;

3. (f − g)′ = f ′ − g′; 7. (f(g))′ = f ′gg
′;

4. (fg)′ = f ′g + fg′; 8. f ′ = (ln f)′f.

Таблиця 6 — Дiелектричнi проникностi речовин

Вакуум 1 Повiтря 1
Вода 81 Парафiн 2.1
Гас 2.1 Слюда 6

Мастило 2.5 Скло 7
Глiцерин 41 Кров 85
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Довiдковий додаток

Таблиця 7 — Список табличних невизначених iнтегралiв

1.

∫
dx = x+ C;

2.

∫
xndx =

xn+1

n+ 1
+ C;

3.

∫
dx

x
= ln |x|+ C;

4.

∫
axdx =

ax

ln a
+ C;

5.

∫
exdx = ex + C;

6.

∫
sinx dx = − cosx+ C;

7.

∫
cosx dx = sinx+ C;

8.

∫
dx

cos2 x
= tg x+ C;

9.

∫
dx

sin2 x
= − ctg x+ C;

10.

∫
dx

sinx
= ln

∣∣∣tg x
2

∣∣∣+ C;

11.

∫
dx

cosx
= ln

∣∣∣tg (x
2

+
π

2

)∣∣∣+ C;

12.

∫
dx

a2 + x2
=

1

a
arctg

x

a
+ C;

13.

∫
dx

x2 − a2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣x− ax+ a

∣∣∣∣+ C;

14.

∫
dx√
x2 + a

= ln
∣∣∣x+

√
x2 + a

∣∣∣+ C;

15.

∫
dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
+ C.
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Таблиця 8 — Фiзичнi властивостi твердих речовин

Речовина Густина,
кг/м3

Питома
тепло-
ємнiсть,
Дж/(кг·К)

Темпе-
ратура
плав-
лен-
ня, °C

Питома
теплота
плав-
лення,
кДж/кг

Алюмiнiй 2700 880 660 380

Гранiт 2600 – – –

Залiзо 7900 460 1535 270

Золото 19300 134 1063 66.5

Залiзобетон 2200 880 – –

Лiд 900 2100 0 330

Латунь 8500 380 1000 –

Мiдь 8900 380 1083 180

Нiкелiн 8500 – – –

Нiкель 8900 460 1452 244-306

Олово 7300 230 232 59

Свинець 11300 130 327 25

Срiбло 10500 210 960 87

Сталь 7800 460 1400 82

Скло 2500 830 – –

Цинк 7130 400 420 102

Чавун 7400 550 1150 96 (сiр.)

140 (бiл.)
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Таблиця 9 — Фiзичнi властивостi рiдин

Речовина Густина,
кг/м3

Питома
теплоєм-
нiсть,
Дж/(кг·К)

Темпе-
ратура
кипiн-
ня, °C

Питома
теплота
пароутво-
рення,
кДж/кг

Вода прiсна 1000 4200 100 2300

Вода морська 1030 – – –

Бензин 700 2100 40 –

Гас 800 2100 – –

Нафта 800 – – –

Ртуть 13600 120 357 290

Спирт 790 2400 78 850

Машинне
масло

900 2100 316 –

Таблиця 10 — Питома теплота згоряння палива, МДж/кг

Бензин 46 Гас 46
Дерево 10 Нафта 43

Дизельне паливо 42 Спирт 29
Кам’яне вугiлля 29 Умовне паливо 29

Порох 3.8 Деревне вугiлля 31
Водень 121 Метан 50
Мазут 39.2 Торф 8.1
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