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Определяются условия возникновения осциллирующих распределений, в виде суперпозиции двух 

бегущих волн, при поверхностно-индуцированной кристаллизации квазибинарного вулканического 

расплава. Показано, что изменение условий охлаждения на поверхностях плоских стенок, ограничи-

вающих расплав, приводит к изменению поверхностной структуры вулканического расплава, то есть к 

формированию поверхностных бегущих волн, которые (проникая внутрь аморфного расплава) воз-

буждают различные типы импульсных колебаний в объеме. В случае идеального расплава, когда объ-

емными возмущениями можно пренебречь, решение задачи стремится к асимптотически периодиче-

ским кусочно-постоянным функциям. В случае неидеального расплава возникает конкуренция между 

поверхностными и объемными колебаниями, и решение задачи стремится к асимптотически квазипе-

риодическим функциям.  
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1. ВВЕДЕНИЕ 
 

Известно, что при высокотемпературном отжиге 

бинарных аморфных сплавов имеет место структур-

ная релаксация, которая приводит к началу кри-

сталлизации металлического стекла (см. [1]), напри-

мер, в металлических стеклах при нагреве с малой 

скоростью при T > Tg, где Tg
 
– температура стеклова-

ния, возникают новые аморфные конфигурации. 

При уменьшении температуры отжига в аморфных 

сплавах имеет место фазовое расслоение и кристал-

лизация. В типичных ситуациях (при достаточно 

быстром нагреве) кристаллизация заканчивается 

при T < Tg (см. [2-14]). В данной работе определяются 

условия существования ритмического режима кри-

сталлизации при направленном затвердевании маг-

матических расплавов, которые охлаждаются в плос-

ких магматических камерах. При этом рассматрива-

ется математическая модель динамики затвердева-

ния силикатных расплавов, которая позволяет опре-

делить пространственно-временные изменения со-

става при изменении параметров охлаждения. В 

самом деле, нетрудно построить соответствующую  

бифуркационную диаграмму, определяющую при 

больших временах те или иные волновые структуры 

при стекловании расплава. Таким образом, мы рас-

смотрим математическую модель процесса непре-

рывного затвердевания в металлических бинарных 

расслаивающихся ограниченных системах, которая 

позволяет получить бифуркационную диаграмму, 

определяющую морфологическую структуру распла-

ва при охлаждении. 

Эта диаграмма показывает, что в зависимости от 

условий охлаждения расплава, можно получить 

ритмические процессы кристаллизации релаксаци-

онного (см. Рис. 1), предтурбулентного и турбулент-

ного типа. Соответствующий качественный (и чис-

ленный) анализ показывает, что такие колебания 

связаны с динамикой переохлаждения на поверхно-

стях x  0 и x  l магматической камеры (Рис. 2). Из-

менение переохлаждения может происходить, как 

показано на Рис. 3.  

Ниже для конкретных исследований структурных 

изменений, которые происходят в процессе фазового 

расслоения и кристаллизации на “атомном’’ уровне 

мы рассмотрим известную модель фазового поля [15], 

которая представляет собой систему двух связанных 

уравнений для несохраняющегося параметра поряд-

ка  и температуры. 

Так, в аморфных сплавах типа металл-металлоид 

равновесные фазы не образуются непосредственно из 

аморфной матрицы, то есть кристаллизация проис-

ходит с образованием одной или нескольких мета-

стабильных фаз (такая ситуация имеет место в до-

статочно узком концентрационном интервале [1]). 

Известно также, что при изотермическом отжиге об-

разуются дендритные кристаллы, которые “беспоря-

дочно’’ зарождаются в аморфной матрице. Ниже, на 

примере краевой задачи для системы уравнений 

фазового поля [15], мы покажем, что такие дендрит-

ные кристаллы имеют “промежуточную’’ простран-

ственно-временную фазу, которая является фазой 

релаксационного (Рис.1), предтурбулентного и тур-

булентного типа согласно классификации Шарков-

ского (см. [16]). 

 

2. ПОСТАНОВКА НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗДА-

ЧИ ДЛЯ ПСЕВДОБИНАРНОГО МАГМАТИ-

ЧЕСКОГО РАСПЛАВА 
 

Мы рассмотрим непрерывную кристаллизацию 

псевдобинарного магматического расплава, который 

заполняет ограниченную интрузивную камеру (Рис. 2). 
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Рис. 1 – Изменение средней безразмерной концентрации анортита An в затвердевшей породе в процессе кристаллизации 

расплава. Релаксационные колебания сопровождаются “выбросами’’ в окрестности разрывов. Такого рода сходимость после-

довательности непрерывных функций к многозначной функции получила название явления Гиббса [21]. Здесь V – скорость 

распространения бегущей волны (характерные изменения скорости кристаллизации составляют  10 – 7м/с), 2, 3 –

“концентрации’’ одной из компонент бинарной смеси после расслоения расплава при охлаждении, 3 – неустойчивое состоя-

ние магматического расплава. Функция f() описывает одну из двух встречных бегущих волн. Сумма таких волн представ-

ляет собой искомую концентрацию (или параметр порядка). 

 

Выделим область l l
k fx x x  , которая характери-

зуется наибольшим значением переохлаждения T. 

Ширина этой области может составлять 0.1 [22]. В 

данной области протекают основные эволюционные 

процессы образования структуры затвердевающего 

расплава. В то же время, для почти идеальной магмы 

в области (3) имеет место лишь слабый рост уже обра-

зовавшихся в области (2) структур. Выделенную 

часть (2), усредненную на интервале l l
k fx x x  , мы 

будем рассматривать как “границу’’ динамической 

системы, на которой происходит теплообмен с окру-

жающей средой. Аналогичную процедуру можно ор-

ганизовать на левой стенке магматической камеры. 
 

 
 

Рис. 2 – Схема модели двухфазной зоны: (1) – жидкость,  

(2) – активная область двухфазной зоны, (3) – область мед-

ленного роста твердой фазы в слабой гетерогенной зоне (в 

почти идеальном расплаве), (4) – затвердевшая порода (ди-

опсид-анортит Di-An) 
 

Таким образом, на плоских стенках камеры будут 

происходить сильно нелинейные по времени дина-

мические процессы, а в объеме идеальной магмы – 

почти линейные динамические процессы. Это наблю-

дение будет учитываться при постановке краевой 

задачи. В результате чего приповерхностный слой 

магмы интенсивно эволюционирует. При этом разли-

чают первичные и вторичные магмы: первичные 

магмы имеют однородный состав, а вторичные изме-

няют свой состав и образуют различные серии (по 

нашей классификации, эти серии являются сериями 

релаксационного типа или сериями предтурбулент-

ного типа с конечным или бесконечным числом маг-

матических складок).  

Таким образом, мы рассматриваем затвердевание 

псевдобинарного расплава в интервале температур 

ликвидус-солидус с образованием двухфазной зоны, 

которая состоит из кристаллитов твердой фазы и 

межкристаллитной жидкости. Мы показываем, ка-

ким образом при охлаждении могут возникнать кри-

сталлиты в ограниченном объеме, которые имеют 

пластинчатую структуру. Параметр порядка fs харак-

теризует сечение (долю) твердой фазы в двухфазной 

зоне. Оказывается, что эта доля (в виде полосы) рас-

пределена асимптотически периодически дискрет-

ным образом (с конечным числом линий перемежае-

мости твердой и жидкой фаз) на интервале 0 < x < l, 

где l – расстояние между двумя плоскими стенками 

интрузивной камеры. 

Рассматриваемая ниже математическая модель 

описывает условия формирования пластинчатых 

структур при кристаллизации вулканического рас-

плава (см. [22, 25, 26, 27]). При этом исследуются воз-

никновение и рост дисперсной фазы в расплавах, а 

также формирование композитной стержневой струк-

туры при направленной кристаллизации расплава. К 

таким расплавам относятся металлические системы, 

в которых имеет место монотектическая реакция 

1 2: L S L  , что означает, что жидкость L1 пере-

ходит в твердую фазу S и вторую жидкость L2. При 

температуре T < Tg гомогенная жидкость становится 

неустойчивой и распадается на две различные жид-

кие фазы: матричную (a) и дисперсную (b). При даль-

нейшем охлаждении первой кристаллизуется (a) – 

жидкость; и лишь затем – (b) – жидкость. В результа-

те наблюдаются как глобулярные, так и волокнистые 

структуры (по терминологии данной работы – коле-

бания релаксационного и (пред) турбулентного типа).  

Каким же образом магма превращается в горную 

породу? Кристаллизация происходит не мгновенно, а 
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в определенном интервале температур. Пусть фронт 

двухфазной зоны движется вдоль оси x и для просто-

ты вдоль оси z выполним усреднение. Начало отсче-

та находится на левой стенке камеры, которая отде-

ляет вмещающую породу от расплава (Рис. 2). Пред-

положим, что расплав интрузива обменивается с 

внешней средой теплом через боковые поверхности 

интрузива по формальным законам: 
 

 
( , ) [ ( , ), ( , )],

( , ) [ ( , ), ( , )], 0, .

t k

t k

k t G k t k t

k t F k t k t k l

  

  



 
 (1) 

 

Здесь, для простоты, , :k kG F I I I – произвольные 

функции, отображающие открытый ограниченный 

квадрат I  I в интервал I; ( ) /c kT T T    ; cT  – 

средняя температура вмещающей породы, которая 

ниже температуры расплава; 0k liq eT T T   , где 

0liqT  – температура ликвидуса, Te – температура ге-

терофазной зоны. ( , )x t  – несохраняющийся пара-

метр порядка, например, разность концентраций 

двух несмешивающихся фаз бинарной системы. Мы 

положим solid liqf f   , где solidf  – доля твердой фазы, 

а solidf  – доля жидкой фазы, причем 1.solid liqf f   Так 

же будем считать, что через боковые поверхности, 

контактирующие с вмещающей породой, концентра-

ционные потоки отсутствуют, то есть выполняются 

граничные условия Неймана: 
 

 (0, ) ( , ) 0.x xt l t     

 

Заметим, что в [5] предполагалось, что средняя тем-

пература вмещающей породы Tc ниже температуры 

расплава, а боковые поверхности расплава обменива-

ются с вмещающей породой теплом (вдоль оси x) по 

закону Ньютона-Рихтера с коэффициентом теплооб-

мена c. Предположим, что: 1) поперечный размер 

интрузивного тела 02x  достаточно мал: так, что внут-

ренним термическим сопротивлением тела можно 

пренебречь по сравнению с внешним сопротивлением, 

что равносильно выполнению оценки 0 / 1 / cx   , 

где  – теплопроводность магмы (это требование поз-

воляет рассматривать задачу в одномерной геомет-

рии); 2) физические параметры среды равны средним 

значениям в сooтветствующих интервалах изменения 

величин; 3) движением расплава можно пренебречь, 

так как оно определяется лишь усадочными явления-

ми при кристаллизации (см. [5]). В результате для 

магматического расплава усредненные (по сечению 

интрузива) уравнения тепломассообмена с учетом 

роста твердой фазы можно записать в виде [5]: 
 

  1
0 ( ) ,liq t zz c c tс T T x T T H         (2) 

 

где 0;solid solidH     – плотность твердой фазы, 

0  – теплота плавления псевдобинарной системы; c –

удельная теплоемкость, liq  – плотность жидкой фа-

зы, Т – температура,  – доля твердой фазы в распла-

ве. Уравнение (2) является объектом исследования в 

работе [5].  

Пусть плотность внутренней энергии имеет вид: 
 

 ( ) ( ) ( ),e u T w     (3) 
 

где ( )u   – строго возрастающая функция. Здесь пер-

вое слагаемое представляет кинетическую энергию: 

например, ( ) 0.5 Bu T k T , где Bk постоянная Больц-

мана, ( )   есть число степеней свободы на единицу 

объема, ( )w   – потенциальная энергия. Соответ-

ствующее уравнение непрерывности имеет вид (см. 

[15]): 
 

 
1

div gradte M
u

 
   

 
. (4) 

 

Тогда из (3),(4)  следует, что 
 

 
1

( ) ( ) div gradt tu M
u

    
 

    
 

. (5) 

 

Здесь коэффициент M может зависеть от   и e , 
 

 ( ) '( ) ( ( ) '( ) '( )),e u T w            
 

где функция ( )   характеризует скрытое тепловы-

деление. В дальнейшем, мы полагаем ( ) 1    и 

2( )w a b c      , где , ,a b c . Тогда в одномерной 

геометрии уравнение (5) можно переписать в следу-

ющем виде: 
 

 
1( 2 ) ( ( )( ) )t t x xT a b M T T       . (6) 

 

Положим в уравнении (6) 
2

2M k T , что приводит к 

уравнению: 
 

 2( 2 )t t xxT a b k T     . (7) 

 

Пусть   – время релаксации температуры к равно-

весной и Tc – температура фазового расслоения гомо-

генного расплава. Тогда замена '' /t t  , / cT T  , 

/x x l , приводит уравнение (7) к виду: 
 

 
2

t t xx

c c

a b
D

T T
    

 
    
 

, (8) 

 

где 
2

2 /D k l  .  

Для описания поведения доли твердой фазы в 

расплаве  воспользуемся уравнение Аллена-Каана: 
 

 2( ( , )), /t b xx cK f T T        ,  

 

где свободная энергия, f нормированная на величину 

Bk T , имеет вид 

 

  2( , ) (1 ) 1 ( ) logf T a b c              ,  

где b  – объемная корреляционная длина магмати-

ческого расплава, параметр K имеет размерность 

[1 / сек]  и пропорционален частоте возникновения 

зародышей твердой фазы в расплаве. 
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Первое слагаемое  в свободной энергии определя-

ется по форме избыточной энергии. Избыточная 

энергия ABE  образования твердого раствора из сме-

си чистых компонентов сорта А и В определяется 

нордгеймовской кривой (1 )AB A BE c c   , где Ac  и 

Bc  – это соответствующие концентрации. Параметр 

/mix BE k T   (здесь mixE  – энергия смешения) ха-

рактеризует корреляцию между расположением со-

седних атомов, то есть ближний порядок. В самом 

деле, если 0mixE  , то такие системы называются 

идеальными твердыми растворами. Данная кривая 

будет расположена выпуклостью вверх или вниз в 

зависимости от того будет ли 0mixE   или 0mixE   

(см. [15, Рис. 1.10]). Во втором случае взаимодействие, 

то есть притяжение между разнородными атомами 

будет сильнее (в среднем), чем взаимодействие (при-

тяжение) между одинаковыми атомами будет силь-

нее, чем взаимодействие между разными атомами. 

При заданном значении mixE , чем выше температу-

ра, тем слабее корреляция. Далее, мы покажем, что  

является бифуркационным параметром. Его измене-

ние приводит к бифуркациям удвоения периода рас-

пределения (при больших временах) параметра по-

рядка в кристаллической магме. 

Теперь запишем данное уравнение в безразмер-

ном виде: 
 

 ' ( , ),t xxD f       (9) 
 

где /x x l , 2
bD K   , '/t t  ,   – время релак-

сации доли твердой фазы в расплаве. Заметим, что 

( , ) (1 )cf T    . 

Уравнение (9) в окрестности критической темпе-

ратуры 1   можно записать в виде 
 

 ' ,t xxD     
 

(10) 

 

где 2 ,      . Заметим, что '' 't t







 . Тогда 

уравнение (8) для единого безразмерного времени t  

принимает вид: 
 

 
2

t t xx

c c

Da b

T T

 




   


 

 
    
  .

 (11) 

 

Полагая 't t , из (10) и (11) мы выводим следующее 

уравнение: 
 

 
2

.

tt xx xxt

t xxxx

c c

D D
D

D Da b

T T

   



 

  



 
  

 


    



 
    

 

  
     

  

 (12) 

 

Рассмотрим (12) в окрестности среднего состава, т.е. 

1 / 2  , тогда  мы приходим к следующему уравне-

нию: 
 

 
2

1 2 3 ,tt xx t xxt xxxxV a a a       
 (13) 

 

где для удобства введены следующие обозначения: 

 

 





    

 






 

 


   

   

1 2

2
3

( )
, ,

, .

c

Da b
a a D

T

D D D
a V

  

 

3. РЕДУКЦИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ К СИСТЕ-

МЕ РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ С НЕПРЕ-

РЫВНЫМ ВРЕМЕНЕМ 
 

Будем искать решения уравнения (13) в виде 

суммы двух  бегущих волн: 
 

 ( , ) ( / ) ( / )x t f t x V g t x V     ,  (14) 
 

где f и g – заданные функции, V – параметр задачи, 

определяющий скорость распространения фронта 

кристаллизации расплава. Подстановка представле-

ния (14) в уравнение (13) приводит к двум линейным 

независимым обыкновенным дифференциальным 

уравнениям: 
 

 
2 4 ( )

1 2 3'( ) '''( ) ( ) 0iva f a V f a V f      , (15) 

 

 
2 4 ( )

1 2 3'( ) '''( ) ( ) 0iva g a V g a V g      , (16) 

 

где /t x V   , /t x V   . Интегрирование уравне-

ния (15) от точки 0 t   до точки 1 /t l V   приводит 

к уравнению: 
 

 

2 4
1 2 3

2 4
1 2 3

( / ) ''( / ) '''( / )

( ) ''( ) '''( ).

a f t l V a V f t l V a V f t l V

a f t a V f t a V f t

 

 

     

 
(17) 

 

Интегрирование уравнения (16) от точки 0 t   до точ-

ки 1 /t l V   приводит к уравнению: 

 

2 4
1 2 3

2 4
1 2 3

( ) ''( ) '''( )

( / ) ''( / ) '''( / ).

a g t a V g t a V g t

a g t l V a V g t l V a V g t l V

 

 

  

    
(18) 

 

Введем обозначения 
 

   1( ) ( / ) ( )Y t f t l V f t   ,       2( ) ( ) ( / )Y t g t g t l V   .     

Тогда из (17) и (18) вытекают уравнения  
 

       
2 4

1 1 2 1 3 1( ) ( ) '( ) 0,aY t a V Y t a V Y t     ,        (19) 

 

      
2 4

1 2 2 2 3 2( ) ( ) ( ) 0aY t a V Y t a V Y t     .        (20) 

 

Характеристическое уравнение соответствующее (19) 

имеет вид: 
 

 
3 2 0,ak bk d    (21) 

 

где 
4

3a a V  , 
2

2b a V  , 1d a . Замена 3k z b a   

приводит уравнение (21) к каноническому виду: 
 

 
3 0z pz q   , (22) 
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где 2 23p b a  , 3 32 27q b a d a  . Кубическое урав-

нение (22) имеет следующие корни: 1 ,z A B   

2,3 3
2 2

A B A B
z i

 
   , где  3, 2A B q Q    и 

     
3 2 2 8 3 4 10

1 3 1 2 33 2 1/ 4 / 27Q p q a a V a a a V    . В 

ситуации, когда 0Q  , т.е. 
3 2 2

1 2 3[ 4 / 27 ,0]a a V a  , 

уравнение (22) будет иметь три действительных корня. 

Этот случай не представляет интереса с точки зрения 

физического приложения, так как приводит либо к 

монотонному затуханию, либо к монотонному возрас-

танию объемных возмущений. Поэтому мы ограничим-

ся случаем, когда 0Q  , т.е. 
3 2 2

1 2 34 / 27a a V a   или 

1 0a  , и уравнение (22) имеет один вещественный и 

два комплексно-сопряженных корня. В результате ре-

шение исходного уравнения (19) имеет вид: 
 

 

( ) ( )
1 1 2

( )
3

( ) 3
( ) cos

2

( ) 3
sin ,

2

A B t A B t

A B t

A B
Y t C e C e t

A B
C e t

  

 

 
    

 

 
  
 

 (23)

 
 

где 1 2 3, ,C C C  – произвольные постоянные. Удобно пе-

реписать равенство (23) в виде 
 

 

( ) ( )
1 21

( ) 3
( ) sin .

2

A B t A B t A B
Y t С e С e t  

 
    

 

(24)

 
Аналогично, мы находим, что 

 

( ) ( )
1 22

( ) 3
( ) sin .

2

A B t A B t A B
Y t C e C e t  

 
    

 

(25) 

 

Здесь   и   суть фазы, зависящие от соответствующих 

постоянных. Из (24) и (25) вытекают соотношения: 
 

( )
11

( )
2

( )
2

'( ) ( )

( ) 3
( ) sin

2

( ) 3 ( ) 3
cos .

2 2

A B t

A B t

A B t

Y t A B С e

A B
A B С e t

A B A B
С e t







 

 

  

 
     

 

  
   

 

 (26) 

 

Аналогично, 
 

( )
12

( )
2

( )
2

'( ) ( )

( ) 3
( ) sin

2

( ) 3 ( ) 3
cos .

2 2

A B t

A B t

A B t

Y t A B C e

A B
A B C e t

A B A B
C e t







 

 

  

 
     

 

  
   

 

 (27) 

 

Теперь заметим, что из определения функций 1( )Y t , 

2( )Y t  вытекает следующее функциональное соотноше-

ние: 
 

 
' '
1 2'( / ) '( / ) '( ) '( ) ( ) ( )f t l V g t l V f t g t Y t Y t       . (28) 

 

Из равенства (28), в силу граничных условий (1) следу-

ет, что 

 
1

' '
1 2

[ ( / ) ( / )]

[ ( ) ( )] ( ) ( ).l

G f t l V g t l V

G f t g t Y t Y t

   

  
 (29) 

 

Заметим, что из граничных условий (0, ) ( , ) 0x xt l t    

вытекают соотношения 
 

      0( ) ( ) , ( / ) ( / ) ,lf t g t c f t l V g t l V c
 (30) 

 

где 0, lc c – постоянные такие, что 0 (0) (0)c f g  , 

( / ) ( / )lc f l V g l V   . Возьмем 0 0lc c  . Тогда из 

(30) вытекает, что равенство (29) можно записать в 

виде: 
 

 
' '

1 1 2[2 ( / )] [2 ( )] ( ) ( )lG f t l V G f t Y t Y t    . (31) 

 

В качестве 1G  возьмем тождественное отображение, 

т.е. 1 :G f f , и обозначим 2f f . Тогда из (31) мы 

выводим следующее разностное уравнение с квазипе-

риодическими возмущениями: 
 

 
' '
1 2( / ) [ ( )] ( ) ( )lf t l V G f t Y t Y t    . (32) 

 

Далее воспользуемся приближением 
( ) 1 ( ) ,A B te A B t      где 4/3 1A B V   . После под-

становки этого приближения в (26) и (27) мы видим, что 

слагаемыми порядка 2( )A B  и ( )( )A B A B   можно 

пренебречь на любом достаточно большом конечном 

временном интервале 0 ' ( )t t t V   , где 't   

когда 0V  . Для простоты рассмотрим случай 

2 2C C , что несколько ограничивает выбор допусти-

мых начальных условий соответствующей краевой за-

дачи, так как эти постоянные зависят от начальных 

условий в угловых точках. В результате при достаточно 

малых скоростях распространения кристаллического 

фронта в магматической лаве можно для достаточно 

большого (но конечного) интервала времени воспользо-

ваться приближенным соотношением 
 

 

1 2 1

2

'( ) '( ) ( )

( ) 3
cos ,

2

Y t Y t A B

A B t



 
 

   

   
 
 
 

 (33) 

 

где 
 

2 2
1 1 21 2, 4( ) 3( ) sin

2
С C C A B A B

 
 

 
      
 
 

, 

2 2

2( )
cos

4( ) 3( )

A B

A B A B





  
,

2 2

( ) 3
sin

4( ) 3( )

A B

A B A B





  
. 

 

Тогда из (32), учитывая (33), следует  
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1

2

( / ) [ ( )] ( )

( ) 3
cos .

2

lf t l V G f t A B

A B t



 
 

    

   
 
 
 

 (34) 

В самом деле, на временах 
2 1

1,2( ) maxk kt A B C 
   

решения уравнений (32) и (34) мало отличаются  так, 

что в пределе при 0V   или 0kC   разница между 

решениями (в метрике Хаусдорфа)  стремится к нулю.  

Рассмотрим однопараметрическое семейство 

1: ( ) , ( )a lG G a a A B      гладких отображений 

отрезка [ 1,1]I    в себя. Предположим, что существует 

единственная критическая точка ( ) 0c a  , которая 

является точкой максимума при всех значениях пара-

метра a. Тогда любое отображение гомеоморфное дан-

ному будем называть унимодальным. При этом все 

отталкивающие и притягивающие точки переходят 

друг в друга. Для  таких семейств отображений удается 

проследить не только за отдельными бифуркациями, 

но и, изменяя параметр a на некотором конечном про-

межутке, увидеть бесконечную последовательность 

бифуркаций циклов. Например, для логистического 

отображения   (1 )aG a  изменение параметра от 

3a   до 3.57a   приводит к последовательности би-

фуркаций удвоения периода, т.е. существует последо-

вательность интервалов 1( , )k ka a  , 1,2,...k   такая что 

если 1( , )k ka a a  , то у отображения существуют циклы 

периода 21,2,2 ...,2 ...k , кроме того, если lim 3.57k
k

a


 , 

тогда существует 1/lim (3.57 ) k
k

k
a 


  , где 

4.6692...  - универсальная константа, не зависящая 

от семейства aG , (см. [23, 24]). При 3,57a   у 

отображения существуют циклы, удовлетворяющие 

универсальному порядку Шарковского: 
 

1 2 4 8 ... 2 ... 2 7 2 5 2 3...

2 7 2 5 2 3 ... 7 5 3,

k k k k  

  
 

 

а именно, если отображение имеет цикл периода m, то 

у него имеется и цикл любого периода меньше m. 

Для класса унимодальных отображений :lG I I , 

где I – некоторый открытый ограниченный интервал, 

качественное поведение решений уравнения (34) при 

2 0  , когда t  известно (см., например, [16]).  

Известен аттрактор соответствующей динамической 

системы в бесконечномерном фазовом пространстве, 

порождаемой уравнением (34) при 2 0   для некото-

рого множества начальных функций, заданных на ин-

тервале [ / ,0)l V . 

Положим t n , где 0,1,...,n  и для упрощения 

записи возьмем / 1l V  . Возьмем 
2( )lG s s   и 

вместо уравнения (34) рассмотрим его дискретный 

аналог: 
 

 2
1 2 1cos2 , ( ),n n nf f A B             (35) 

 

  1n n    
, 

( ) 3
.

4

A B





  (36) 

Отметим, что в уравнении (34) параметры, связан-

ные с отображением Gl, характеризуют поверхност-

ные возмущения в расплаве, а параметры 1( )A B   

и 2  соответствуют объемным возмущениям. При 

изменении каждого из этих параметров (при фикси-

рованных остальных параметрах) мы имеем цепочку 

бифуркаций параметра порядка 

1 2 4T T T C D  (см. [17-20]), где последняя 

бифуркация соответствует “лавинообразному’’ из-

вержению вулкана. Различные динамические режи-

мы для различных значений параметров   и 2  

показаны на Рис.3. Как видим, существует область 

D, где траектории динамической системы, соответ-

ствующей уравнениям (35), (36) уходят на бесконеч-

ность при t , что соответствует “разрушению’’ 

вулканического канала. Существуют квазипериоди-

ческие траектории на торе 1T : при этом тор задается 

единственной инвариантной кривой (Рис. 4). Далее 

существуют траектории на торе 2T , который состоит 

из двух инвариантных кривых (Рис. 4). Между ква-

зипериодическими движениями на торе и хаотиче-

ским поведением траекторий мы находим странные 

нехаотические аттракторы: этот режим не является 

хаотическим, поскольку, как показано в [19], показа-

тель Ляпунова в области 20.35 0.45   является 

отрицательным.  Напомним, что значения 2  зави-

сят от структуры начальных распределений краевой 

задачи, так что здесь мы имеем чувствительную за-

висимость от начальных данных. 
 

Рис. 3 – Обобщенная бифуркационная диаграмма Кузне-

цова – Пиковского [17], 2  – амплитуда объемных колеба-

ний, SNA – странный нехаотический аттрактор, SA –

странный аттрактор, D – область неограниченных колеба-

ний, Т1, Т2, T4 – бифуркации удвоения тора 
 

Таким образом, выше исследована начально-

краевая задача на примере системы уравнений фа-

зового поля, которая описывает образование полосча-

той химической неоднородности при ритмической 
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кристаллизации природных расплавов. Показано, 

что одним из возможных механизмов формирования 

полосчатых структур является установление при 

направленном затвердевании расплава ритмического 

режима кристаллизации волнового типа. 

 
 

Рис. 4 – Предельное распределение в магматическом рас-

плаве при 0.8  , 2 0.3   

 

При этом рассматриваются идеальные ( 2 0  ) и не-

идеальные расплавы ( 2 0  ). В первом случае, мы 

получаем периодические (по автомодельным перемен-

ным   и  ) предельные распределения неоднородно-

стей, показанные на Рис. 1, Во втором случае, мы полу-

чаем квазипериодические распределения на торе 

Рис. 4. В общей ситуации, мы получаем известную би-

фуркационную диаграмму Пиковского-Кузнецова-

Фойделя [17] (Рис. 3). В нашем случае параметры  , 

2  зависят от всех параметров исходной краевой зада-

чи, поэтому диаграмма Пиковского-Кузнецова-

Фойделя является всего лишь одним из возможных 

сечений реальной многомерной бифуркационной диа-

граммы для исходной задачи.  

 

4. ПРИМЕР 
 

В данном пункте мы приведем пример примене-

ния предыдущих результатов. Заметим, что в [5] для 

параметра порядка sol liqf f    рассматривалось 

обыкновенное дифференциальное уравнение: 
 

 
1

1
( )

( )T
F T

t d v


 


, (37) 

 

где d1 – расстояние между первичными осями денд-

ритов; Tv  – скорость охлаждения; ( )F T  –

феноменологический закон, характеризующий зави-

симость линейной скорости роста кристаллов от 

среднего переохлаждения T расплава в зоне. В 

отличие от [5], мы предлагаем взять (37) в качестве 

граничных условий, которые описывают либо рост, 

либо убывание параметра порядка на границе. 

Например, рассмотрим граничные условия вида: 

 1 1 0x
h

t


 




 


,  2 2 x l

h
t


 




 


. (38) 

 

где k  и kh  – некоторые заданные эмпирические 

параметры. Условия (38) приводят к следующему 

функциональному соотношению: 
 

 

2

1

2 2 0 1 1( , ) | (0, ) |

h

hh l t С h t      , (39) 

 

где 

2

1

0 2 2 1 1( ( ,0) )| (0,0) |

h

hС h l h   


   . Таким обра-

зом, дифференциальные граничные условия (38) до-

пускают редукцию к двухточечным функциональным 

граничным условиям. Для простоты возьмем 1 0   и 

2 1/ 2h h  . Тогда из (39) следует, что 

 

 
20 12

1

( , ) (0, )
2 2

С h
l t t

h


   . (40) 

 

Итак, динамические граничные условия (38) связаны 

с функциональными условиями (40). Как вытекает из 

результатов пункта  3, соответствующая краевая за-

дача допускает редукцию к разностному уравнению 

(32), где    2
2 1 0 1: 2 2lG h С h . Соответствующая 

бифуркационная диаграмма аналогична диаграмме 

на Рис. 3, построенной для логистического отображе-

ния, так как последнее гомеоморфно квадратичному 

отображению. 

 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В данной работе изучается математическая мо-

дель, которая описывает поверхностно-

индуцированные и объемно-индуцированные процес-

сы затвердевания в ограниченном магматическом 

расплаве. Данная модель основана на исследовании 

известной модели фазового поля [15]. Для таких 

уравнений рассматриваются динамические гранич-

ные условия, которые описывают процессы рожде-

ния-уничтожения зародышей кристаллической фазы 

на плоских стенках, ограничивающих расплав. При 

этом температура на поверхности считается задан-

ным параметром. Показано, что при поверхностной 

кристаллизации в магме, когда t , возникают 

периодические кусочно-постоянные пространственно-

временные распределения релаксационного, пред-

турбулентного и турбулентного типа. При объемной 

кристаллизации в магме возникают асимптотически 

квазипериодические пространственно-временные 

распределения на торе, которые удовлетворяют би-

фуркациям удвоения периода при изменении пара-

метров задачи вплоть до перехода к странным нехао-

тическим и странным хаотическим распределениям 

соответственно.  
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The conditions for oscillating distributions at surface-induced crystallization of a quasi-binary volcanic 
melt, as a superposition of two travelling waves, are found. It is shown that change in the cooling conditions 

on the surfaces of flat walls which confine the melt leads to the change in the surface structure, i.e. surface 
amorphous-crystal waves penetrating the amorphous melt and initiating different types of pulse oscillations 

in the bulk in turn. For ideal melts, when bulk perturbations can be neglected, the solution tends to an as-
ymptotically periodic piecewise-constant function. In the case of non-ideal melts, competition between surface 

and volume fluctuations arises and solution tends to an asymptotically quasi-periodic function. 
 

Keywords: Amorphous melt, Difference equation with quasi-periodic perturbations, Period-doubling  

bifurcations. 
 

 

Просторово-часові коливання релаксаційного та претурбулентного  

типу в ідеальних обмежених аморфних сплавах  
 

И.Б. Краснюк1, Т.М. Мельник1, Р.М. Таранець2, В.М. Юрченко1 
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Визначаються умови виникнення осцилюючих розподілів у вигляді суперпозиції двох хвиль, що 

рухаються, при поверхнево-індукованої кристалізації квазібінарниго вулканічного розплаву. Показа-
но, що зміна умов охолодження на поверхнях плоских стінок, що обмежують розплав, призводить до 

зміни поверхневої структури вулканічного розплаву, тобто до формування поверхневих хвиль, що ру-
хаються, які (проникаючи всередину аморфного розплаву) збуджують різні типи імпульсних коливань 

в об'ємі. У разі ідеального розплаву, коли об'ємними збуреннями можна знехтувати, розв'язок задачі 
сходиться до асимптотично періодичної кусочно-сталої функції. У разі неідеального розплаву виникає 

конкуренція між поверхневими та об'ємними коливаннями, і розв'язок задачі сходиться до асимпто-
тично квазіперіодичної функції. 

 
Ключові слова: Аморфний розплав, Різницеве рівняння з квазіперіодичними збуреннями, Біфурка-

ції подвоєння періоду. 
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