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ВСТУП 
 

Створення достовірних математичних моделей 

робочих процесів на стадії проектування машин, апаратів та 

інших технічних пристроїв здебільшого визначають 

вібронадійність та ефективність роботи останніх. Водночас 

фізичні параметри систем, зокрема коефіцієнти жорсткості 

та опору реакцій рідинного шару в сегментних 

підшипниках, у стільникових і лабіринтових ущільненнях 

роторів, а також структура й коефіцієнти моделей тертя 

тощо складно оцінити з необхідною точністю. Проте, 

ефективним способом створення достовірних 

математичних моделей процесів є застосування методів 

ідентифікації параметрів, які ґрунтуються на уточненні 

коефіцієнтів системи рівнянь, що описують механічні, 

гідромеханічні, тепломасообмінні та інші фізичні процеси 

за даними експериментальних досліджень. 

Досвід дослідження динамічних моделей вільних і 

вимушених коливань роторів відцентрових машин [1–5] 

свідчить про те, що відповідне завдання ідентифікації є 

складною проблемою обчислювальної математики. Так, у 

разі дослідження нелінійних математичних моделей 

фізичних процесів параметри оцінюють за допомогою 

пошуку мінімуму функції цілі, зокрема на основі методу 

найменших квадратів. Водночас процес розв’язання задачі 

пошуку мінімуму потребує обмеження кількості 

оцінюваних параметрів, а отже, ретельного вибору режимів, 

за яких розглядають винятково коефіцієнти з визначальною 

питомою вагою. Реалізація такого підходу супроводжується 

ретельним дослідженням як реального об’єкта дослідження, 

так і його математичної моделі. 

За певних умов традиційно вважають, що методи 

ідентифікації параметрів математичних моделей мають 
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обмежене застосування, тому що кожного разу оцінюють 

параметри конкретного об’єкта. Проте методи ідентифікації 

дозволяють, по-перше, оцінити точність теорій і 

відповідних методик інженерного розрахунку й виділити 

найбільш вагомі чинники, що визначають параметри 

робочого процесу. По-друге, багато машин подібні за 

своїми параметрами, а робочі процеси в них можна описати 

математичними моделями, що базуються на подібних 

диференціальних рівняннях. Зокрема, це стосується 

дослідження динаміки вузлів гідродинамічної взаємодії між 

рухомими металевими елементами машин та апаратів, а 

також інших динамічних процесів, типових для обладнання 

енергоємних виробництв. 

Розвиток методів ефективного застосування методів 

ідентифікації параметрів математичних моделей 

коливальних системи у різних галузях промисловості 

зумовив актуальність написання цієї монографії. Увесь 

поданий матеріал базується на науковому досвіді авторів. 

Запропоновані методи, підходи й алгоритми були 

впровадженими в практику проектування технологічного 

обладнання під час експериментальних досліджень, 

проведених на ПАТ «Сумське НВО», а також під час 

виконання держбюджетних науково-дослідних робіт 

СумДУ на замовлення ДП «КБ «Південне») та реалізовані 

під час виконання держбюджетних науково-дослідних робіт 

«Розробка та впровадження енергоефективних модульних 

сепараційних пристроїв для нафтогазового та очисного 

обладнання» (ДР № 0117U003931); «Створення нових 

гранульованих матеріалів для ядерного палива та 

каталізаторів в активному гідродинамічному середовищі». 

Числові методи розрахунку із застосуванням сучасних 

програмних комплексів були реалізованими в рамках 

співробітництва із закладами вищої освіти Європейського 
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Союзу під час виконання міжнародних грантових проектів 

«Interdisciplinary Research in the Field of Dynamics and 

Strength of Mechanical Systems», «Identification of Parameters 

for Technological Equipment using Artificial Neural Networks» 

(2017 р., 2019 р., Національна програма Словацької 

Республіки, Технічний університет м. Кошице, 

Словаччина); «Mathematical Modelling of Mechanical 

Systems» (2018 р., проект ЄС Erasmus+, Познанський 

технологічний університет, Польща); «Ensuring Vibration 

Reliability and Numerical Simulation Methods for Dynamic 

Analysis of Centrifugal Machines’ Rotors» (Технічний 

університет м. Клуж-Напоки, Румунія); «Identification of 

Parameters for Manufacturing Systems» (2018 р., проект 

Європейського структурного фонду, Західночеський 

університет, м. Пльзень, Чехія). 

Перший розділ монографії містить фундаментальні 

аспекти створення достовірних математичних моделей 

коливальних фізичних процесів із застосуванням методів 

теорії ідентифікації параметрів. Особлива увага приділена 

методам оцінювання параметрів механічних процесів, 

описуваних математичними моделями, за даними 

експериментальних досліджень із прикладами практичної 

реалізації. Другий розділ присвячено комплексному 

застосуванню числового моделювання й багатопараметрич-

ного квазілінійного регресійного аналізу, заснованого на 

авторських методах та алгоритмах, для створення 

спрощених, дискретних математичних моделей. Наведено 

приклади числової реалізації запропонованих підходів до 

розв’язання науково-прикладних задач із галузевого 

машинобудування й хімічної технології та інженерії. У 

третьому розділі висвітлено сучасні наукові підходи до 

застосування засобів штучного інтелекту для ідентифікації 

параметрів математичних моделей динамічних систем. 

Запропоновано новий підхід до послідовного навчання 
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штучних нейронних мереж за даними фізичного й 

числового експериментальних досліджень та подальшої 

ідентифікації параметрів гідромеханічних процесів із 

застосуванням сучасних комп’ютерних засобів 

моделювання процесів у машинах та апаратах хімічної й 

нафтогазової промисловостей. Окремі наукові результати 

одержано в рамках виконання дисертаційного дослідження 

на здобуття наукового-ступеня доктора технічних наук на 

тему «Науково-теоретичні основи вібраційних процесів у 

гетерогенних системах». 

Автори щиро дякують рецензентам – професорові 

кафедри процесів та обладнання хімічних і 

нафтопереробних виробництв Сумського державного 

університету, доктору технічних наук, професорові 

О. О. Ляпощенку; заступникові декана факультету 

виробничих систем Технічного університету м. Кошице 

(м. Прешов, Словаччина), докторові технічних наук, 

професору Я. Пітелю; завідувачу кафедри технічного 

сервісу Сумського національного аграрного університету, 

доктору технічних наук, професорові В. Б. Тарельнику – за 

надання важливих рекомендацій під час підготовки 

рукопису. Автори також висловлюють вдячність декану 

факультету технічних систем та енергоефективних 

технологій Сумського державного університету, 

професорові О. Г. Гусаку за допомогу в підготовці та 

виданні монографії. 

Монографія буде корисною для широкого кола 

науковців і спеціалістів з інженерних спеціальностей та 

сприятиме імплементації у виробництво нових технічних 

рішень та реалізації актуальних науково-дослідних 

проектів. 
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ПЕРЕЛІК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ 
 

[A] – прямокутна матриця вагових коефіцієнтів; 

A1, A2 – амплітуди власної форми коливань; 

𝐴𝑖𝑗
∗  – експериментально визначений динамічний 

прогин ротора; 

iA  – амплітуди періодичних складових окремих 

розв’язків системи диференціальних рівнянь вільних 

коливань; 

{A}i = {ai, bi, ci}
T – вектор-стовпець вагових 

коефіцієнтів; 

( , )A z   – форма динамічного прогину осі ротора; 

a – номер оцінюваного параметра; 

ai, bi, ci – невідомі вагові коефіцієнти; 

b – ваговий коефіцієнт; 

[C], [C(ω)] – глобальна матриця жорсткості; 

[𝐶(𝜔)]𝑒 – локальна матриця жорсткості; 

c – радіальна жорсткість; 

c  – матриця жорсткості; 

c0 – «нульова» жорсткість підшипника; 

�̄�0 – безрозмірна жорсткість; 

c0
max – максимальне значення жорсткості; 

c1, c2 – коефіцієнти пружності; 

𝑐1𝑗, 𝑐2𝑗 – коефіцієнти жорсткості на критичній частоті; 

cij
<0> – елементи матриці лінійної жорсткості; 

𝑐𝑗 – коефіцієнти жорсткості підшипникових опор; 

ck – експериментальне значення жорсткості опори; 

D – дисбаланс; 

𝐷 – подовжений вектор дисбалансів; 

�̿� = (�̿�1,  �̿�2,  . . . ,  �̿�𝑙)
𝑇 – вектор-стовпець комплексних 

дисбалансів; 
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D


 – вектор-стовпець дисбалансів, визначених за 

формулою лінійної регресії; 

{D} – вектор-стовпець оцінюваних дисбалансів; 

𝐷𝑗 – комплексний дисбаланс; 

|𝐷
∧

𝑗
| – модуль дисбалансу; 

𝐷𝑗пр – вектор-стовпець пробних дисбалансів; 

𝐷𝛿𝑗 – зрівноважувальний дисбаланс; 

{∆D} – вектор-стовпець пробних дисбалансів; 

d – коефіцієнт опору; 

E – модуль пружності першого роду; 

e = (i, j) – скінченний елемент; 

𝑒𝑎 – різниця між вимірюваною і розрахунковою 

величинами; 

𝐹 = {𝐹1,  𝐹2,  . . . ,  𝐹𝑛}
𝑇 – вектор-стовпець амплітуд 

вимушених узагальнених сил; 

𝐹 = (𝐹1
(𝑟),  𝐹1

(𝑖),   . . . ,  𝐹𝑙
(𝑟),  𝐹𝑙

(𝑖))𝑇 – подовжений 

вектор зовнішніх періодичних сил; 

�̄̄� = (�̄�1,  . . . ,  �̄�𝑙)
𝑇 – вектор-стовпець комплексних 

амплітуд зовнішніх сил; 

{F} – вектор-стовпець амплітуд зовнішніх сил; 

1F  – амплітуда зовнішньої сили; 

𝐹𝑗 – амплітуда періодичної сили; 

�̄�𝑗 – комплексна амплітуда періодичної сили; 

Fk – амплітуда зовнішньої моногармонічної сили; 

f – зовнішня дія; нелінійна функція коефіцієнтів часу; 

𝑓 = (𝑓1,  𝑓2,  . . . ,  𝑓𝑘)
𝑇 – вектор-стовпець нелінійних 

функцій; 

𝑓1 – параметр, що підлягає оцінюванню; 

𝑓𝑎(𝛽)  – нелінійні функції; 
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H – амплітуда гармонічного сигналу; 

𝐻𝑖 – матриця Гессе; 

H  – елементи матриці Гессе; 

I – осьовий момент інерції перерізу; 

Ig – гіроскопічний момент інерції; 

i – уявна одиниця; номери стовпця матриці 

коефіцієнтів впливу, точки, ітераційного кроку, критичної 

частоти, пуску ротора, площини вимірювання; 

J – матриця Якобі; 

j – номери експерименту, критичної частоти 

обертання ротора, пуску ротора; 

K – коефіцієнт посилення системи автоматичного 

регулювання; 

K  – матриця коефіцієнтів впливу; 

�̄̄� – матриця комплексних коефіцієнтів впливу; 

[𝐾] – прямокутна матриця коефіцієнтів жорсткості; 

{�̄�} – вектор-стовпець параметрів жорсткості 

підшипникових опор; 

K  – зведена матриця коефіцієнтів впливу за всіма 

експериментами; 

k – номер вузла скінченноелементної моделі; загальна 

кількість площин корекції; номер частоти обертання 

ротора; кількість стовпців матриці коефіцієнтів впливу; 

ka,i – коефіцієнти впливу; 

�̄�𝑎𝑗 – комплексні коефіцієнти впливу; 

𝑘𝑎𝑗
(𝑖)

 – уявні коефіцієнти комплексної матриці 

коефіцієнтів впливу; 

𝑘𝑎𝑗
(𝑟)

 – дійсні коефіцієнти комплексної матриці 

коефіцієнтів впливу; 

l – кількість оцінюваних параметрів; довжина 

скінченного елемента; кількість площин корекції; 
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[M] – глобальна матриця інерції; 

1M  – інтегральний параметр при визначенні форми 

динамічного прогину осі ротора; 

[𝑀]𝑒 – локальна матриця інерції; 

m – кількість додаткових оцінюваних параметрів 

нелінійної функції; маса скінченного елемента; 

m  – матриця мас; 

�̂̄� – вектор-стовпець мас, визначений за формулою 

лінійної регресії; 

21, mm  – зосереджені маси; 

N – загальна кількість скінченних елементів; 

1N  – допоміжний параметр при визначенні форми 

динамічного прогину осі ротора; 

n – кількість частот обертання ротора; кількість 

експериментів; кількість ступенів вільності математичної 

моделі; 

p – оператор диференціювання за часом; кількість 

частот обертання ротора; 

𝑞
𝑖
 – градієнт цільової функції; 

𝑅 – функція цілі; 

r – радіус перерізу; номер нульового прогину; 

S – амплітуда регульованої величини; 

�̄� – комплексна амплітуда; 

𝑆𝑖 – уявна частина комплексної амплітуди; 

𝑆𝑟 – дійсна частина комплексної амплітуди; 

s(t) – закон зміни регульованої величини; 

𝑇0 – сталі часу об’єкта; 

𝑇1 – стала часу вимірювального пристрою; 

𝑇2 – стала часу серводвигуна; 

t – час; 

𝑈1(𝑧) – перша власна форма коливань ротора; 

𝑈𝑖𝑗 – відносні амплітуди власних форм; 
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W  – матриця дійсних компонентів коефіцієнтів 

впливу; 

�̿� – матриця комплексних коефіцієнтів впливу; 

[W] – матриця вагових коефіцієнтів; 

a jW  – елементи матриці дійсних компонентів 

коефіцієнтів впливу; 

�̿�𝑎𝑗 – комплексні коефіцієнти впливу; 

𝑊
∧

𝑎𝑗 – експериментально визначені коефіцієнти 

впливу; 

𝑋 = {𝑋1,  𝑋2,   . . . ,  𝑋𝑛)
𝑇 – вектор-стовпець шуканих 

комплексних амплітуд; 

{X} – допоміжний вектор-стовпець; 

X1, X2 – експериментально одержані амплітуди; 

𝑋𝑖𝑚1, 2
(𝑎)

 – уявні параметри; 

𝑋𝑚 – амплітуда періодичної складової функції часу; 

𝑋𝑟𝑒1,  2
(𝑎)

 – дійсні параметри; 

𝑥 = {𝑥1,   𝑥2,   . . . ,   𝑥𝑛}
𝑇– вектор-стовпець 

узагальнених координат системи; 

𝑥1(𝑡) – функція часу; 

xi – окремі розв’язки системи диференціальних 

рівнянь вільних коливань; 

𝑌 – подовжений вектор-стовпець прогинів; 

�̄̄� = (�̄�1,   . . . ,  �̄�𝑘)
𝑇 – вектор-стовпець комплексних 

амплітуд коливань; 

𝑌* – вектор-стовпець виміряних прогинів; 

{Y}, {Y0}, {Y}0 – вектор-стовпець амплітуд 

переміщень; 

𝑌1𝑎
∗,  𝑌2𝑎

∗,  𝑌3𝑎
∗,  𝑌4𝑎

∗ – праві частини системи рівнянь 

вимушених коливань двомасової системи; 

𝑌𝑎 – амплітуда прогину; 
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�̄�𝑎,  𝑌𝑎
∗
,   �̅�𝑎

∗(𝜈)
 – комплексна амплітуда; 

𝑌𝑎
(𝑖) – уявна частина комплексних амплітуд; 

𝑌𝑎
(𝑟) – дійсна частина комплексних амплітуд; 
*

Y  – подовжений вектор вимірюваних величин; 

𝑦 = {𝑦1,  𝑦2,   . . . ,  𝑦𝑘}
𝑇 – вектор-стовпець вимірюваних 

величин; 

𝑦
∗
= {𝑦1

∗,  𝑦22
∗ ,   . . . ,  𝑦𝑘

∗}𝑇 – вектор-стовпець експери-

ментально визначених величин; 

ya – вимірювана величина; 

ya
* – експериментальне значення вимірюваної 

величини; 

)(ay  – розрахункова величина математичної моделі; 

𝑦
𝑎𝑗

∗
 – експериментальні відносні прогини ротора; 

𝑦
𝑎𝑗
(𝜃) – обчислені відносні прогини ротора; 

iy  – вектор вимірюваних величин; 

yk – амплітуди вузлових переміщень; 

z – квадрат частот коливань; 

𝑧1, 𝑧2 – квадрати власних частот коливань; координати 

опорних точок; 

𝑧𝐷 – координата дисбалансу; 

α – тангенс початкового кута нахилу кривої 

«жорсткість – частота обертання»; коефіцієнт опору; 

  – матриця коефіцієнтів опору; безрозмірний кут 

нахилу дотичної до кривої «жорсткість – частота»; 

�̂�,   �̂�1,  �̂�2 – оцінювані параметри; 

1 2,   – коефіцієнти опору; 

αij – оцінювані коефіцієнти математичної моделі; 

коефіцієнти податливості; параметр цільової функції; 

αmax, βmax – максимальні значення параметрів 

жорсткісної характеристики; 
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𝛼𝜇 – вектор достовірно відомих параметрів 

експерименту; 

β – початкова кривизна кривої «жорсткість – частота 

обертання»; 

�̄� – група параметрів нелінійної функції; безрозмірний 

нормалізований параметр жорсткості; 

βij – оцінювані коефіцієнти математичної моделі; 

𝛿11,  𝛿12,  𝛿21,  𝛿22 – коефіцієнти податливості балкової 

моделі; 

𝜃 = {𝜃1,  𝜃2,   . . . ,  𝜃𝑙}
𝑇 – вектор-стовпець оцінюваних 

параметрів; 

̂  – вектор-стовпець оцінюваних величин, визначених 

за допомогою формули лінійної регресії; 

𝜃0 = (𝜃01,  𝜃02,   . . . ,  𝜃0𝑙)
𝑇 – початкове значення 

вектора оцінюваних параметрів; 

θi – оцінюваний параметр; 

i  – вектор компонентів додатків; 

mi  – приріст оцінюваних параметрів; 

𝜆 – скалярний параметр; 

µ – номер експерименту; 

µ(z) – функція розподілу дисбалансу; 

ν – номер частоти обертання ротора; 

𝜈𝑖 – вектор напряму кроку; 

𝜌𝑖 – вектор розміру кроку; 

𝜎𝜔
2  – дисперсія похибки вимірювання власних частот; 

𝜎𝑦
2 – дисперсія похибки вимірювання динамічних 

прогинів; 

Ф0,  Ф1,  Ф2 – цільові функції; 

𝛷(𝜃) – цільова функція; 

φ1, φ2, φa – фази коливань; 

𝜙𝑎 – фаза гармонічних коливань; 
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𝜙𝑗 – фаза дисбалансу; 

{Ω} = {Ω1, Ω2, …}T – вектор-стовпець критичних 

частот; 

{�̃�} = {�̃�1, �̃�2, �̃�3} – вектор-стовпець експерименталь-

но визначених значень критичних частот; 

�̄�𝑖 – безрозмірні нормалізовані параметри; 

{�̄�}𝑖 – вектор-стовпець нормалізованих критичних 

частот; 

, i   – частота коливань; частота вимушеної сили; 

𝜔𝑗 – критичні частоти ротора; 

𝜔𝑗
∗
 – експериментальні відносні критичні частоти; 

𝜔𝑗(𝜃) – обчислені відносні критичні частоти ротора; 

ωk – експериментальне значення критичної частоти; 

𝜔𝜈 – частота обертання ротора. 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

РОЗДІЛ 1 
Оцінювання коефіцієнтів 

математичних моделей 

механічних коливань  

динамічних систем 
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1.1 Лінійне оцінювання параметрів 

 

1.1.1 Оцінювання параметрів за експериментальними 

вимірюваннями амплітуд і фаз вимушених гармонічних 

коливань 

 

Узагальнено лінійна зведена математична модель [6] 

має такий вигляд: 
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 (1.1) 

де θi – елементи вектора-стовпця оцінюваних параметрів 

{θ1, θ2, …, θl}
T; ya – елементи вектора-стовпця вимірюваних 

величин {y1, y2, …, yk}
T; ka,i – коефіцієнти впливу [1–3, 7, 8] 

(a = 1, 2, …, l; i = 1, 2, …, k). 

Система рівнянь (1) у матричній формі 

 

𝑦 = 𝐾 ⋅ 𝜃 
 

містить прямокутну матрицю розмірністю k × l 
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Для оцінювання коефіцієнтів θі за експериментально 

одержаними даними ya
* застосовується метод найменших 

квадратів [1–3, 6–8] із функцією цілі 

 

 𝛷(𝜃) = ∑ [𝑦𝑎
∗ − 𝑦𝑎(𝜃)]

2𝑘
𝑎 = 1 → 𝑚𝑖𝑛, (1.3) 

 

де 𝑦
∗
= {𝑦1

∗, 𝑦2
∗, . . . , 𝑦𝑘

∗}𝑇 – вектор-стовпець експеримен-

тально визначених величин; )(ay  – розрахункова 

величина математичної моделі, обчислена за вектором-

стовпцем оцінюваних параметрів 𝜃1, 𝜃2, . . . , 𝜃𝑙 . 
За такого підходу вектор оцінюваних параметрів 

визначається за формулою лінійної регресії [6] 

 

   .
*1

yKKK
TT 

  (1.4) 

 

Розглядаючи лінійну дискретну модель механічної 

системи з n ступенями вільності, математична модель її 

вимушених гармонічних коливань описується системою 

диференціальних рівнянь у матричній формі 

 

 ,sin tFxcxxm     (1.5) 

 

де cm ,,  – матриці мас і коефіцієнтів опору та жорсткості 

розмірністю n × n; 𝑥 = {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛}
𝑇 – вектор-стовпець 

узагальнених координат системи; 𝐹 = {𝐹1, 𝐹2, . . . , 𝐹𝑛}
𝑇 – 

вектор-стовпець амплітуд вимушених узагальнених сил. 
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Відповідно до методу комплексних амплітуд права 

частина рівняння (1.5) може бути поданою у формі 

 

 ),exp( tiF   (1.6) 

 

а розв’язок системи (5) має вигляд 

 

 ),exp()( tiXtx   (1.7) 

 

де і – уявна одиниця (і2 = –1); 𝑋 = {𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛)
𝑇 – вектор-

стовпець шуканих комплексних амплітуд. 

Підстановка виразу (1.7) до диференціального 

рівняння (1.5) після тотожних перетворень дозволяє 

одержати систему n лінійних рівнянь для визначення n 

невідомих комплексних амплітуд. Ця система в матричній 

формі має вигляд 

 

 .)( 2 FXcim    (1.8) 

 

Якщо за експериментальними даними потрібно 

оцінити l параметрів системи (1.5), а решта коефіцієнтів 

вважається достовірно відомими, то, розкладаючи рівняння 

(1.8) у в скалярній формі, можна одержати лінійну систему 

алгебраїчних рівнянь 

 

 ,
*

  KY  (1.9) 

 

де 
*

Y  – подовжений вектор вимірюваних величин, що 

визначається за експериментальними даними; K  – 

матриця коефіцієнтів впливу, що визначається за 

експериментальними даними й відомими параметрами 
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амплітуд і фаз вимушених гармонічних коливань 
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моделі; 𝜃 = {𝜃1, . . . , 𝜃𝑙}
𝑇 – вектор-стовпець оцінюваних 

параметрів. 

У результаті оцінювання зводиться до застосування 

формули лінійної регресії 

 

   .ˆ *1





  YKKK
TT

  (1.10) 

 

Для n ступенів вільності й m експериментів 

розмірність вектора-стовпця 
*

Y  становить 2nm, а 

розмірність матриці K  – 2nm × l. 

Як приклад розглянемо аналітичну підготовку для 

реалізації оцінювання (1.10) на прикладі двомасової 

системи, описаної рівнянням (1.5), для якої, зокрема, 

 

𝑚 = [
𝑚1  0
0  𝑚2

] , 𝛼 = [
𝛼1  𝛼
𝛼  𝛼2

] , 𝑐 = [
𝑐1  𝑐
𝑐  𝑐2

], 

 

матричне співвідношення (1.8) у скалярній комплексній 

формі набирає такого вигляду: 
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Практичний інтерес становить оцінювання 

коефіцієнтів опору  ,, 21  за умови, що значення інших 

параметрів є достовірно відомими. Зокрема, якщо певній 

частоті зовнішньої сили амплітудою 1F  відповідають 

експериментально одержані амплітуди X1, X2 і фази φ1, φ2 

коливань зосереджених мас 21, mm , матимемо: 



1.1.1 Оцінювання параметрів за експериментальними вимірюваннями 

амплітуд і фаз вимушених гармонічних коливань 
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𝑋𝑟𝑒1 = 𝑋1 𝑐𝑜𝑠 𝜙1 ;  𝑋𝑖𝑚1 = 𝑋1 𝑠𝑖𝑛 𝜙1 , 

𝑋𝑟𝑒2 = 𝑋2 𝑐𝑜𝑠 𝜙2 ;  𝑋𝑖𝑚2 = 𝑋2 𝑠𝑖𝑛 𝜙2. 
(1.12) 

Способом тотожних перетворень формули (1.11) із 

застосуванням виразів (1.12) визначаються такі дійсні 

співвідношення: 
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(1.13) 

Праві частини системи (1.13), позначені як 

𝑌1𝑎
∗,  𝑌2𝑎

∗,  𝑌3𝑎
∗,  𝑌4𝑎

∗, визначаються для кожного а-го 

експерименту при 𝜔 = 𝜔𝑎, 𝐹1 = 𝐹1𝑎 за відомих мас, 

жорсткостей і параметрів 𝑋𝑟𝑒1, 2
(𝑎)

, 𝑋𝑖𝑚1, 2
(𝑎)

. У результаті 

співвідношення (1.13) для всієї сукупності результатів m 

експериментів подаються як 

,  KY  
(1.14) 

де 𝑌𝛴 = (𝑌11
∗, 𝑌21

∗, . . ., 𝑌1𝑚
∗, 𝑌2𝑚

∗, 𝑌3𝑚
∗, 𝑌4𝑚

∗)𝑇 – вектор-

стовпець розмірністю 4m; 𝜃 = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼)
𝑇 – вектор 

оцінюваних параметрів; 𝐾𝛴 – зведена матриця коефіцієнтів 

впливу за всіма експериментами розмірністю 4m × 3:
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𝐾𝛴 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 −𝜔1𝑋𝑖𝑚1

(1);  0;  −𝜔1𝑋𝑖𝑚2
(1)

𝜔1𝑋𝑟𝑒1
(1);  0;  𝜔1𝑋𝑟𝑒2

(1)

0; −𝜔1𝑋𝑖𝑚2
(1);  𝑋𝑖𝑚1

(1)

0; 𝜔1𝑋𝑟𝑒2
(1);  𝜔1𝑋𝑟𝑒1

(1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−𝜔𝑚𝑋𝑖𝑚1
(𝑚);  0;  −𝜔𝑚𝑋𝑖𝑚2

(𝑚)

𝜔𝑚𝑋𝑟𝑒1
(𝑚);  0;  𝜔𝑚𝑋𝑟𝑒2

(𝑚)

0; −𝜔𝑚𝑋𝑖𝑚2
(𝑚);  −𝜔𝑚𝑋𝑖𝑚1

(𝑚)

0; 𝜔𝑚𝑋𝑟𝑒2
(𝑚);  𝜔𝑚𝑋𝑟𝑒1

(𝑚) ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. (1.15) 

За комп’ютерною програмою, що реалізовує формулу 

лінійної регресії (1.10), знаходяться оцінки �̂�1, �̂�2, �̂�. 
 

1.1.2 Оцінювання параметрів за експериментально 

одержаними власними частотами й формами 

 

Вище було розглянуто задачі оцінювання на основі 

замірювання амплітуд і фаз вимушених коливань у разі дії 

зовнішньої гармонічної сили. Проте експериментальним 

способом також можна одержувати власні частоти за 

резонансними піками відповідних спектрів, а також власні 

форми за амплітудами вимушених коливань із частотами, 

що збігаються з власними. Водночас використовується той 

факт, що на резонансній частоті коливальна система 

набирає власної форми незалежно від місць прикладання 

зовнішніх періодичних сил і співвідношень амплітуд 

останніх. 

Розглядаючи як приклад задачу оцінювання 

коефіцієнтів жорсткості c1, c2 балкової системи, поданої 

двомасовою моделлю (рис. 1.1), диференціальні рівняння 
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вільних коливань у оберненій формі одержимо в такому 

вигляді: 

).()(

),()(

2222221111212
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xcxmxcxmx

xcxmxcxmx













 

(1.16) 

 

 
Рисунок 1.1 – Двомасова балкова модель 

 

Підставляючи до системи диференціальних рівнянь 

(1.16) розв’язки для вільних коливань у вигляді 

𝑥𝑖 = 𝐴𝑖 ⋅ 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑖 𝑡,  (𝑖 = 1,  2), 

можна одержати таку систему алгебраїчних рівнянь для 

форм коливань: 

[𝛿11(𝑐1 −𝑚1𝑧) + 1]𝐴1 + 𝛿12(𝑐2 −𝑚2𝑧)𝐴2 = 0, 
𝛿21(𝑐1 −𝑚1𝑧)𝐴1 + 𝛿22(𝑐2 −𝑚2𝑧)𝐴2 = 0, 

(1.17) 

де z = ω2 – квадрат власної частоти вільних коливань;  

A1, A2 – амплітуди власної форми коливань. 
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Ставлячи завдання оцінювання двох коефіцієнтів 

пружності c1, c2 за умови, що інші коефіцієнти моделі (1.16) 

достовірно відомі, способом тотожних перетворень рівнянь 

(1.17) можна одержати матричне співвідношення, 

аналогічне (1.9): 

𝑌𝛴
∗
= 𝐾𝛴 ⋅ 𝜃; 𝜃 = (с1, 𝑐2)

𝑇; 

𝐾𝛴 = [

𝛿11 𝛿12𝐴21
𝛿21 𝛿22𝐴21
𝛿11 𝛿12𝐴22
𝛿21 𝛿22𝐴22

] ; 𝑌𝛴
∗ = [

−1 + 𝛿11𝑧1𝑚1 + 𝛿12𝑧1𝐴21𝑚2

−𝐴21 + 𝛿21𝑧1𝑚1 + 𝛿22𝑧1𝐴21𝑚2

−1 + 𝛿11𝑧2𝑚1 + 𝛿12𝑧2𝐴22𝑚2

−𝐴22 + 𝛿21𝑧2𝑚1 + 𝛿22𝐴22𝑚2

], 

де z1, z2 – квадрати відповідно першої та другої власних 

частот, одержаних експериментально; A21, A22 – заміряні 

відносні амплітуди другої маси першої і другої власних 

форм. 

У додатку А наведено приклад розрахунку для задачі 

ідентифікації під час оцінювання жорсткостей двомасової 

моделі за допомогою системи розрахункової алгебри 

«Mathcad». Результати розрахунку прямої задачі, округлені 

до чотирьох значущих цифр, під час оцінювання 

вибирались як одержані експериментальним способом. 

 

1.1.3 Оцінювання на основі дійсних і комплексних 

матриць коефіцієнтів впливу 

 

Для складних математичних моделей, у яких елементи 

вектора 𝑦 визначаються не прямими співвідношеннями 

вигляду (1.1), а в результаті відповідних числових 

розрахунків за структурою, наведеною на рис. 1.2, кожен 

коефіцієнт 𝑘𝑎𝑗 обчислюється як для прямої задачі через 

вихідну величину 𝑦𝑎 при 𝜃𝑗 = 1, а для всіх інших умов – 

𝜃𝑟 = 0, 𝑟 ≠ 𝑗. 
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Рисунок 1.2 – Структура числового розрахунку параметрів 

 

Такий підхід є обґрунтованим для лінійної залежності 

параметрів 𝑦 від 𝜃, наприклад під час розрахунку прогинів 

𝑌𝑎 (𝑎 = 1, 𝑘) ротора методом початкових параметрів або 

скінченних елементів [9] під час його вимушених коливань. 

Отже, лінійне оцінювання складних динамічних 

об’єктів, описуваних блок-схемами алгоритмів, можна 

реалізувати з використанням таких програмних блоків: 

1) блоку розрахунку коефіцієнтів 𝑘𝑎𝑖 способом 

одноразового розв’язання прямої задачі для 𝜃𝑗 = 1; 𝜃𝑟 = 0 

(𝑟 ≠ 𝑗); 
2) оцінювання коефіцієнтів за формулою лінійної 

регресії (1.4). 

Для розрахунку вимушених коливань дисипативних 

лінійних систем під впливом гармонічних сил 

застосовується метод комплексних амплітуд. Згідно з ним 

вимушена складова коливань в а-й точці системи 

визначається комплексною амплітудою 

�̄�𝑎=𝑌𝑎 ⋅ 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝜙𝑎) = 𝑌𝑎 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝜙𝑎 + 𝑖 ⋅ 𝑌𝑎 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝜙𝑎, (1.18) 

де 𝑌𝑎 – амплітуда; 𝜙𝑎 – фаза гармонічних коливань. 
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Комплексній амплітуді (1.18) відповідає такий закон 

коливань i-ї точки: 

 

𝑦𝑎(𝑡) = 𝑌𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜙𝑎), 
 

де 𝜔 – частота вимушеної сили. 

Залежності між комплексними амплітудами зовнішніх 

сил і переміщень точок системи можуть бути поданими як 

комплексні лінійні співвідношення: 

�̄�1 = �̄�11 ⋅ �̄�1+ . . . +�̄�1𝑙 ⋅ �̄�𝑙; 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
�̄�𝑘 = �̄�𝑘1 ⋅ �̄�1+ . . . +�̄�𝑘𝑙 ⋅ �̄�𝑙 , 

(1.19) 

де �̄�𝑎 – комплексна амплітуда (a = 1, 2, …, k); �̄�𝑗 – 

комплексна амплітуда зовнішньої періодичної сили  

(j = 1, 𝑙); �̄�𝑎𝑗 – комплексний коефіцієнт впливу. 

Комплексній амплітуді а-ї сили 

 

aaaaa FiFF  sincos 
 

 

відповідає такий закон зміни сили в часі: 

 

).sin()( aaa tFtf  
 

 

Систему (1.19) можна подати в матричній формі 

�̄̄� = �̄̄� · �̄̄�, (1.20) 

де �̄̄� = (�̄�1, . . . , �̄�𝑘)
𝑇 – вектор-стовпець комплексних 

амплітуд; �̄̄� = (�̄�1, . . . , �̄�𝑙)
𝑇 – вектор-стовпець комплексних 
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амплітуд зовнішніх сил; �̄̄� – матриця k × l комплексних 

коефіцієнтів впливу. 

Для використання формули (1.4)  з метою оцінювання 

комплексних амплітуд сил за виміряними комплексними 

амплітудами коливань необхідно скласти співвідношення 

щодо подовжених векторів із дійсними компонентами. Так, 

вектору комплексних амплітуд �̄̄� ставиться у відповідність 

вектор дійсних складових 𝑌 розмірністю 2k: 

 

𝑌 = (𝑌1
(𝑟), 𝑌1

(𝑖),  . . . , 𝑌𝑘
(𝑟), 𝑌𝑘

(𝑖))𝑇 , 
 

де 𝑌𝑎
(𝑟),  𝑌𝑎

(𝑖) − відповідно дійсна й уявна частини а-ї 

комплексної амплітуди 

 

𝑌𝑎
(𝑟) = 𝑌𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝜙𝑎 ;  𝑌𝑎

(𝑖) = 𝑌𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝜙𝑎. 

 

Вектору комплексних амплітуд сил розмірністю l 

відповідатиме подовжений вектор 𝐹 розмірністю 2l: 

 

𝐹 = (𝐹1
(𝑟),  𝐹1

(𝑖),  . . . ,  𝐹𝑙
(𝑟),  𝐹𝑙

(𝑖))𝑇 . 
 

Можна пересвідчитися, що матричному 

комплексному співвідношенню (1.20) відповідає матричне 

дійсне співвідношення для подовжених векторів такого 

вигляду: 

,FKY   
(1.21) 

де дійсна матриця 𝐾 розмірністю 2k × 2l має таку структуру: 
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𝐾 =

[
 
 
 
 
 𝑘11

(𝑟);  − 𝑘11
(𝑖);  . . . ;  𝑘1𝑙

(𝑟);  − 𝑘1𝑙
(𝑖)

𝑘11
(𝑖);  𝑘11

(𝑟);  . . . ;  𝑘1𝑙
(𝑖);  𝑘1𝑙

(𝑟)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑘𝑘1
(𝑟);  − 𝑘𝑘1

(𝑖);  . . . ;  𝑘𝑘𝑙
(𝑟);  − 𝑘𝑘𝑙

(𝑖)

𝑘𝑘1
(𝑖);  𝑘𝑘1

(𝑟);  . . . ;  𝑘𝑘𝑙
(𝑖);  𝑘𝑘𝑙

(𝑟) ]
 
 
 
 
 

. (1.22) 

У цій матриці дійсні коефіцієнти 𝑘𝑎𝑗
(𝑟), 𝑘𝑎𝑗

(𝑖)
 

відповідають комплексним елементам матриці 𝐾: 

 

.
)()( i

aj

r

ajaj kikk 
 

 

Амплітуди зовнішніх періодичних сил за виміряними 

амплітудами коливань можна оцінити способом 

застосування формули лінійної регресії (1.4) до дійсного 

матричного співвідношення (1.21). 

Сучасні засоби вимірювання здебільшого дають 

величини амплітуд 𝑌𝑎 і фаз 𝜙𝑎 у точках вимірювання. 

Водночас значення, необхідні для оцінювання, 

розраховуються за такими формулами: 

𝑌𝑎
(𝑟) = 𝑌𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝜙𝑎 ;  𝑌𝑎

(𝑖) = 𝑌𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝜙𝑎. (1.23) 

У такому разі відповідно до співвідношення (1.4) 

значення комплексних амплітуд зовнішніх сил 𝐹 

оцінюються за формулою 

  .
1

YKKKF
TT




 
(1.24) 

Динамічні коефіцієнти впливу 𝑘𝑎𝑗 визначаються як за 

допомогою математичної моделі об’єкта, так і 
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експериментальним способом. Наприклад, якщо є 

комп’ютерна програма числового розрахунку комплексних 

амплітуд 𝑌𝑎(𝑎 = 1, 𝑘) за заданими комплексними 

амплітудами 𝐹𝑗(𝑗 = 1, 𝑙) сил (пряма задача), то коефіцієнт 

𝑘𝑎𝑗 дорівнюватиме значенню комплексної амплітуди 

𝑌𝑎(𝑎 = 1, 𝑘) для значень 𝐹𝑗 = 1, 𝐹𝑟 = 0 (𝑟 = 1, 𝑙, крім r = j). 

Більш достовірно коефіцієнти впливу визначаються 

експериментально. Так, якщо в j-й точці прикласти 

гармонічну силу 𝑓𝑗(𝑡) = 𝐹𝑗 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) із відомими амплітудою 

𝐹𝑗 і виміряти в усіх розрахункових точках комплексні 

амплітуди 𝑌𝑎
∗
(𝑎 = 1, 𝑘), то можна одержати такий вираз: 

 

𝑘𝑎𝑗 =
𝑌𝑎

∗

𝐹𝑛
(𝑎 = 1, 𝑘;  𝑗 = 1, 𝑙). 

 

Такий спосіб використовують, зокрема, для 

балансування роторів за допомогою установлення пробних 

дисбалансів. Достовірність цього способу порівняно з 

вищезазначеним обґрунтована тим, що замість 

математичної моделі ротора коефіцієнти впливу 

визначаються в результаті вимірювань безпосередньо на 

діючому агрегаті. 

Отже, лінійне оцінювання амплітуд зовнішніх 

періодичних сил за допомогою програми розв’язання 

прямої задачі реалізується способом послідовного 

виконання таких етапів: 

1) розрахунку комплексних коефіцієнтів впливу 𝑘𝑎𝑗 у 

результаті одноразового розв’язання прямої задачі або 

способом одержання відповідних експериментальних 

даних); 
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2) формування елементів матриці 𝐾 (1.22); 

3) розрахунку амплітуд зовнішніх періодичних сил за 

формулою (1.24). 

 

1.1.4 Зведення певних нелінійних завдань 

оцінювання до лінійних 

 

У разі лінійного оцінювання параметрів математичної 

моделі, якщо вимірювані величини лінійно залежать від 

оцінюваних параметрів, завдання ідентифікації позбавлене 

обчислювальних проблем, а оцінювані параметри 

знаходяться за формулою лінійної регресії (1.4). На відміну 

від неї нелінійне завдання здебільшого призводить до 

розв’язання важко й неоднозначно вирішуваних 

обчислювальних проблем [6]. Нижче запропоновано підхід, 

що за певних умов дозволяє звести завдання нелінійного 

оцінювання до лінійного. 

Розглядаючи нелінійну модель, зведену до вигляду 

 

𝑦𝑗 = 𝜙𝑗(�̄�), 𝑗 = 1,2, … , 𝑘 

 

зі структурою нелінійної функції 𝜙𝑗 у вигляді 

 

𝜙𝑗(𝛼;  𝜃) = 𝑘𝑗1𝜃1 +⋯+ 𝑘𝑗𝑙𝜃𝑙 + 𝑘𝑗(𝑙 + 1)𝑓1(𝛽) + ⋯ 

…+ 𝑘𝑗(𝑙 + 𝑚)𝑓𝑚(𝛽);  (𝑗 = 1, 𝑘), 

 

де 𝑓𝑎(𝛽) (𝑎 = 1,𝑚) – нелінійні функції заданої групи 𝛽 

параметрів, узятих зі всієї множини оцінюваних параметрів 

𝜃1,  . . . , 𝜃𝑙  із можливим додаванням нових m параметрів 

𝜃𝑙 + 1, . . . , 𝜃𝑙 + 𝑚: 

 

𝛽 = (𝜃1,  . . . , 𝜃𝑙 ;  𝜃𝑙 + 1,  . . . , 𝜃𝑙 + 𝑚)
𝑇, 



1.1.4 Зведення певних нелінійних завдань оцінювання до лінійних 

 

 32 

подані співвідношення можна розглядати як лінійні щодо 

(l + m) оцінюваних параметрів як компонентів вектора-

стовпця 

 

𝜃𝛴 = (𝜃1,  . . . , 𝜃𝑙;  𝑓1,  . . . , 𝑓𝑚)
𝑇 . 

 

У результаті можна одержати таку квазілінійну 

модель: 

 

,  Ky  
 

де 𝐾𝛴 – матриця розмірністю k × (l + m): 

 

𝐾𝛴 = [

𝑘11,  . . . , 𝑘1𝑙;  𝑘1, (𝑙 + 1),  . . . , 𝑘1, (𝑙 + 𝑚)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑘𝑘1,  . . . , 𝑘𝑘𝑙;  𝑘𝑘, (𝑙 + 1),  . . . , 𝑘𝑘, (𝑙 + 𝑚)

], 

 

а до складу оцінюваних параметрів додаються коефіцієнти 

𝑓1,  . . . , 𝑓𝑚. 
У такому разі за набором експериментальних даних 

𝑦
∗
= (𝑦1

∗,  . . . , 𝑦𝑘
∗)𝑇 процедура оцінювання параметрів 

реалізується за допомогою формули лінійної регресії 

 

�̄̂� = [�̄�𝛴
𝑇 ⋅ �̄�𝛴]

−1 ⋅ �̄�𝛴 ⋅ �̄�
∗. 

 

Визначені за цією формулою оцінювані параметри 

𝜃1,  . . . , 𝜃𝑙;  𝑓1,  . . . , 𝑓𝑚 дозволяють обчислювати решту 

оцінюваних параметрів 𝜃𝑙 + 1,  . . . , 𝜃𝑙 + 𝑚, зокрема способом 

числового розв’язання такої системи m нелінійних 

алгебраїчних рівнянь: 

 

𝑓𝑖(𝜃𝑙 + 1,  . . . , 𝜃𝑙 + 𝑚) = 𝑓𝑖;  (𝑖 = 1,𝑚). 
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Як приклад розглядається математична модель 

системи автоматичного регулювання, диференціальне 

рівняння якої в символьній формі має вигляд 

 

,)())(( 2

2

212

2

102

3

210 fpTpTTSKpTpTTTpTTT 
 

 

де 𝑝 =
𝑑

𝑑𝑡
 – оператор диференціювання; S – регульована 

величина; f – зовнішня дія; K – коефіцієнт посилення 

системи; 𝑇0,  𝑇1,  𝑇2 – сталі часу відповідно об’єкта, 

вимірювального пристрою й серводвигуна. 

За припущення, що проведено експеримент із 

відтворення зовнішньої дії як гармонічного сигналу 

 
)sin()( tHtf   

 

і вимірювання амплітуди 𝑆 та фази 𝜙 регульованої величини 

 

𝑠(𝑡) = 𝑆 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜙), 
згідно з методом комплексних амплітуд матимемо 

 

𝑓(𝑡) = 𝐻 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝜔𝑡);  �̄�(𝑡) = �̄� 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝜔𝑡), 
 

де �̄� = 𝑆𝑟 + 𝑖𝑆𝑖 – шукана комплексна амплітуда, дійсна й 

уявна частини якої обчислюються за експериментальними 

даними: 

 

𝑆𝑟 = 𝑆 𝑐𝑜𝑠 𝜙 ;  𝑆𝑖 = 𝑆 𝑠𝑖𝑛 𝜙. 
 

Способом підстановки комплексних правих частин та 

одержаних розв’язків у початкове рівняння й беручи до 

уваги формальне співвідношення 𝑝 = 𝑖𝜔, після тотожних 
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перетворень розрахункові співвідношення для визначення 

𝑆𝑟 ,  𝑆𝑖 такі: 

 

.))(()(

,)())((

2102

2

210

3

2

21

2

2210

3

102

2

HTSTTTKSTTTT

HTTSTTTTSTTTK

ir

ir









 
 

Ставлячи завдання оцінювання сталих часу 𝑇1,  𝑇2 за 

експериментально виміряними параметрами 𝐻,𝜔, 𝑆𝑟 , 𝑆𝑖 та 

вважаючи параметри 𝐾, 𝑇0 достовірно відомими, одержані 

рівняння наберуть такого вигляду: 
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Ця модель щодо оцінюваних параметрів 𝑇1, 𝑇2 є 

нелінійною. Проте, якщо нелінійна функція 𝑓(𝑇1, 𝑇2) 
тотожна певному параметру 𝑓1, що потрібно оцінити, 

система стає лінійною щодо параметрів 𝑇2, 𝑓1. 

За припущення, що проведено n експериментів, у 

кожному j-му з яких виміряно параметри 𝜔𝑗 , 𝐻𝑗 , 𝑆𝑟𝑗, 𝑆𝑖𝑗, 
можна одержати матричне співвідношення 

 

,Ky   
 

де �̄� = (𝑇2, 𝑓1)
𝑇 – вектор  оцінюваних параметрів;  

�̄� = −(𝐾𝑆𝑟1, 𝐾𝑆𝑖1,  . . . , 𝐾𝑆𝑟𝑛, 𝐾𝑆𝑖𝑛)
𝑇 – вектор вимірюваних 

величин розмірністю 2n; �̄�  – матриця розмірністю 2n × 2, 

кожен коефіцієнт якої обчислюється відповідно до рівнянь 

моделі. 

Практична реалізація вищезазначеного підходу 

наведена в додатку Б. 
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Отже, запропонований спосіб оцінювання параметрів 

нелінійних моделей за допомогою їх подання у 

квазілінійній формі дозволяє за певних умов усунути 

обчислювальні проблеми, пов’язані із завданнями 

нелінійного оцінювання. 

 

1.2. Нелінійне оцінювання параметрів 
 

1.2.1 Алгоритми нелінійного оцінювання 
 

Розглядається зведена модель системи 

𝑦1 = 𝑓1(𝜃1,  . . . , 𝜃𝑙), 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
𝑦𝑘 = 𝑓𝑘(𝜃1,  . . . , 𝜃𝑙) 

(1.25) 

У векторному вигляді матимемо 

𝑦 = 𝑓(𝜃), (1.26) 

де 𝑓 = (𝑓1,  𝑓2,  . . . ,  𝑓𝑘)
𝑇 – вектор-стовпець функцій 

розмірністю k. 

Якщо функції 𝑓𝑖(𝜃) моделі (1.25) нелінійні щодо 

оцінюваних параметрів 𝜃1,  . . . , 𝜃𝑙 , пошук мінімуму цільової 

функції 𝛷(𝜃) вигляду (1.3) реалізується за допомогою 

ітераційного обчислювального процесу [6]. Водночас 

задається початкове значення вектора 𝜃0 = (𝜃01,  . . . ,  𝜃0𝑙)
𝑇 і 

виконується послідовний перехід від попереднього 

значення вектора 𝜃𝑖 до наступного (𝜃𝑖 + 1 = 𝜃𝑖 + 𝛥𝜃𝑖), на 

кожному кроці якого виконується умова 
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𝛷 (𝜃𝑖 + 1) ≤ 𝛷 (𝜃𝑖). (1.27) 

Вектор компонентів додатків можна записати так 

, iii  
 

(1.28) 

де вектор 𝜈𝑖 визначає напрям кроку, а скаляр 𝜌𝑖 – його 

розмір. 

За цією схемою реалізується будь-який ітераційний 

пошук мінімуму функції декількох змінних [6]. Відмінність 

між тим або іншим методом нелінійного оцінювання 

полягає в способі знаходження вектора 𝜈𝑖 й вибору розміру 

кроку 𝜌𝑖 на кожній ітерації. 

Одним із методів пошуку екстремуму функції 

декількох змінних є метод Ньютона. Він базується на 

розкладанні функції 𝛷(𝜃) у ряд Тейлора біля точки 𝜃 = 𝜃𝑖 
за ступенями приростів 

 

𝛥𝜃𝑚𝑖 = 𝜃𝑚 − 𝜃𝑚𝑖;  (𝑚 = 1, 𝑙) 
 

з точністю до членів другого порядку малості. У матричній 

формі відповідний ряд записується так: 

),()(5.0)()()( ii
T

ii
T

ii Hq  
 

(1.29) 

де 𝑞
𝑖
 – вектор-стовпець перших частинних похідних як 

градієнт цільової функції 𝛷(𝜃) при 𝜃 = 𝜃𝑖: 

𝑞
𝑖
= (

𝜕𝛷

𝜕𝜃
)
𝑖

= [(
𝜕𝛷

𝜕𝜃1
)
𝑖

,  . . . , (
𝜕𝛷

𝜕𝜃𝑙
)
𝑖

]𝑇; (1.30) 
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𝐻𝑖 = 𝐻(𝜃𝑖) – матриця Гессе розмірністю l × l других 

частинних похідних, довільний елемент якої дорівнює 

 

𝐻𝛼𝛽(𝜃𝑖) = (
𝜕2𝛷

𝜕𝜃𝛼𝜕𝜃𝛽
)
𝑖

, 

 

а індекс i означає, що він обчислюється в точці  

𝜃𝑖 = (𝜃1𝑖,  . . . , 𝜃𝑙𝑖)
𝑇 . 

Поточне значення 𝜃 можна розглядати як уточнене 

значення 𝜃𝑖 + 1 чергового кроку. Тому 

𝜃𝑖 + 1 = 𝜃𝑖 − 𝐻𝑖
−1
⋅ 𝑞𝑖. (1.31) 

Останнє співвідношення визначає ітераційний процес 

знаходження екстремуму методом Ньютона. На кожному 

кроці обчислюються компоненти градієнта 𝑞
𝑖
 функції 𝛷(𝜃), 

обчислити елементи матриці Гессе 𝐻𝑖 частинних похідних 

другого порядку, визначаються елементи оберненої матриці 

𝐻𝑖
−1

, а також чергові уточнення вектора оцінюваних 

параметрів 𝜃𝑖 + 1 згідно з матричним співвідношенням 

(1.31). 

Метод Ньютона ефективний, поки матриця Гессе 𝐻𝑖 
додатньо-визначена. Лише в такому разі перехід до (i + 1)-

го значення вектора 𝜃 за формулою (1.31) забезпечить 

виконання умови (1.27). 

Умова додатної визначеності матриці Гессе 

виконується поблизу точки мінімуму. Тому разом із 

побудовою алгоритму пошуку екстремуму цільової функції 

й складанням відповідної програми виникає проблема 

визначення початкового значення вектора 𝜃0, достатньо 

близького від шуканого. Іншими словами, початкова  точка 
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l-вимірного простору оцінюваних параметрів повинна 

знаходитися в області тяжіння до локального екстремуму 

цільової функції, що відповідає фізичному значенню 

завдання. В іншому разі ітераційний процес може бути 

розбіжним або давати значення екстремуму, що для такої 

математичної моделі не має жодного практичного сенсу. 

Іншим недоліком методу Ньютона є необхідність 

обчислення частинних похідних другого порядку. Якщо 

розрахунок вектора вимірюваних величин 𝑦(𝜃) 
реалізується за структурою, наведеною на рис. 1.2, частинні 

похідні першого й другого порядків визначають числовим 

способом. Це може призводити до зростання похибки 

розрахунку та розбіжності ітераційного процесу. 

Іншим способом реалізації процедури нелінійного 

оцінювання параметрів є метод Гауса, в якому 

використовуються частинні похідні винятково першого 

порядку. 

Позначаючи різницю між виміряною а-ю величиною 

𝑦𝑎
∗ і відповідною розрахунковою величиною 𝑦𝑎(�̄�), 

знайденою запевним деяким алгоритмом (рис. 1.2) для 𝜃 як 

залишок 

 

𝑒𝑎 = 𝑦𝑎
∗ – 𝑦𝑎(𝜗), 

 

можна записати вираз для перших частинних похідних 

функції 𝛷(𝜃) (1.3) як 

𝑞𝑎 =
𝜕𝛷

𝜕𝜃𝑎
= −2∑∑𝑒𝜇𝑎

𝜕𝑦𝜇𝑎(𝜃)

𝜕𝜃𝛼
;

𝑘

𝑎=1

𝑛

𝜇=1

 𝑎 = 1, 𝑙, (1.32) 

де µ – номер експерименту; n – кількість експериментів. 
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Частинні похідні другого порядку (елементи матриці 

Гессе) запишуться так: 

 

𝐻𝛼𝛽 =
𝜕2𝛷

𝜕𝜃𝛼𝜕𝜃𝛽
= 

= −2 ∑ ∑ 𝑒𝜇𝑎
𝜕𝑦𝑎(𝛼𝜇; 𝜃)

𝜕𝜃𝛼𝜕𝜃𝛽
+

𝑘

𝑎 = 1

𝑛

𝜇 = 1

 

+2 ∑ ∑
𝜕𝑦𝑎(𝛼𝜇; 𝜃)

𝜕𝜃𝛼
⋅

𝑘

𝑎 = 1

𝑛

𝜇 = 1

𝜕𝑦𝑎(𝛼𝜇; 𝜃)

𝜕𝜃𝛽
, 

 

де 𝛼𝜇 – вектор достовірно відомих параметрів µ-го 

експерименту. 

Вважаючи, що поблизу точки мінімуму залишки 𝑒𝜇𝑎 є 

достатньо малими, можна наближено записати 

𝐻𝛼𝛽 ≈ 𝑁𝛼𝛽 = 2 ∑ ∑
𝜕𝑦𝑎(𝛼𝜇; 𝜃)

𝜕𝜃𝛼
⋅

𝑘

𝑎 = 1

𝑛

𝜇 = 1

𝜕𝑦𝑎(𝛼𝜇; 𝜃)

𝜕𝜃𝛽
. (1.33) 

Якщо у виразі (1.31) замінити 𝐻𝑖 на 𝑁𝑖, можна 

одержати вираз для (i + 1)-го кроку ітерації: 

𝜃𝑖 + 1 = 𝜃𝑖 − 𝑁𝑖
−1
⋅ 𝑞

𝑖
. (1.34) 

У виразі для вектора приросту Δ𝜃𝑖 (1.28) як напрям 

кроку вибирається 

 

i ii qN 
1

 
 

із розміром кроку 𝜌 = 1. 
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У алгоритмах, що реалізують метод Гауса, можна 

передбачити варіювання розміру кроку й перехід до нового 

значення 

𝜃𝑖 + 1 = 𝜃𝑖 − 𝜌𝑖𝑁𝑖
−1
⋅ 𝑞

𝑖
. (1.35) 

Оскільки у разі оцінювання параметрів методом Гауса 

необхідно обчислювати лише частинні похідні першого 

порядку, то в разі числового розрахунку прямої задачі ці 

похідні можна визначати за такою формулою: 

(
𝜕𝑦𝑎(𝛼𝜇;  𝜃)

𝜕𝜃𝛼
)

𝑖

≈
1

𝛥𝜃𝛼
[𝑦𝑎(𝜃1𝑖 ,  … , 𝜃𝛼𝑖 + 𝛥𝜃𝛼,  … , 𝜃𝑙𝑖; 𝛼𝜇) − 

−𝑦𝑎(𝜃𝑖;  𝛼𝜇)]. 

(1.36) 

Водночас на кожному кроці ітерації необхідно 

(l + 1)·n раз розв’язувати пряму задачу обчислення 𝑦𝑎(𝜃;  𝛼) 

(𝑎 = 1,  𝑘) сукупності вимірюваних параметрів при l + 1 

сукупностях оцінюваних параметрів (𝜃1,  . . . , 𝜃𝑙) і n 

сукупностях відомих параметрів (𝛼𝜇1,  . . . , 𝛼𝜇𝑟). 

Отже, задачі оцінювання потребують значно більшого 

часу розрахунку та є складнішими, ніж прямі задачі 

знаходження динамічних показників за відомими 

параметрами математичної моделі. 

Ітераційний процес (1.35) збігається й відповідно 

задача оцінювання успішно розв’язується лише за таких 

умов [6]. 

По-перше, початкове значення вектора 𝜃0 повинне 

бути достатньо близьким до шуканого 𝜃*, інакше матриця 

Гессе та її наближення – матриця 𝑁 – не будуть додатньо-

визначеними, що призведе до розходження ітераційного 

процесу або його збіжності до фізично необґрунтованої 
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точки екстремуму. Тому першим етапом задачі оцінювання 

може бути, наприклад, розгляд простішої, зокрема 

лінеаризованої, моделі з метою знаходження достатньо 

близького першого наближення 𝜃0. 

По-друге, обчислення матриці 𝑁 реалізується шляхом 

наближеного числового визначення частинних похідних за 

формулою (1.36), реалізація якої залежить від вдалого 

вибору кроку Δ𝜃𝛼 для кожного оцінюваного параметра 

𝜃1,  . . . ,  𝜃𝛼. Водночас похибка розрахунку зростає як за 

відносно малих значень Δ𝜃𝛼 (через помилки округлення), 

так і за відносно великих значень (унаслідок неточності 

формули (1.36), яка теоретично є точною лише за Δ𝜃𝛼 → 0). 

Більше того, точність обчислення величин 𝑦𝑎(𝛼𝜇, 𝜗), 

наприклад, при знаходженні критичних частот ротора 

методом скінченних елементів, має свої практичні 

обмеження. 

По-третє, на кожному ітераційному кроці необхідно 

розв’язувати задачу вибору кращого або принаймні 

допустимого розміру кроку 𝜌𝑖 . 
Вирішення вищезазначених проблем є змістом 

розроблення належного методу оцінювання для тих чи 

інших типів динамічних об’єктів. Так, задача нелінійного 

оцінювання не завжди приводять до бажаних результатів, 

вимагаючи кожного разу застосування нових підходів і 

алгоритмів з урахуванням специфіки прямої задачі. 

Розв’язання цих обчислювально-математичних проблем 

становить наукову новизну і практичну значущість нових 

підходів у теорії оцінювання параметрів математичних 

моделей динамічних систем. Так, зокрема, складно 

переоцінити важливість створення нових, достовірних 

методів оцінювання параметрів моделей динаміки роторів 

енергетичних машин (турбокомпресорів, відцентрових 

насосів і турбінних двигунів). 
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Поряд із методами Ньютона і Гауса та їх 

модифікаціями для задач оцінювання також застосовується 

метод найшвидшого спуску [10]. Як і метод Гауса, він 

вимагає розрахунку лише перших частинних похідних, 

проте крок ітерації в ньому обчислюється іншим способом. 

У праці [6] наголошується, що метод найшвидшого спуску 

є недостатньо надійним, проте досвід створення алгоритмів 

і програм оцінювання у галузі динаміки роторів засвідчує, 

що цей метод може успішно застосовуватися під час 

реалізації ідеї паралельного використання двох методів 

(наприклад, Гауса і найшвидшого спуску) на кожній 

ітерації. Згідно з цією ідеєю перехід до нового набору 

оцінюваних параметрів 𝜃𝑖+1 реалізується за тим методом, 

який на даному кроці забезпечує умову (1.31) або, якщо ця 

умова виконується за обома методами, дає менше з двох 

значень функції цілі 𝛷(𝜃𝑖+1). 
За найшвидшого спуску напрям кроку беруть уздовж 

градієнта цільової функції 𝑞
𝑖
, а розмір кроку обчислюють як 

функцію частинних похідних 
𝜕𝑦𝑎

𝜕𝜃𝛼
. Водночас ітераційний 

перехід виконують згідно із співвідношенням 

.1 iii q   
(1.37) 

Якщо подати функцію цілі 𝛷(𝜃) як функцію 

скалярного параметра 𝜆: 

 

𝛷(𝜃) = 𝛷(𝜃𝑖 − 𝜆𝑞𝑖), 

 

то розмір кроку можна обчислити з умови мінімуму 𝛷(𝜆): 
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.0




  
(1.38) 

Корінь 𝜆 = 𝜆𝑖 останнього рівняння визначає розмір 

кроку (i + 1)-ї ітерації (1.37). 

Рівняння (1.38) є нелінійним. Воно може бути 

розв’язане наближено, якщо всі функції 𝑦𝑎(𝜆) (𝑎 = 1, 𝑘) 
розкласти в ряд Тейлора за ступенями 𝜆, обмежуючись 

лінійними членами: 

.)()()()( 
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a
iaiiaa q
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yqyy






 
(1.39) 

де (
𝜕𝑦𝑎

𝜕𝜃
)𝑖 – наступний вектор-рядок: 

 

(
𝜕𝑦𝑎

𝜕𝜃
)𝑖=(

𝜕𝑦𝑎

𝜕𝜃1
, . . . ,

𝜕𝑦𝑎

𝜕𝜃𝑙1
)𝑖. 

 

Вираз для функції 𝛷(𝜃) (1.3) набирає вигляду 

 

𝛷(𝜆) = ∑ [(𝑦𝑎
∗ − 𝑦𝑎(𝜃𝑖) + 𝜆(

𝜕𝑦𝑎

𝜕𝜃
)𝑖𝑞𝑖]

2.

𝑘

𝑎 = 1

 

 

Також з умови 

 

𝜕𝛷

𝜕𝜆
= −2 ∑ [(𝑦𝑎

∗ − 𝑦𝑎(𝜃𝑖) + 𝜆 (
𝜕𝑦𝑎

𝜕𝜃
)
𝑖

⋅ 𝑞
𝑖
]

𝑘

𝑎 = 1

⋅
𝜕𝑦𝑎

𝜕𝜃
⋅ 𝑞

𝑖
= 0 

 

можна отримати такий крок: 
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𝜆 = 𝜆𝑖 =

∑ (𝑦𝑎(𝜃𝑖) − 𝑦𝑎
∗) ⋅ (

𝜕𝑦𝑎
𝜕𝜃
)
𝑖

⋅ 𝑞
𝑖

𝑘
𝑎=1

∑ ((
𝜕𝑦𝑎
𝜕𝜃
)
𝑖

⋅ 𝑞
𝑖
)

2

𝑘
𝑎=1

. (1.40) 

Таким чином, на кожній ітерації розмір кроку 𝜆𝑖 
обчислюється за формулою (1.40). Потім за формулою 

(1.37) визначається уточнене значення вектора оцінюваних 

параметрів 𝜃𝑖 + 1. 
Паралельне використання методів Гауса і 

найшвидшого спуску ненабагато ускладнює розрахунок, 

оскільки ці методи мають подібні алгоритми. Зокрема, на 

кожному ітераційному кроці повинні бути обчислені: 

1) вектор вимірюваних величин 

 

𝑦
𝑖
= (𝑦1(𝜃𝑖),  . . . , 𝑦𝑙(𝜃𝑖))

𝑇; 

 

2) матриця Якобі перших частинних похідних 

розмірністю k × l: 

 

𝐽 = (
𝜕𝑦

𝜕𝜃
)𝑖 =

[
 
 
 
 
𝜕𝑦1
𝜕𝜃1

,  . . . ,  
𝜕𝑦1
𝜕𝜃𝑙

. . . . . . . . . . . . . . . .
𝜕𝑦𝑘
𝜕𝜃1

,  . . . ,  
𝜕𝑦𝑘
𝜕𝜃𝑙 ]

 
 
 
 

; 

 

3) градієнт функції 𝛷(𝜃): 
 

𝑞
𝑖
= ((

𝜕𝛷

𝜕𝜃1
)𝑖,  . . . ,  (

𝜕𝛷

𝜕𝜃𝑙
)𝑖)

𝑇 , 
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де перші частинні похідні визначаються за формулою 

 

(
𝜕𝛷

𝜕𝜃𝑚
)𝑖 = −2 ∑ [𝑦𝑎

∗ − 𝑦𝑎(𝜃𝑖)](
𝜕𝑦𝑎
𝜕𝜃𝑚

)𝑖;  (𝑚 = 1, 𝑙).

𝑘

𝑎 = 1

 

 

1.2.2 Шляхи розв’язування проблем збіжності 

ітераційного процесу під час нелінійного оцінювання 

параметрів 

 

За вимірювані величини коливальних систем 

переважно застосовують комплексні амплітуди вимушених 

коливань унаслідок дії гармонічних зовнішніх сил у 

результаті дії системи незрівноважених дисбалансів. 

Більше того, для роторних систем [2, 5] достатньо 

ефективним способом оцінювання параметрів є 

використання експериментально одержаних власних частот 

і форм, а також граничних за стійкістю частот обертання  

[1, 2, 4]. Залежно від використання тих чи інших 

вимірюваних величин алгоритми оцінювання параметрів 

містять відповідну підпрограму прямої задачі – розрахунку 

цих величин за даними, що відповідають умовам 

експерименту. З іншого боку, структура алгоритму 

нелінійного оцінювання, розроблена в процесі реалізації 

методів ідентифікації математичних моделей динаміки 

роторних систем  [2, 5, 11–13], характеризується декількома 

особливостями. По-перше, кожний крок ітерації 

виконується двома методами – Гауса і найшвидшого 

спуску. У цьому разі обирають той приріст параметрів, який 

дає на цьому кроці менше значення цільової функції. 

Практика налагодження програм оцінювання 

показала, що трапляються випадки, коли 𝛷(𝜃𝑖+1) ≥ 𝛷(𝜃𝑖) 
для кожного з методів. Тоді процес оцінювання не може 
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бути реалізований без застосування спеціальних прийомів. 

Зокрема, ефективною є зміна знака кроку ітерації 𝜌 у разі 

зменшення його модуля. Цей прийом разом із паралельним 

використанням двох вищезазначених методів є вагомим у 

розроблених схемах нелінійного оцінювання. 

В інших випадках, якщо значення вектора 𝜃 є 

далекими від шуканих точок екстремуму, вектор напрямку 

кроку 𝜈𝑖, обчислений як за методом Гауса, так і за методом 

найшвидшого спуску, може виявитися невдало обчисленим. 

У результаті, як зазначалося вище, функція цілі 

збільшується, а ітераційний процес зациклюється. У цьому 

разі зміна знака 𝜌 також є надійним виходом із цієї ситуації, 

оскільки така зміна прямо призводить до зменшення 

цільової функції. 

Необхідно зазначити, що в разі наближення 𝛷(𝜃) до 

мінімуму, початкова точка 𝜃0 розміщена ще ближче, а 

ітераційний процес завершується більш успішно. 

Найкращим випадком є той, коли відразу вдається 

потрапити до зони мінімуму. 

Більше того, в багатьох задачах оцінювання 

доцільною є побудова допоміжних підпрограм оцінювання 

першого наближення 𝜃0. 

Таким чином, при ідентифікації параметрів 

математичних моделей динамічних об’єктів задачі 

нелінійного оцінювання вимагають розв’язання різних 

обчислювальних проблем. Практика реалізації задач 

оцінювання параметрів динамічних моделей таких 

складних систем, якими є, зокрема, моделі коливань 

роторних систем, свідчить, що такі задачі ефективно 

розв’язуються за наявності таких програмних елементів: 
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1) програми попереднього оцінювання першого 

наближення; 

2) алгоритму паралельного використання методів 

Гауса і найшвидшого спуску; 

3) алгоритму варіювання величини і знака розміру 

кроку 𝜌, якщо ітераційний процес зациклюється. 

 

1.2.3 Задачі нелінійного оцінювання коефіцієнтів 

математичних моделей роторних систем 

 

Алгоритми нелінійного оцінювання було успішно 

апробовано під час дослідження динаміки роторів 

газоперекачувальних агрегатів (ГПА) виробництва 

ПАТ «Сумське НВО» [2]. На спеціально створеному 

експериментальному стенді з модельним ротором масою 

170 кг було оцінено реальні значення жорсткостей 

сегментних підшипників для основних типів роторів 

турбокомпресорів. Загальний вигляд стенда показано на 

рис. 1.3. 

Експериментальний стенд дозволяє вимірювати дві 

перші критичні частоти. У цьому разі оцінюваних 

параметрів повинно бути принаймні чотири, оскільки за 

припущення лінійної залежності жорсткостей підшипників 

від частоти обертання 𝜔 їх обертання 

 22021101 ,  cccc
 (1.41) 

підлягають оцінюванню коефіцієнта 𝑐10, 𝑐20, 𝛼1, 𝛼2. Тому 

разом із критичними частотами необхідно використовувати 

додаткові експериментальні дані. Такими даними можуть 

бути власні форми, оцінювані за динамічними прогинами 

декількох точок ротора на критичних частотах обертання. 
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Рисунок 1.3 – Експериментальний стенд для дослідження 

динаміки роторів турбокомпресорів 

 

З теорії коливань відомо, що в разі збігу частоти 

зовнішніх періодичних сил із k-ю власною частотою форма 

вимушених коливань не відрізняється від k-ї  власної форми 

незалежно від закону розподілу гармонічних зовнішніх сил 

та кількості останніх. У цьому разі цільова функція може 

бути записана у вигляді [2, 3]: 

𝛷(𝜃) = ∑[(𝜔𝑗
∗
− 𝜔𝑗(𝜃))

2 +

𝑛

𝑗 = 1

 

+𝑏 ∑ [𝑦
𝑎𝑗

∗
−

𝑚

𝑎 = 1

𝑦
𝑎𝑗
(𝜃)]2, 

(1.42) 

де n – кількість виміряних власних частот і форм;  

m – кількість точок (перерізів) ротора, в яких вимірюються 
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амплітуди динамічних прогинів; 𝜔𝑗
∗
, 𝜔𝑗(𝜃) – відносні 

критичні частоти, відповідно експериментальні та 

обчислені числовими методами за заданим вектором 

оцінюваних параметрів 𝜃; 𝑦
𝑎𝑗

∗
, 𝑦

𝑎𝑗
(𝜃) – відносні прогини 

ротора в а-й точці ротора, відповідно експериментальні та 

обчислені; b – ваговий коефіцієнт. 

Для правильного зіставлення експериментальних і 

розрахункових даних використовують відносні прогини: 

 

,/)()(,/ ***

abajajabajaj
yyyyyy  

 
 

де 𝑦𝑎𝑏
∗ , 𝑦𝑎𝑏 – відповідно експериментально виміряний та 

обчислений за даного набору параметрів 𝜃 прогини в 

обраній точці ротора. 

Оскільки цільова функція (1.41) містить два типи 

вимірюваних величин – власні частоти і динамічні прогини, 

що мають різну точність вимірювання, – вводиться ваговий 

коефіцієнт 𝑏 = 𝜎𝜔
2/𝜎𝑦

2  як відношення дисперсій 𝜎𝜔
2 , 𝜎𝑦

2 

похибок вимірювання власних частот і динамічних 

прогинів. 

Якщо обрати залежність жорсткостей підшипників 

𝑐1, 𝑐2 від частоти обертання ротора 𝜔 лінійною (1.41), то 

вектор оцінюваних параметрів матиме чотири складові: 

 

.),,,( 220110

Tcc  
 

 

Оцінювання за цими чотирма параметрами не завжди 

приводить до задовільних результатів з огляду на так зване 

«прокляття розмірності» [6]. Тому в ряді випадків 

ефективнішим є використання процедури оцінювання за 

двома параметрами 𝑐1𝑗, 𝑐2𝑗 окремо для кожної j-ї критичної 
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частоти. Так, для випадку, коли можливий розгін ротора до 

другої критичної частоти включно [2], оцінювання 

проводять за двома функціями: 

𝛷𝑗(𝜃) = [𝜔𝑗
∗
− 𝜔𝑗(𝑐1𝑗, 𝑐2𝑗)]

2 − 

−𝑏[𝑦
𝑎𝑗

∗
− 𝑦

𝑎𝑗
(𝑐1𝑗 , 𝑐2𝑗)]

2;  (𝑗 = 1,  2). 
(1.43) 

За одержаними оцінками 𝑐11, 𝑐21 на першій критичній 

частоті та 𝑐12, 𝑐22 – на другій – шукані коефіцієнти 

перераховуються за формулами, що є наслідком рівнянь 

(1.41): 
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(1.44) 

Основною складністю реалізації нелінійного 

оцінювання на основі пошуку мінімуму цільових функцій 

вигляду (1.42) за вищеописаним є забезпечення достатньо 

близьких до істинних початкових значень жорсткостей, які 

вводяться до ітераційного циклу. Числові експерименти 

свідчать, що якщо ця близькість не буде забезпечена, то 

ітераційний процес не дасть задовільних результатів. Тому 

розрахунку за двома параметрами на основі цільової 

функції (1.42) повинен передувати оцінний розрахунок за 

одним параметром за допущення рівності жорсткостей 

підшипників: 𝑐1 = 𝑐2 = 𝑐. Таке оцінювання може бути без 

зусиль реалізоване на основі програми визначення 

критичних частот методом початкових параметрів або 

методом скінченних елементів [14], де поточним 

параметром розрахунку буде жорсткість 𝑐𝑗 , а частота 

обертання є незмінною і дорівнює j-й критичній частоті 𝜔𝑗
∗, 

виміряній експериментально. 
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Розрахункова схема скінченноелементної моделі 

ротора, наведена на рис. 1.4, містить експериментально 

отримані прогини на п’яти дисках модельного ротора на 

першій критичній частоті та двох частотах, близьких до неї. 

 

 
Рисунок 1.4 – Розрахункова схема  

скінченноелементної моделі ротора 

 

У результаті проведених експериментальних 

досліджень і застосування вищезазначеного способу 

оцінювання було одержано такі числові дані. 

Для відносно легких роторів швидкообертових 

турбокомпресорів жорсткість сегментного підшипника 

характеризується величинами порядку 0,2–0,5·108 Н/м у 

діапазоні частот 3 000–5 000 об/хв і 0,5–2,0·108 Н/м – у 

діапазоні частот 10 000–12 000 об/хв. 

Для порівняно важких роторів ГПА, що працюють на 

частотах, близьких до 4 000 об/хв, оцінювана жорсткість 

підшипників має діапазон 1,2–1,8·108 Н/м. 
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Дані експериментальних досліджень, одержані на 

вищезазначеному стенді, також використовують для 

оцінювання коефіцієнтів опору за амплітудами коливань 

ротора в області першої критичної частоти. 

Так, було розроблено метод, який полягає в тому, що 

дисбаланс є оцінюваним параметром разом із коефіцієнтом 

опору [15]. Водночас вимірювання амплітуд коливань 

ротора повинне відбуватися не лише безпосередньо на 

критичній частоті, а й на декількох інших частотах поблизу 

критичної. 

Закон коливань ротора подають у вигляді 

),()(),( 111 txzUtzx   (1.45) 

де 𝑥1(𝑡) = 𝑋𝑚 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜙) – функція часу; 𝑈1(𝑧) – перша 

власна форма коливань ротора. 

Для деякої частоти 𝜔, достатньо близької до першої 

критичної 𝜔1, форма динамічного прогину [3] має такий 

вигляд: 
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де введено параметр 
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що містить функцію µ(z) розподілу питомої маси, а також 

координати опорних точок 𝑧1, 𝑧2 та дисбалансу 𝑧𝐷. 

Дисбаланс 𝐷 і коефіцієнт опору 𝑑 оцінюються з умови 

мінімуму цільової функції 
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(1.47) 

де 𝐴𝑖𝑗
∗  – експериментально визначений динамічний прогин 

ротора в точці 𝑧 = 𝑧𝑗 за частоти обертання 𝜔𝑖. 

Цільова функція (1.47) є сумою квадратів різниць 

експериментальних і розрахункових амплітуд, а 

ідентифікація параметрів 𝐷 та 𝑑 на основі пошуку мінімуму 

цієї функції є задачею нелінійного оцінювання, що може 

бути реалізована вищеописаними числовими методами. 

Проте, враховуючи ту обставину, що розглядаються 

коливання поблизу першої критичної частоти, і відповідно 

значення (𝜔1
2 − 𝜔𝑖

2)2 є відносно малими, задачу оцінювання 

можна звести до лінійної в такий спосіб. На основі 

розкладання в ряд Тейлора з утриманням члена першого 

порядку малості можна записати 

√𝑀1
2(𝜔1

2 − 𝜔𝑖
2)2 +𝜔𝑖

2𝑁1
2) ≈ 𝜔1𝑁1[1 + 

+0,5𝑀1
2(𝜔1

2 − 𝜔𝑖
2)2/𝜔𝑖

2𝑁1
2]. 

(1.48) 

 

Уведення позначень 𝜃1 = 𝑁1
2,  𝜃2 = 𝑁1𝐷 дозволяє 

подати формулу (1.48) для цільової функції 𝛷0 у вигляді: 
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(1.49) 

де введено параметр 

𝛼𝑖𝑗 = 𝜔𝑖𝑈1(𝑧𝐷)𝑈1(𝑧𝑗); 

𝛽𝑖 = 0,5𝑀1
2(𝜔1

2 − 𝜔𝑖
2)/𝜔𝑖. 

(1.50) 

Ідентифікація параметрів 𝜃1, 𝜃2 за цільовою функцією 

𝛷1 є задачею нелінійного оцінювання. Замість цієї функції 

необхідно розглядати суму квадратів чисельників у 

доданках (1.49), після зведення кожного з яких до спільного 

знаменника можна звести цільову функцію до вигляду 
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Мінімум функції 𝛷2 досягається за умови рівності 

нулю градієнта цільової функції: 
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Ця умова з урахуванням виразу (1.51) дає систему 

двох лінійних рівнянь для знаходження оцінюваних 

параметрів 𝜃1, 𝜃2: 

𝑎11𝜃1 + 𝑎12𝜃2 = 𝑏1, 

𝑎21𝜃1 + 𝑎22𝜃2 = 𝑏2, 
(1.52) 
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де введені такі позначення: 

𝑎11 =∑(𝐴𝑖𝑗
∗ )2,  𝑎12 = −∑𝛼𝑖𝑗𝐴𝑖𝑗

∗ ,

𝑖.𝑗𝑖,𝑗

 

𝑎21 = −𝑎12,  𝑎22 = −∑𝛼𝑖𝑗
2

𝑖𝑗

. 
(1.53) 

Шукані параметри знаходяться після визначення 

𝜃1, 𝜃2 за такими формулами: 

./,/ 112   dD
 

(1.54) 

Таким чином, оцінювання коефіцієнта опору 

підшипника 𝑑 і дисбалансу 𝐷 згідно з цим методом містить 

такі складові: 

1) експериментальне визначення амплітуд коливань 

𝐴𝑖𝑗
∗  у декількох точках ротора при декількох частотах 

обертання, близьких до критичної; 

2) числовий розрахунок першої власної форми 𝑈1(𝑧); 

3) розрахунок параметрів 𝑑, 𝐷. 

Цей метод було використано для оцінювання 

коефіцієнтів опору п’яти сегментних підшипників 

діаметром 140 мм на основі вимірювання амплітуд 

коливань на п’яти дисках модельного ротора (рис. 1.4). На 

рисунку показані експериментально виміряні форми 

прогинів синхронної прецесії для трьох частот обертання: 

𝜔1 = 3781
рад

с
, 𝜔2 = 𝜔𝑘𝑟1 = 398 рад/с, 𝜔3 = 418 рад/c. 
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У результаті описаної вище процедури оброблення 

експериментальних даних було одержано значення  

𝑑 = 13 840 кг/с, 𝐷 = 0,0016 кг · м. 

Для цих підшипників з установленим у них ротором 

ГПА масою 640 кг було одержано значення оцінюваного 

параметра 𝑑 = 37 160 кг/с. 

Зіставлення одержаного значення з оцінюваним 

коефіцієнтом опору для модельного ротора масою 170 кг 

узгоджується відомою залежністю збільшення коефіцієнта 

опору від зростання статичного навантаження. 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

РОЗДІЛ 2 
Комплексне застосування 
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й регресійного аналізу 
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2.1 Методи ідентифікації параметрів  

для створення спрощених дискретних моделей  

роторних систем на основі скінченноелементних 

моделей 

 

Існуючі методи і програми розрахунку динаміки 

роторів, наприклад метод скінченних елементів (МСЕ) 

дозволяють визначити власні частоти та форми вимушених 

коливань синхронної прецесії. Проте дослідження більш 

складних явищ, таких як втрата стійкості та поява 

несинхронних автоколивальних складових залишаються 

поза межами розрахунку за існуючими комп’ютерними 

програмами. Ці явища можуть бути досліджені лише за 

допомогою чисельного інтегрування нелінійних рівнянь 

дискретної моделі руху ротора. 

Розгляд традиційних одно- і двомасових дискретних 

моделей дозволяє виявити деякі загальні закономірності. 

Проте як для якісного, так і для достатньо достовірного 

оцінювання параметрів нелінійних математичних моделей 

коливань реальних роторів таких спрощених моделей не 

достатньо. У цьому разі необхідне розглядання дискретних 

багатомасових моделей, що на задовільному рівні 

дозволяють ураховувати вплив нелінійних реакцій 

підшипників і ущільнень та ефекти, пов’язані з внутрішнім 

тертям. Ці моделі є ефективним інструментом досліджень 

нелінійних коливань роторів відцентрових машин. 

Для розв’язання вищезазначеної проблеми 

розроблений метод розрахування параметрів дискретних 

моделей динаміки ротора на основі розрахунку власних 

частот і форм вільних коливань за допомогою програм, що 

реалізують метод скінченних елементів [16–18]. 

Розглядаючи варіант методу, запропонованого в праці 

[18], необхідно враховувати той факт, що розміщення мас 
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на опорах є неприпустимим. Цей спосіб реалізується для 

випадку достатньо великої жорсткості підшипникових 

опор, що підтверджується розрахунками реальних моделей 

роторів турбокомпресорів ГПА. Розрахункова схема 

дискретної моделі ротора має вигляд, наведений на рис. 2.1. 

 

 
Рисунок 2.1 – Розрахункова схема  

дискретної моделі ротора 

 

Рівняння вільних коливань цієї дискретної моделі 

записуються виходячи з принципу д’Аламбера. Так, 

припустивши, що 

𝐹𝑖 = −𝑚𝑖 · �̈�𝑖 , (2.1) 

можна одержати класичне рівняння динаміки дискретної 

моделі ротора у зворотній формі: 

𝑥𝑖 +∑𝛼𝑖𝑗 ∙ 𝑚𝑗 ∙ �̈�𝑗 = 0  

𝑛

𝑗=1

, (2.2) 

де коефіцієнти податливості 𝛼𝑖𝑗   визначаються як прогин у 

точці i в разі прикладання одиничного дисбалансу в точці j 
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за програмою розрахунку вимушених коливань МСЕ-

моделі реального ротора [19]. 

Для прикладу реалізації вищезазначеного підходу 

розглядається дискретна тримасова лінійна консервативна 

модель ротора (рис. 2.2). 

 

 
Рисунок 2.2 – Розрахункова схема  

тривимірної моделі ротора 

 

Розв’язуючи задачу визначення власних частот і 

форм, маси дискретної моделі вибирають як параметри 

оцінювання. Тоді після відомих алгебраїчних перетворень, 

пов’язаних з задачею знаходження власних частот і форм, 

значення цих мас можна обчислити за допомогою 

матричної формули лінійної регресії: 

�̂̄� = [�̄�𝑇 ⋅ �̄�]−1�̄�𝑇 ⋅ �̄�. (2.3) 

Під час оцінювання за двома першими частотами і 

формами вирази для матриці B і стовпця D мають вигляд: 
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𝐵 =

[
 
 
 
 
 
𝛼11; 𝛼12 ⋅ 𝑈21; 𝛼13 ⋅ 𝑈31
𝛼21; 𝛼22 ⋅ 𝑈21; 𝛼23 ⋅ 𝑈31
𝛼31; 𝛼32 ⋅ 𝑈21; 𝛼33 ⋅ 𝑈31
𝛼11; 𝛼12 ⋅ 𝑈22; 𝛼13 ⋅ 𝑈32
𝛼21; 𝛼22 ⋅ 𝑈22; 𝛼23 ⋅ 𝑈32
𝛼31; 𝛼32 ⋅ 𝑈22; 𝛼33 ⋅ 𝑈32]

 
 
 
 
 

, 𝐷 =

[
 
 
 
 
 
𝜆1
𝜆1 ⋅ 𝑈21
𝜆1 ⋅ 𝑈31
𝜆2
𝜆2 ⋅ 𝑈22
𝜆2. 𝑈32 ]

 
 
 
 
 

 , 

 

де 𝑈𝑖𝑗 – відносні амплітуди першої та другої власних форм; 

i – номер маси; j – номер власної частоти; 

 

𝑈1𝑗 = 1; 𝜆1 =
1

𝜔1
2 ; 𝜆2 =

1

𝜔2
2, 

 

де 𝜔1, 𝜔2 – відповідно перша і друга власні частоти ротора. 

Амплітуди власних форм і власні частоти беруть із 

розрахунку МСЕ-моделі ротора. 

Як приклад розв’язується задача визначення 

еквівалентних мас тримасової дискретної моделі ротора, 

розрахункова схема якого, що складається з 23 ділянок, 

наведена на рис. 2.3. У додатку В наведено вхідні дані для 

програм розрахунку вільних коливань і результатів 

розрахунку перших трьох власних частот та форм вільних 

коливань. 
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Рисунок 2.3 – Розрахункова схема ротора  

і його перші три власні форми 

 

Місця розміщення мас обирають у точках максимумів 

другої форми (перша й третя маси) і в точці максимуму 

першої форми (друга маса). Далі за програмою розрахунку 

вимушених коливань для одиничних дисбалансу D = 1 і 

частоти обертання ротора ω = 1 та для заданої жорсткості 

підшипників с = 1·1012 Н/м визначають коефіцієнти 

податливості як статичні переміщення ротора від дії 

одиничних дисбалансів: α11 = 8,92·10–8 м/Н, α12 = 11,20·10–9 

м/Н, α13 = 6,80·10–8 м/Н, α22 = 9,35·10–8 м/Н, α23 = 11,07·10–8 

м/Н, α33 = 9,35·10–8 м/Н. 

Оцінювання мас згідно з формулою (2.3) за першою 

власною формою виконують за допомогою робочих файлів 

[19, 20] системи комп’ютерної алгебри «MathCAD». 

Результати оцінювання наведені в додатку Г. 
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У результаті розрахунку можна зробити висновок, що 

перша власна частота тримасової моделі з точністю до 

третього знака після коми збігається з першою власною 

частотою МСК-моделі. 

Необхідно зазначити, що незважаючи на те, що 

оцінювання здійснювалося за першою власною частотою і 

формою, друга власна частота дискретної моделі несуттєво, 

на 9,7 %, перевищує другу власну частоту МСК-моделі. 

 

2.2 Динамічне балансування гнучких роторів  

як завдання лінійного оцінювання 

 

Для розрахунку вимушених коливань 

неконсервативних моделей роторів із довільним 

просторовим розподілом дисбалансів використовують 

вищеописаний метод комплексних амплітуд. Оскільки у 

відповідній програмі, що реалізує МСЕ, застосовують 

лінійну модель вимушених коливань ротора, то за певної 

частоти обертання ротора залежність між комплексними 

амплітудами 

 

𝑌𝑎 = 𝑌𝑎
(𝑟)
+ 𝑖𝑌𝑎

(𝑖)
, (𝑎 = 1, 𝑘) 

 

і дисбалансами 

 

𝐷𝑗 = 𝐷𝑗
(𝑟)
+ 𝑖𝐷𝑗

(𝑖)
, (𝑗 = 1, 𝑙) 

 

зводиться до лінійних комплексних виразів: 
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(2.4) 

де 𝑊𝑎𝑗 (𝑎 = 1, 𝑘;  𝑗 = 1, 𝑙) – комплексні коефіцієнти впливу. 

Систему (2.4) можна подати в матричній формі: 

𝑌 = 𝑊 · 𝐷, (2.5) 

де �̿� = (�̿�𝑙 , . . . , �̿�𝑘)
𝑇 – вектор-стовпець комплексних 

амплітуд; �̿� = (�̿�1. . . , �̿�𝑙)
𝑇 – вектор-стовпець комплексних 

дисбалансів; �̿� – матриця 𝑘 × 𝑙 комплексних коефіцієнтів 

впливу �̿�𝑎𝑗 (𝑎 = 1, 𝑘; 𝑗 = 1, 𝑙). 

До системи (2.5) для оцінювання комплексних 

дисбалансів на основі виміряних комплексних прогинів 

складно з розрахункової точки зору безпосередньо 

застосовувати формулу лінійної регресії. Проте можна 

скласти співвідношення щодо подовжених векторів із 

дійсними компонентами [3]. Так, вектору комплексних 

амплітуд �̿� розмірністю k ставиться у відповідність вектор 

дійсних складових 𝑌 розмірністю 2k: 

Ti

k

r

k

irir YYYYYYY ),,...,,,,( )()()(

2

)(

2

)(

1

)(

1
 

(2.6) 

та відповідно вводиться подовжений вектор дійсних 

дисбалансів 𝐷 розмірністю 2l: 

𝐷 = (𝐷1
(𝑟)
, 𝐷1

(𝑖)
, 𝐷2

(𝑟)
, 𝐷2

(𝑖)
, . . . , 𝐷𝑙

(𝑟)
, 𝐷𝑙

(𝑖)
)𝑇. (2.7) 

Розглядаючи матрицю 2𝑘 × 2𝑙 дійсних компонентів 
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𝑊 =

[
 
 
 
 
 
 𝑊11

(𝑟)
, −𝑊11

(𝑖)
,𝑊12

(𝑟)
, −𝑊12

(𝑖)
, . . . ,𝑊1𝑙

(𝑟)
, −𝑊1𝑙

(𝑖)

𝑊11
(𝑖)
, 𝑊11

(𝑟)
, 𝑊12

(𝑖)
,𝑊12

(𝑟)
, . . . . . . , 𝑊1𝑙

(𝑖)
,𝑊1𝑙

(𝑟)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑊𝑘1
(𝑟)
, −𝑊𝑘1

(𝑖)
,𝑊𝑘2

(𝑟)
, −𝑊𝑘2

(𝑖)
, . . . ,𝑊𝑘𝑙

(𝑟)
, −𝑊𝑘𝑙

(𝑖)

𝑊𝑘1
(𝑖)
, 𝑊𝑘1

(𝑟)
, 𝑊𝑘2

(𝑖)
,𝑊𝑘2

(𝑟)
, . . . . . . . ,𝑊𝑘𝑙

(𝑖)
,𝑊𝑘𝑙

(𝑟)
]
 
 
 
 
 
 

, (2.8) 

коефіцієнти якої обчислюються за співвідношенням 
 

𝑊𝑎𝑗 = 𝑊𝑎𝑗
(𝑟)
+ 𝑖𝑊𝑎𝑗

(𝑖)
 (𝑎 = 1, 𝑘; 𝑗 = 1, 𝑙), 

 

можна визначити, що комплексно-матричному 

співвідношенню (2.5) відповідає дійсне матричне 

співвідношення: 

𝑌 = 𝑊 · 𝐷, (2.9) 

в якому вектор-стовпці 𝑌 і 𝐷 мають вигляд (2.6) та (2.7) 

відповідно. 

До співвідношення (2.9) може бути застосована 

формула лінійної регресії, що дозволяє оцінити систему 

дисбалансів 𝐷 за вектором виміряних прогинів 𝑌*: 

𝐷
∧

= [𝑊
𝑇
𝑊]

−1

𝑊
𝑇
𝑌
∗
. (2.10) 

У разі якщо балансування виконується за цими 

вимірюваннями на декількох частотах 𝜔𝜈 (𝜈 = 1, 𝑛), вектор 

�̄̄� матиме розмірність nk: 
 

�̄̄� = (�̄�1
(1)
,  . . . , �̄�𝑘

(1)
;  . . . ; �̄�1

(𝑛)
,  . . . ; �̄�𝑘

(𝑛)
)𝑇 , 
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а подовжений вектор �̄� – розмірність 2nk: 

 

�̄� = (𝑌11
(𝑟)
, 𝑌11
(𝑖)
,  . . . , 𝑌𝑘1

(𝑟)
, 𝑌𝑘1
(𝑖)
;  . . . ; 𝑌1𝑛

(𝑟)
, 𝑌1𝑛
(𝑖)
,  . . . , 𝑌𝑘𝑛

(𝑟)
, 𝑌𝑘𝑛
(𝑖)
)𝑇 . 

 

У результаті матриця �̄� розширюється у n разів по 

вертикалі та має розмірність 2nk × l: 
 

























nW

W

W

W

.

.

.

1



 , 

 

де кожна матриця �̄�𝜈 (𝜈 = 1, 𝑛) має структуру (2.8). 

Якщо в k точках ротора за частот обертання 𝜔𝜈  

(𝜈 = 1, 𝑛) виміряно комплексні амплітуди �̅�𝑎
∗(𝜈)

  

(𝑎 = 1, 𝑘,  𝜈 = 1, 𝑛), а потім у l площинах корекції 

встановити зрівноважувальні дисбаланси 𝐷𝛿𝑗  (𝑗 = 1, 𝑙), то 

задача балансування полягає в оцінюванні групи 

комплексних дисбалансів 𝐷𝑗 (𝑗 = 1, 𝑙) за припущення, що 

вони розміщені в площинах корекції і спричиняють ті самі 

прогини 𝑌𝑎 у вимірюваних перерізах, що й істинна 

сукупність дисбалансів. Ці дисбаланси визначають за 

формулою (2.10): 

 

𝐷𝑗

∧

= 𝐷𝑗
(𝑟)
+ 𝑖𝐷𝑗

(𝑖)
. 
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Модуль і фаза дисбалансів: 

|𝐷
∧

𝑗| = √(𝐷𝑗
(𝑟)
)2 + (𝐷𝑗

(𝑖)
)2, 𝜙𝑗 = 𝑎𝑟𝑔𝐷

∧

𝑗
 (𝑗 = 1, 𝑙), 

 

а процес балансування зводиться до встановлення в 

площинах корекції зрівноважувальних дисбалансів 

(рис. 2.1), що дорівнюють 

 

jj
DD  , 

 

під кутами 𝜙𝛿𝑗 , що визначаються за обертанням від мітки 

на 180°: 

 

𝜙𝛿𝑗 = 𝜙𝑗 + 180° (𝑗 = 1, 𝑙). 

 

 
Рисунок 2.4 – Встановлення зрівноважувальних 

дисбалансів 

 

Оцінювання дисбалансів за вищезазначеною 

методикою містить такі основні етапи: 
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1) формування комплексної матриці коефіцієнтів 

впливу �̿� розмірністю 𝑛𝑘 × 𝑙 і дійсної матриці 𝑊 

розмірністю 2𝑛𝑘 × 2𝑙, кожен комплексний коефіцієнт 

впливу якої �̅�𝑎𝑗
(𝜈)

 визначається за підпрограмою розрахунку 

вимушених коливань як комплексний прогин 𝑌𝑎 від 

одиничного дисбалансу 𝐷 = 1 у точці j за частоти 𝜔𝜈; 

2) розрахунок еквівалентних дисбалансів за 

формулою лінійної регресії (2.10). 

Таким чином, методика оцінювання дисбалансів 

вимагає вимірювання комплексних прогинів 𝑌𝑎
∗(𝜈)

 (𝑎 = 1, 𝑘) 

для 𝑘 точок вимірювання та n частот обертання. Вона дає 

задовільний результат за достатнього рівня достовірності 

розрахункової схеми реального ротора. 

 

2.3 Практичне балансування гнучкого ротора 

 

На практиці комплексні коефіцієнти впливу 𝑊𝑎𝑗 

визначаються експериментально. Для цього на кожній із 

частот вимірювання 𝜔𝜈 (𝜈 = 1, 𝑛) виконується (𝑙 + 1) 
вимірювання комплексних амплітуд шляхом установлення 

пробного дисбалансу в кожній із 𝑙 площин корекції з 

подальшим вимірюванням комплексних прогинів у 𝑘 

точках ротора в такій послідовності: 

1) нульовий запуск 

 

𝑌0
∗
= (𝑌10

∗
, 𝑌20
∗
, . . . , 𝑌𝑘0

∗
)𝑇; 

 

2) перший запуск 

 

𝑌1
∗
= (𝑌11

∗
, 𝑌21
∗
, . . . , 𝑌𝑘1

∗
)𝑇; 
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3) 𝑙-й запуск 

 

𝑌𝑙
∗
= (𝑌1𝑙

∗
, 𝑌2𝑙
∗
, . . . , 𝑌𝑘𝑙

∗
)𝑇 . 

 

Нульовий запуск здійснюється в початковому стані 

ротора. У першому запуску встановлюється пробний 

дисбаланс у площині мітки в першій площині корекції.  

У 𝑙-му запуску встановлюється пробний дисбаланс у 

площині мітки в l-й площині корекції. 

Застосовуючи лінійне матричне співвідношення 

𝑌0
∗
= �̿� · �̿�, (2.11) 

де �̿� = (𝐷
∧

1, 𝐷
∧

2,  . . . , 𝐷
∧

𝑙) – вектор оцінюваних дисбалансів, а 

також уводячи поняття 𝑗-го вектора пробних дисбалансів 

 

𝐷𝑗пр = (0;  . . . ; 𝐷пр;  . . .0), (𝑗 = 1, 𝑙) 

 

як сукупності дисбалансів, що складаються з одного 

пробного дисбалансу 𝐷пр, встановленого в 𝑗-й площині 

корекції: 

 

𝐷1пр = (𝐷пр; 0;  . . . ; 0), 

𝐷2пр = (0;𝐷пр; 0;  . . . ; 0), 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

𝐷𝑙пр = (0; . . . ; 0; 𝐷пр), 

 

для 𝑗-го пуску має місце таке співвідношення: 

𝑌𝑗
∗
= 𝑊(𝐷 + 𝐷𝑗𝑛𝑝). (2.12) 
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Шляхом віднімання виразу (2.11) від формули (2.12) 

для кожного 𝑗 (𝑗 = 1, 𝑙) визначається матриця 𝑘 × 𝑙 
комплексних коефіцієнтів впливу, кожний елемент якої 

дорівнює 

𝑊
∧

𝑎𝑗 =
𝑌𝑎𝑗
∗
−𝑌𝑎0

∗

𝐷пр
 (𝑎 = 1, 𝑘; 𝑗 = 1, 𝑙). (2.13) 

Подальше застосування експериментально 

визначених коефіцієнтів впливу 𝑊
∧

𝑎𝑗 згідно з методикою 

(2.10) дозволяє оцінити шукану сукупність дисбалансів 𝐷
∧

 та 

реалізувати розрахунок зрівноважувальних дисбалансів 

(рис. 2.4). 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

РОЗДІЛ 3 
Застосування засобів штучного 

інтелекту до ідентифікації 

параметрів математичних 

моделей динамічних систем 
 



3.1 Основи ідентифікації параметрів математичних моделей 

механічних систем із застосуванням засобів штучного інтелекту 
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3.1 Основи ідентифікації параметрів 

математичних моделей механічних систем  

із застосуванням засобів штучного інтелекту 

 

3.1.1 Основи застосування штучних нейронних 

мереж 

 

Штучні нейронні мережі (ШНМ) виникли як спроба 

моделювання можливостей оброблення інформації 

нервовою системою. На цей час їх можна розглядати як 

ефективний засіб розв’язання прикладних обчислювальних 

задач, таких як електронний пошук потенційних 

постачальників продукції [21], забезпечення надійного 

функціонування систем керування [22], оптимізація 

виробничих процесів [23–25] тощо. Вичерпний опис 

моделей ШНМ та підходів до їх створення докладно 

описано у працях [26–28]. Ці системи успішно застосовують 

для вирішення проблем розпізнавання зображень, зниження 

шуму, прогнозування або екстраполяції завдяки таким 

перевагам порівняно з традиційним регресійним аналізом: 

– самостійне визначення регресійної залежності; 

– визначення параметрів на основі лише введених 

параметрів вибірки; 

– здатність до узагальнення, тобто одержання 

достовірних результатів для заданої системи вхідних 

параметрів. 

Однак ШНМ залишаються практично невивченими з 

точки зору можливості розв’язання прикладних задач у 

галузях механічної інженерії, хімічних технологій та в 

інших суміжних галузях через відсутність єдиного науково-

методичного підходу до їх упровадження. У результаті 

цього багато авторів розробили ШНМ складнішими, ніж 

того потребує практична задача. 
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У зв’язку з вищезазначеним є необхідність в 

узагальненні процедури розв’язання широкого спектра 

прикладних дослідницьких проблем, пов’язаних з 

ідентифікацією параметрів математичних моделей 

динамічних систем, зокрема: 

– оцінювання власних частот коливальних систем; 

– розв’язання нелінійної задачі оцінювання 

параметрів математичних моделей динамічних систем; 

– аналіз вимушених коливань роторів; 

– оцінювання параметрів математичних моделей у 

міждисциплінарних задачах гідромеханіки. 

Необхідно зазначити, що всі дослідницькі проблеми, 

пов’язані із застосуванням ШНМ до розв’язання задач 

ідентифікації параметрів математичних моделей динаміки 

механічних і гідромеханічних систем можна поділити на дві 

категорії: 

1) розв’язання прямої задачі із застосуванням ШНМ 

як узагальненої регресійної процедури; 

2) розв’язання оберненої задачі для ідентифікації 

невідомих параметрів достовірних математичних моделей. 

Ці два типи задач можна розв’язати за припущення, 

що ШНМ здатна до навчання та/або самонавчання за 

початковими (емпіричними або аналітичними) даними  

[29–31]. 

ШНМ можуть бути ефективними для виконання 

надскладних науково-технічних (експериментальних) 

досліджень завдяки їх здатності точно наближати одержані 

експериментальні результати. Перші істотні спроби 

впровадження ШНМ у галузі машинобудування були 

опубліковані в праці [32] для випадку континуальних 

механічних систем. 
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Інший приклад ефективного застосування ШНМ у 

будівництві продемонстровано в праці [33] для розв’язання 

складних інженерних задач проектування конструкцій. 

ШНМ також можуть бути успішно використані для 

оптимізаційного моделювання машин і апаратів у різних 

галузях промисловості. 

Розрахункові схеми застосування ШНМ для 

розв’язання прямої та оберненої задач наукового 

дослідження, вперше запропоновані в праці [34], наведено 

на рис. 3.1, 3.2. 

Пряме дослідження (рис. 3.1) застосовують для 

чисельного моделювання механічних систем. Однак 

невідомі параметри комплексної міждисциплінарної задачі 

можуть бути оцінені лише із застосуванням оберненої 

задачі (рис. 3.2). 

 

 
Рисунок 3.1 – Розрахункова схема застосування ШНМ  

для розв’язання прямої задачі наукового дослідження 
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Рисунок 3.2 – Розрахункова схема застосування ШНМ  

для розв’язання оберненої задачі наукового дослідження 

 

3.1.2 Оцінювання критичних частот 

 

Спосіб математичного моделювання динаміки ротора 

відцентрових машин наведено в наукових працях [35, 36]. 

Відповідна нелінійна математична модель реалізується для 

визначення критичних частот ротора. 

Розрахункові схеми застосування ШНМ для 

оцінювання критичних частот ротора і параметрів 

жорсткості підшипникових опор наведені відповідно на 

рис. 3.3, 3.4. 
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Рисунок 3.3 – Розрахункова схема задачі  

оцінювання критичних частот ротора 

 

Запропонований метод успішно реалізовано для 

ротора багатоступінчастого відцентрового компресора 

295ГЦ2-190/44-100М із застосуванням ШНН для таких 

параметрів: вхідних даних – коефіцієнтів нелінійної 

жорсткості; вихідних даних – критичні швидкості; кількості 

прихованих шарів – 3; загальної кількості нейронів – 31; 

точності навчання – 0,001; перехідної функції – 

гіперболічний тангенс; загальної кількості циклів  

навчання – 1·106; допустимої похибки цілі – 1·10–5; методу 

ініціалізації порогового значення – випадковий; методу 

ініціалізації вагових коефіцієнтів – випадковий; інтервалу 

оновлення розрахункових значень – 500 циклів. У 

результаті відносна похибка оцінюваних параметрів не 

перевищує 0,9 %. 
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Рисунок 3.4 – Оцінювання жорсткості опор ротора 

 

3.1.3 Балансування роторних систем 

 

Математична модель процедури балансування ротора 

в підшипникових опорах запропонована в науковій праці 

[37]. Вона ґрунтується на комплексному застосуванні МСЕ 

із системою комп’ютерної алгебри «MathCAD» [20]. Ця 

модель може бути реалізована із застосуванням ШНМ для 

оцінювання системи залишкових дисбалансів за 

експериментально одержаними значеннями переміщень 

ротора. Відповідні розрахункові схеми для аналізу 

вимушених коливань ротора та його подальшого 

балансування наведені на рис. 3.5, 3.6 відповідно. 
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Рисунок 3.5 – Розрахункова схема дослідження  

вимушених коливань роторних систем 

 

 
Рисунок 3.6 – Розрахункова схема проведення  

процедури балансування ротора 
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3.1.4 Динамічний аналіз елементів пристроїв 

розділення гетерогенних систем 

 

Засоби штучного інтелекту можуть бути успішно 

реалізовані для створення достовірних математичних 

моделей гідромеханічних і тепломасообмінних процесів, 

що мають місце в машинах та апаратах хімічної і 

нафтогазової галузей промисловості, та подальшого 

уточнення їх конструктивних і робочих параметрів. 

Наприклад, математична модель перехресного руху та 

взаємодії газорідинного потоку з плівкою вловленої рідини 

в каналі інерційно-фільтрувального сепараційного 

пристрою наведена в науковій праці [38]. 

У праці [39] наведено способи застосування 

інерційної газодинамічної сепарації газодисперсних потоків 

у криволінійних конфузорно-дифузорних криволінійних 

каналах. Для цих моделей можуть бути застосовані ШНМ з 

метою оцінювання параметрів математичних моделей 

робочих процесів, що мають періодичний характер. 

Відповідні розрахункові схеми імплементації авторських 

методів застосування ШНМ у галузі хімічної технології та 

інженерії наведено на рис. 3.7, 3.8. Зокрема, на рис. 3.7 

подано розрахункову схему застосування ШНМ для 

дослідження динаміки гідромеханічної системи 

«багатофазний потік – деформівний елемент» динамічного 

сепараційного пристрою; на рис. 3.8 – розрахункову схему 

для оцінювання приєднаної маси як коефіцієнта 

математичної моделі гідроаеропружної взаємодії 

багатофазного потоку з динамічними функціональними 

елементами [40]. 
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Рисунок 3.7 – Розрахункова схема дослідження  

динаміки гідромеханічної системи 

 

 
Рисунок 3.8 – Розрахункова схема оцінювання  

приєднаної маси із застосуванням ШНМ 



3.2 Комплексне застосування чисельного моделювання й штучних 

нейронних мереж для забезпечення вібраційної надійності роторів 
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Таким чином, запропоновано новий науково-

методологічний підхід до використання засобів штучного 

інтелекту, зокрема ШНМ, для розв’язання прикладних 

наукових проблем у галузі інженерної механіки, галузевого 

машинобудування, хімічної технології та інженерії, інших 

суміжних галузях. У результаті наведено відповідні 

розрахункові схеми для ідентифікації параметрів 

математичних моделей таких механічних і гідромеханічних 

систем, як «ротор – підшипникові опори», «багатофазний 

потік – деформівні елементи». Цей підхід дозволяє 

розв’язувати прямі та обернені міждисциплінарні задачі на 

основі комплексного застосування ШНМ, числового 

моделювання та аналітичних методів дослідження. Основна 

перевага запропонованого підходу порівняно з лінійними і 

квазілінійними регресійними процедурами полягає в 

можливості розв’язання нелінійних задач оцінювання в 

умовах апріорної невизначеності та недостатньої кількості 

початкових даних. 

 

3.2 Комплексне застосування чисельного 

моделювання й штучних нейронних мереж  

для забезпечення вібраційної надійності роторів 

 

3.2.1 Ідентифікація жорсткісних характеристик 

підшипникових опор 

 

Інтенсифікація процесів у машинах та апаратах 

енергетичної галузі приводить до застосування сучасного 

енергоємного обладнання, зокрема швидкообертових 

роторних машин. Невпинне зростання робочих параметрів 

останніх обумовлює необхідність вирішення на новому 

науково-методологічному рівні проблеми забезпечення 

вібраційної надійності роторних систем. 
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Крім того, проблема дослідження динаміки та 

динамічного балансування гнучких роторів у 

підшипникових опорах є актуальною. Відповідні методи 

дослідження супроводжуються задачами оцінювання 

жорсткісних, демпфувальних та інших характеристик [41]. 

Водночас сучасні методи моделювання динаміки роторних 

систем переважно базуються на використанні 

комп’ютерних програм, що реалізують МСЕ [42, 43]. На 

відміну від балкових МСЕ-моделей застосування 

тривимірних моделей, зокрема в програмному комплексі 

«ANSYS», вимагає значного машинного часу. Більше того, 

доступне програмне забезпечення за замовчуванням не 

може забезпечити врахування нелінійностей, властивих 

роторним системам. Таким чином, увага науковців 

приділяється забезпеченню нових можливостей існуючих 

програмних продуктів та створенню нових [44–47]. 

Зокрема, можна відзначити такі досягнення в галузі 

динаміки роторних систем. Наукова робота [45] присвячена 

розвитку числових методів дослідження динаміки роторів із 

застосуванням МСЕ. Комплексне застосування програмних 

комплексів «MatLAB» і «SolidWorks» для вдосконалення 

моделей вільних коливань гнучкого ротора на основі 

двовимірних балкових моделей наведене в праці [48]. 

Задача оцінювання власних частот роторних систем на 

основі лінійних і нелінійних математичних моделей 

досліджена в праці [49]. Вплив частоти обертання ротора на 

жорсткісні характеристики ротора із застосуванням 

програмного комплексу «ANSYS» досліджений у праці 

[50]. Підхід до оцінювання системи дисбалансів з 

урахуванням гіроскопічного моменту інерції насадних 

деталей запропоновано в працях [51–53]. 

Наукова праця [54] спрямована на розвиток способів 

дослідження динаміки роторів у підшипникових опорах із 
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застосуванням моделей із 6 ступенями вільності з 

урахуванням нелінійностей, сил тертя і початкових зазорів 

у підшипниках. У праці [55] ураховано вплив випадкових 

зовнішніх збуджень на вимушені коливання ротора 

турбокомпресора. У статтях [56, 57] викладено підходи до 

експериментальних і числових методів дослідження 

нестаціонарних явищ у роторних системах, а також 

наведено методологію оцінювання дисбалансів для випадку 

асиметричного ротора. Праця [58] містить нову 

методологію дослідження стохастичних явищ у задачах 

динаміки. 

Необхідно зазначити, що розв’язання задачі 

оцінювання жорсткісних характеристик підшипникових 

опор з урахуванням їх залежності від частоти обертання 

ротора є актуальною. Нижче наведено підхід, що 

ґрунтується на застосуванні ШНМ для оцінювання 

параметрів апроксимаційної кривої «жорсткість 

підшипників – частота обертання ротора» за масивом даних 

числового моделювання. У результаті дані чисельних 

досліджень критичних частот ротора дозволяють одержати 

достовірні значення жорсткісних характеристик 

підшипникових опор. 

Для апробації методики оцінювання власних частот 

вільних коливань ротора на основі аналізу апроксимаційної 

кривої «частота обертання ротора – жорсткість 

підшипників» застосовується досвід проектування 

компресорного обладнання. Так, у праці [37] показано, що з 

достатньої для практичних цілей відповідна залежність 

жорсткості підшипникової опори c від частоти обертання 

ротора ω може бути подана як поліном другого степеня: 

𝑐(𝜔) = 𝑐0 + 𝛼𝜔 + 𝛽𝜔
2, (3.1) 
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де c0 – «нульова» жорсткість підшипника, Н/м; α – 

параметр, що геометрично відображає тангенс початкового 

кута нахилу кривої «жорсткість – частота обертання», 

Н·с/м; β – початкова кривизна кривої, Н·с2/м. 

Нижченаведене дослідження спрямоване на 

оцінювання параметрів c0, α, β із застосуванням ШНМ. 

Математична модель коливань ротора, що ґрунтується 

на МСЕ і дозволяє враховувати гіроскопічний момент 

інерції робочих коліс і насадних деталей, а також нелінійну 

залежність жорсткості підшипникових опор від частоти 

обертання ротора (3.1), реалізується із застосуванням 

робочих файлів [14, 19] системи комп’ютерної алгебри 

«MathCAD». Аналітично вона записується лінійним 

матричним рівнянням [60]: 

([𝐶(𝜔)] − 𝜔2[𝑀]){𝑌} = {𝐹}, (3.2) 

де {F}, {Y} – вектор-стовпці амплітуд Fk, yk зовнішніх 

моногармонічних сил Fk sinωt і вузлових переміщень 

yk sinωt відповідно; k – номер вузла (k = 1, 2, …, 2N – 1); N – 

загальна кількість скінченних елементів; [C (ω)], [M] – 

глобальні матриці жорсткості та інерції, що формуються з 

локальних матриць шляхом додавання відповідних 

параметрів за однойменними вузлами: 

[С(𝜔)]𝑖, 𝑗 = ∑([𝐶(𝜔)]𝑒)𝑖, 𝑗
⟨𝑘⟩

𝑛

𝑘 = 1

, 

[𝑀]𝑖, 𝑗 = ∑([𝑀]𝑒)𝑖, 𝑗
⟨𝑘⟩

𝑛

𝑘 = 1

; (𝑖, 𝑗 = 1,  2,  . . . ,  2𝑁 − 1). 

(3.3) 

У разі двовузлових балкових скінченних елементів із 

чотирма ступенями вільності локальні матриці жорсткості 
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[C (ω)]e та інерції [M]e для скінченного елемента e = (i, j) 

мають такий вигляд [9, 61]: 

𝐶𝑒 =
𝐸𝐼

𝑙3

[
 
 
 
 12 +

𝑐𝑙3

𝐸𝐼
6𝑙 −12 6𝑙

6𝑙 4𝑙2 −6𝑙 2𝑙2

−12 −6𝑙 12 −6𝑙
6𝑙 2𝑙2 −6𝑙 4𝑙2 ]

 
 
 
 

, 

𝑀𝑒 =
𝑚

420

[
 
 
 
 
 
136 22𝑙 54 −13𝑙

22𝑙
−136𝑙2 −
−105𝑟2/4 +
+420𝐼𝑔/𝑚

13𝑙 −3𝑙2

54 13𝑙 136 −22𝑙
−13𝑙 −3𝑙2 −22𝑙 4𝑙2 ]

 
 
 
 
 

, 

(3.4) 

де m – маса скінченного елемента, кг; l – довжина 

скінченного елемента, м; E – модуль пружності першого 

роду, Н/м2; I – осьовий момент інерції перерізу, кг·м2; r – 

радіус перерізу, м; Ig – гіроскопічний момент інерції 

робочих коліс і насадних деталей, кг·м2. 

У випадку вільних коливань (Fk = 0) умовою існування 

нетривіальних розв’язків системи рівнянь (3.2) є рівність 

нулю визначника: 

𝑑𝑒𝑡([𝐶(𝛺)] − 𝛺2[𝑀]) = 0, (3.5) 

що призводить до нелінійного алгебраїчного рівняння 

вищого порядку відносно критичної частоти Ω. 

У результаті моделювання динаміки ротора для різних 

значень параметрів c0, α, β можна отримати масив даних, що 

описує залежність між жорсткісними характеристиками 

{K} = {c0, α, β}T і спектром критичних частот  

{Ω} = {Ω1, Ω2, …}T. 
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Ефективність вищезазначеного підходу підтверджено 

на прикладі ротора багатоступінчастого відцентрового 

компресора 295ГЦ2-190/44-10М на магнітних 

підшипниках, виготовленого ВАТ «Сумське НВО» як 

елемент ГПА Ц-16/102-3,32М потужністю 16,85 МВт. 

Робоча частота обертання ротора перебуває в діапазоні 

3 710–5 565 об/хв. 

Для подальшої нормалізації масиву даних, як того 

вимагає метод застосування ШНМ, вводяться максимальні 

параметри: c0
max = 2,5·107 Н/м, αmax = 3·104 Н·с/м,  

βmax = 3·107 Н·с2/м, Ωmax = 536 рад/с. 

Масив даних, одержаних у результаті проведення 

чисельного моделювання динаміки ротора із застосуванням 

комп’ютерної програми «Critical frequencies of the rotor», 

може бути застосовано для реалізації регресійної процедури 

[37, 59] для визначення лінійної залежності між жорсткістю 

підшипникових опор і критичними частотами: 

�̄�𝑖 = 𝑎𝑖�̄�0 + 𝑏𝑖�̄� + 𝑐𝑖�̄�, (3.6) 

де i – номер критичної частоти (i = {1, 2, 3}); ai, bi, ci – 

невідомі вагові коефіцієнти; �̄�𝑖, �̄�0, �̄�, �̄� – безрозмірні 

нормалізовані параметри у діапазоні 0–1, визначені за 

наступними залежностями: 

max max max max

0 0/ , / , / , / .i i c c c             (3.7) 

Вираз (3.6) після нормування (3.7) тотожний до 

поверхні в одиничному чотиривимірному гіперпросторі 

параметрів «�̄�0–�̄�–�̄�–�̄�𝑖». 

Невідомі параметри ai, bi, ci як компоненти вектор-

стовпця вагових коефіцієнтів {A}i = {ai, bi, ci}
T можуть бути 

оцінені в результаті розв’язання системи неоднорідних 

лінійних рівнянь: 
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[𝐾]{𝐴}𝑖 = {�̄�}𝑖, (3.8) 

де [𝐾] – прямокутна матриця коефіцієнтів жорсткості 

розмірністю n × 3 (n – кількість рядків масиву результатів 

чисельного моделювання); {�̄�}𝑖 – вектор-стовпець 

нормалізованих критичних частот розмірністю n: 

[𝐾] =

[
 
 
 
 𝑐0
⟨1⟩ 𝛼⟨1⟩ 𝛽⟨1⟩

𝑐0
⟨2⟩ 𝛼⟨2⟩ 𝛽⟨2⟩

. . . . . . . . .

𝑐0
⟨𝑛⟩ 𝛼⟨𝑛⟩ 𝛽⟨𝑛⟩]

 
 
 
 

,  {�̄�}𝑖 =

{
 
 

 
 �̄�𝑖

⟨1⟩

�̄�𝑖
⟨2⟩

. . .

�̄�𝑖
⟨𝑛⟩
}
 
 

 
 

. (3.9) 

У разі якщо n > 3, вектор-стовпець {A}i визначається 

за формулою лінійної регресії: 

{𝐴}𝑖 = ([𝐾]
𝑇[𝐾])

−1
[𝐾]𝑇⏟          

𝑛×𝑛

{�̄�}𝑖⏟
𝑛×1

. (3.10) 

Критичні частоти визначаються за лінійною 

регресійною моделлю із застосуванням такої формули: 

{�̃�} = [𝐴]{�̄�}, (3.11) 

де {�̃�} – вектор-стовпець експериментально визначених 

значень критичних частот �̃�1, �̃�2, �̃�3; {�̄�} – вектор-стовпець 

параметрів жорсткості підшипникових опор; [A] – 

прямокутна матриця вагових коефіцієнтів, що визначається 

за формулою (3.10): 
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 (3.12) 

Невідомі вагові коефіцієнти {�̄�} визначаються з 

рівняння (3.11) за формулою оберненої матриці: 

{�̄�} = [𝐴]−1{�̃�}. (3.13) 

Застосування континуальних аналітичних моделей 

для дослідження динаміки ротора є неможливим у загальній 

постановці, тому переважно застосовують МСЕ. Однак з 

огляду на нелінійність математичної моделі обернена 

задача, пов’язана з оцінюванням жорсткісних 

характеристик підшипникових опор із забезпеченням 

дійсних значень робочих параметрів і критичних частот та 

форм коливань, не може бути розв’язана із застосуванням 

традиційного МСЕ. У цьому разі ефективним є 

застосування ШНМ як універсальної апроксимаційної 

процедури з огляду на її здатність забезпечувати загальний 

механізм створення достовірних нелінійних математичних 

моделей [60]. 

Різноманітність ШНМ як результат особливих вимог 

до різного роду науково-практичних задач проявляється 

різними ступенями складності цих мереж, типів їх 

внутрішніх взаємозв’язків, перехідних функцій, методів 

навчання тощо. 

Під час оцінювання математичної моделі динаміки 

ротора застосовують вхідні й вихідні параметри та систему 

прихованих шарів, що дозволяє створювати взаємозв’язки 

між критичними частотами і жорсткісними 

характеристиками підшипникових опор. Процедуру 
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ідентифікації останніх шляхом комплексного застосування 

МСЕ-моделі динаміки ротора і ШНМ схематично наведено 

на рис. 3.9. 

 

 
Рисунок 3.9 – Процедура застосування ШНМ 

 

Необхідно зазначити, що вихідні параметри (критичні 

частоти Ω1, Ω2, Ω3) чисельного моделювання із 

застосуванням робочих файлів комп’ютерної програми 

«Critical frequencies of the rotor» у подальшому є вхідними 

параметрами для навчання ШНМ. Також вихідні параметри 

ШНМ (коефіцієнти жорсткості c0, α, β) повинні бути 

порівняні з відповідними їх дійсними значеннями, що 

визначаються в результаті експериментальних досліджень. 
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Архітектура ШНМ подана на рис. 3.10. Кількість 

шарів і розподіл нейронів у них визначають з умови 

перманентного функціонування міжнейронних зв’язків. 

Так, зменшення кількості прихованих шарів і відповідно 

кількості нейронів у них призводить до зниження точності 

одержуваних результатів оцінювання жорсткісних 

параметрів. З іншого боку, необґрунтоване збільшення 

кількості нейронів призводить до зростання часу навчання 

мережі і збільшення кількості незадіяних нейронних 

зв’язків. 

 

 
Рисунок 3.10 – Архітектура ШНМ 

 

Як приклад практичної реалізації вищезазначеної 

процедури оцінювання жорсткісних параметрів 

математичної моделі динаміки ротора із застосуванням 

ШНМ проведено експериментальне дослідження динаміки 

ротора багатоступінчастого відцентрового компресора 
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295ГЦ2-190/44-100М у вакуумній камері розгінно-

балансувального стенда «Schenck» (ПАТ «Сумське НВО», 

м. Суми, Україна). Маса ротора – 2 500 кг. У результаті 

дослідження виявлено такі критичні частоти: Ω1 = 117 рад/с, 

Ω2 = 256 рад/с, Ω3 = 511 рад/с. Відповідні нормалізовані 

значення становлять �̄�1 = 0,218, �̄�2 = 0,478, �̄�3 = 0,953. 

Таким чином, за формулою (3.13), вектор-стовпець 

{�̄�} = {0,817; 0,204; 0,891}T, а значення оцінюваних 

параметрів c0 = 0,817·2,5·107 = 2,179·107 (Н/м); α =  

= 0,204·(–3·104) = –0,613·104 (Н·с/м); β = 0,891·2·102 =  

= 1,782·102 (Н·с2/м). Ці результати докладно наведено у 

таблиці 3.1. 

Верифікацію одержаних результатів проводять 

шляхом визначення критичних частот ротора у результаті 

чисельного моделювання в робочому файлі комп’ютерної 

програми «Critical frequencies of the rotor». Зокрема, для 

параметрів c0 = 2,179·107 Н/м; α = –0,613·104 Н·с/м;  

β = 1,782·102 Н·с2/м одержано критичні частоти Ω1 =  

= 117 рад/с, Ω2 = 264 рад/с, Ω1 = 513 рад/с, числові значення 

яких узгоджуються з відповідними дійсними значеннями. 

Проте внаслідок одержаних відносних похибок 11 %, 

79 % і 15 % визначення значень оцінюваних параметрів 

(дійсні значення становлять c0 = 2,45·107 Н/м; α =  

= –2,9·104 Н·с/м; β = 2,086·102 Н·с2/м) можна зробити 

висновок про недостатню точність процедури лінійної 

регресії. Тому є необхідність застосування іншого, більш 

точного засобу реалізації процедури оцінювання, зокрема 

ШНМ. 

Для забезпечення останньої застосовують програмний 

продукт «Visual Gene Developer», що забезпечує 

візуалізацію процедури навчання ШНМ (рис. 3.9). 
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а      б 

Рисунок 3.11 – Карта навчання ШНМ (а)  

і аналіз збіжності (б) 

 

Товщина ліній є пропорційною значенням 

відповідних вагових коефіцієнтів. Водночас обрано такі 

налаштування програми: точність навчання – 0,001; 

перехідну функцію – гіперболічний тангенс; загальну 

кількість циклів навчання – 1·106; допустиму похибку цілі – 

1·10–5; метод ініціалізації порогового значення – 

випадковий; метод ініціалізації вагових коефіцієнтів – 

випадковий; інтервал оновлення розрахункових значень – 

500 циклів. 

Процедура навчання ШНМ містить параметри 

жорсткості c0, α, β, результуючі критичні швидкості Ω1, Ω2, 

Ω3 та оцінювані критичні швидкості ω1, ω2, ω3. 

Порівняння оцінюваних значень критичних частот із 

відповідними результуючими їх значеннями дозволяє 

зробити висновок про високу точність (до третього знака 

після коми) процесу навчання ШНМ. Крім того, в результаті 

навчання одержано такі результати: сумарну похибку – 

3,5·10–4; середню відносну похибку – 3,6·10–6; регресійний 

коефіцієнт Пірсона – 0,99996. 
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Оцінювані параметри жорсткості підшипникових 

опор с̄0 = 0,982 (c0 = 2,455·107 Н/м); �̄� = 0,894 (α =  

= –2,681·104 Н·с/м); �̄� = 0,998 (β = 1,996·102 Н·с2/м) 

докладно наведені в таблиці 3.1. 

 

Таблиця 3.1 – Порівняння одержаних результатів 
Параметр 

 

 

Метод 

Коефіцієнт жорсткості 
Критична  

частота 

c0·107 α·104 β·102 ω1 ω2 ω3 

Н/м Н·с/м Н·с2/м рад/с 

Регресійний  

аналіз 
2,179 –0,613 1,782 117 264 513 

ШНМ 2,455 –2,682 1,996 118 256 511 

Дійсне  

значення 
2,450 –2,900 2,086 117 256 511 

Відносна похибка 

Регресійний  

аналіз 
11,1 78,9 14,6 0,0 3,1 0,4 

ШНМ 0,2 7,6 4,4 0,9 0,0 0,0 

 

Верифікація одержаних результатів здійснюється 

шляхом визначення критичних частот ротора методом 

числового моделювання в програмі «Critical frequencies of 

the rotor». Зокрема, для значень оцінюваних параметрів c0 =  

= 2,455·107 Н/м; α = –2,681·104 Н·с/м; β = 1,996·102 Н·с2/м 

одержані критичні частоти Ω1 = 118 рад/с, Ω2 = 256 рад/с,  

Ω1 = 511 рад/с добре узгоджуються з відповідними дійсними 

значеннями. 

Таким чином, відносна похибка одержаних значень 

оцінюваних параметрів c0 = 2,45·107 Н/м, α = –2,9·104 Н·с/м, 

β = 2,086·102 Н·с2/м, що не перевищує 1 %, свідчить про 

високу ефективність застосування ШНМ для оцінювання 

параметрів математичної моделі динаміки ротора. 
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Розрахункова схема ротора і відповідні власні форми 

вільних коливань наведені на рис. 3.12. 

 

 
Рисунок 3.12 – Розрахункова схема  

і форми вільних коливань ротора 

 

Отже, запропоновано регресійні залежності для 

ідентифікації параметрів жорсткості підшипникових опор 

гнучких роторів багатоступінчастих відцентрових машин із 

застосуванням даних фізичного експерименту і засобів 

чисельного моделювання. Комп’ютерна програма «Critical 

oscillations of the rotor» реалізує математичну модель 

динаміки ротора з урахуванням гіроскопічних моментів 

інерції робочих коліс і насадних деталей та нелінійних 

залежностей жорсткості підшипникових опор від частоти 

обертання ротора. 

Верифікацію результатів реалізовано на прикладі 

дослідження динаміки ротора компресора 295ГЦ2-190/44-

10М на магнітних підшипниках. Порівняння жорсткості 

підшипників і критичних частот, одержаних із 

застосуванням фізичного експерименту на розгінно-

балансувальному стенді та засобів штучного інтелекту, 

підтверджує надійність запропонованого підходу з 

достатньою для практичних цілей точністю. 
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Установлено, що достатня точність обчислення 

критичних частот не забезпечує достатньої точності 

регресійної процедури через лінійність останньої. Проте ця 

проблема повністю усувається із застосуванням ШНМ, 

основними перевагами застосування якої є відносно висока 

точність порівняно з іншими, традиційними методами 

регресійного аналізу, а також відсутність необхідності щодо 

зміни регресійної моделі в разі зміни масиву 

експериментальних даних. Зокрема, використання ШНМ 

значно підвищує точність процедури оцінювання 

параметрів для математичної моделі жорсткості 

підшипникових опор. 

Досягнуті результати дозволяють установлювати 

перспективні напрямки подальших досліджень із 

застосуванням засобів штучного інтелекту для 

ідентифікації параметрів математичних моделей 

динамічних систем, що описують робочі процеси у 

машинах й апаратах хімічної, нафтогазової та інших, 

суміжних галузях промисловості. 

 

3.2.2 Коливання роторів багатоступінчастих 

відцентрових компресорів 

 

Перманентне прискорення розвитку технологій в 

енергетичній галузі обумовлене використанням сучасного 

енергоємного обладнання, зокрема багатоступінчастих 

відцентрових насосів і компресорів. Подальше збільшення 

технічних характеристик останніх призводить до 

загострення проблеми їх вібраційної надійності. Водночас 

особливості проектування насосного і компресорного 

обладнання потребують більш детального аналізу 

динамічного стану роторних систем. У зв’язку з 

вищезазначеним є необхідність у створенні вдосконалених, 
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надійних математичних моделей динаміки ротора, які 

дозволяють досліджувати його вільні й вимушені 

коливання та оцінювати вплив робочих параметрів на 

жорсткісні характеристики підшипникових опор для 

підвищення якості процедури балансування гнучкого 

ротора. 

Цю проблему вирішують шляхом визначення 

критичних частот і пов’язаних із ними форм вільних 

коливань та шляхом попередньої реалізації процедури 

віртуального балансування. Це зі свого боку потребує 

розроблення обчислювально-аналітичних підходів для 

забезпечення вібраційної надійності роторних систем, 

оцінювання параметрів їх динамічного стану і реалізації 

процедури віртуального балансування. 

Для досягнення поставленої мети успішно 

застосовують програмний комплекс «ANSYS», а також 

робочі файли «Critical frequencies of the rotor» та «Forced 

oscillations of the rotor» системи комп’ютерної алгебри 

«MathCAD». 

Вищезазначене поставлення завдання може бути 

успішно вирішене після аналізу останніх досліджень у 

галузі комп’ютерного моделювання динаміки роторів 

Зокрема, у дослідній праці [62] розглянуто оцінювання 

надійності автоматичних пристроїв, що зрівноважують 

ротори в багатоступеневих відцентрових насосах. У 

результаті запропоновано методику відповідного числового 

розрахунку. У науково-дослідній праці [36] наведено 

методи статичного і динамічного аналізу 

зрівноважувальних пристроїв багатоступінчастих 

відцентрових машин. Проте запропоновані підходи 

базуються лише на критерії допустимих амплітуд осьових 

коливань. 
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У роботі [63] описано явище втрати стійкості ротора у 

підшипниках. У результаті чисельного моделювання 

динаміки ротора з урахуванням жорсткості підшипникових 

опор проведено спектральний аналіз і наведено фазові 

портрети руху. Також проаналізовано особливості динаміки 

ротора в діапазоні нестійких частот. У статті [64] 

запропоновано способи проектування радіальних 

колодкових підшипників ковзання із забезпеченням 

динамічної стійкості ротора. Відповідна технологія 

покращання якості контактних поверхонь для оптимізації 

робочих характеристик підшипникових опор наведена у 

дослідній праці [65]. Проте вищезазначені підходи не 

дозволяють оцінити параметри жорсткості підшипникових 

опор. 

У статті [66] запропоновано комплексну методологію 

ідентифікації навантажень на роторні системи на основі 

вібраційного аналізу, яку можна успішно застосовувати для 

діагностування несправностей насосів і компресорів. У 

статті докладно описано способи виявлення несправностей 

роторів газових турбін із використанням вібраційного 

аналізу [67]. У роботі [68] реалізовано способи підвищення 

продуктивності парових турбін за допомогою систем 

штучного інтелекту. У результаті було досягнуто 

узгодження між результатами чисельного моделювання і 

фізичного експерименту, що дозволяє оцінювати робочі 

параметри з відносно малою похибкою. 

У дослідних працях [69, 70] було досліджено явище 

резонансу лопаток робочого колеса компресора. Крім того, 

у працях [71–73] було використано ШНМ до моделювання 

вібраційної поведінки газової турбіни та виявлення 

поширюваних тріщин, а в статті [74] наведені способи 

використання ШНМ і генетичних алгоритмів для виявлення 

несправностей роторів, пов’язаних із вібраціями. Проте 



3.2.2 Коливання роторів багатоступінчастих  

відцентрових компресорів 

 98 

вищезазначені підходи не дозволяють оцінювати параметри 

характеристик підшипникових опор. 

У зв’язку з вищезазначеним є необхідність у 

розробленні комплексного підходу, який би поєднав 

числові методи моделювання і ШНМ для ідентифікації 

параметрів створених достовірних математичних моделей 

роторних систем для забезпечення їх вібраційної 

надійності. 

Об’єктами досліджень є вільні та вимушені коливання 

гнучкого ротора (рис. 3.13) відцентрового компресора 

225ГЦ2-135/12-50М1245 Навойської ТЕС (м. Янгі Арик, 

Узбекистан) потужністю 1 643 МВт із такими технічними 

параметрами: витрати – 25 м3/с; тиск на вході – 1,20 МПа; 

тиск на виході – 4,95 МПа; коефіцієнт стиснення – 4,13; 

політропний коефіцієнт корисної дії – 70 %; робоча  

частота – 934 рад/с; номінальна потужність – 7,33 МВт; 

температура на вході – 28 °С; перепад температури – 

156 °C. 

 

 
Рисунок 3.13 – Ротор багатоступнічастого відцентрового 

компресора 225ГЦ2-135/12-50М1245 

 

Розрахунок власних частот ротора забезпечує 

визначення потенційно небезпечних частот обертання, які 

можуть бути наближеними до робочої частоти 934 рад/с. 
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Жорсткість підшипникових опор обирається постійною і 

визначається на робочій частоті обертання ротора 

становить. Зокрема, для заданої конструкції ротора 

жорсткість становить 2,94·108 Н/м. 

Для розрахунку критичних частот необхідно 

враховувати, що підшипникові опори мають різну 

жорсткість на різних частотах обертання ротора. Робочий 

файл «Critical frequencies of the rotor» системи комп’ютерної 

алгебри «MathCAD» дозволяє безпосередньо визначати 

нелінійну залежність жорсткісних характеристик 

підшипникових опор ротора від швидкості обертання. Так, 

із достатньої для практичних цілей точністю достатнім є 

застосування полінома другого степеня (3.1) [37]: 

 

с(𝜔) = с0 + 𝛼𝜔 + 𝛽𝜔
2, 

 

з невідомими коефіцієнтами с0, α, β, значення яких підлягає 

оцінюванню на основі лінійної регресійної процедури 

шляхом мінімізації такої функції цілі: 

𝑅(𝑐0, 𝛼, 𝛽) = ∑(с0 + 𝛼𝜔𝑘 + 𝛽𝜔𝑘
2 − 𝑐𝑘)

2

𝑛

𝑘=1

→ 𝑚𝑖𝑛, (3.14) 

де ck, ωk – експериментальні значення жорсткості і частоти 

відповідно (k = 1, 2, …, n); n – загальна кількість 

експериментальних даних. 

У цьому разі система рівнянь для визначення 

невідомих параметрів набирає вигляду: 
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{
 
 
 
 

 
 
 
 𝜕𝑅

𝜕𝑐0
= 2∑(с0 + 𝛼𝜔𝑘 + 𝛽𝜔𝑘

2 − 𝑐𝑘)

𝑛

𝑘=1

= 0;

𝜕𝑅

𝜕𝛼
= 2∑(с0 + 𝛼𝜔𝑘 + 𝛽𝜔𝑘

2 − 𝑐𝑘)

𝑛

𝑘=1

𝜔𝑘 = 0;

𝜕𝑅

𝜕𝛽
= 2∑(с0 + 𝛼𝜔𝑘 + 𝛽𝜔𝑘

2 − 𝑐𝑘)𝜔𝑘
2

𝑛

𝑘=1

= 0,

 (3.15) 

яка може бути переписана в такому вигляді: 

[𝛺]{𝑋} = {С}, (3.16) 

де [Ω], {C}, {X} – матриці розмірністю 3×3 і вектор-

стовпець розмірністю 3×1: 

𝛺𝑖,𝑗 =∑𝜔𝑘
𝑖+𝑗−2

𝑛

𝑘=1

;  𝐶𝑖 =∑𝑐𝑘𝜔
𝑖−1

𝑛

𝑘=1

;  

{𝑋} = {𝑐0,  𝛼,  𝛽}
𝑇 . 

(3.17) 

{𝑋} = [𝛺]−1{С}. (3.18) 

Для ротора компресора 225ГЦ2-135/12-50М1245 

оцінювані значення коефіцієнтів становлять 

с0 = 1,77·108 Н/м, α = 1,30·105 Н·с/м, β = –4,97 Н·с2/м. 

Алгоритм, закладений у робочий файл «Critical 

frequencies of the rotor», ґрунтується на двовимірній 

балковій моделі динаміки ротора (рис. 3.14 а). Вхідні дані 

для опису скінченних елементів містять такі параметри: 

густина ρi, кг/м3; модуль пружності першого роду E, Па; 

довжина Li, м; зовнішній і внутрішній діаметри Di та di, м; 

точкова маса mi, кг; полярний момент інерції Ii, кг·м2; 
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радіальна жорсткість підшипникових опор ci(ω), Н/м, 

відповідно до виразу (3.1). 

Програмний комплекс «ANSYS» дозволяє 

моделювати динаміку ротора на основі як дво-, так і 

тривимірних скінченних елементів (рис. 3.14). 

Застосування двовимірних елементів у «ANSYS» не 

становлять особливого наукового інтересу, оскільки 

одержані результати не відрізнятимуться від обчислених 

раніше за допомогою робочого файла «Critical frequencies of 

the rotor» системи комп’ютерної алгебри «MathCAD». 
 

 
а 

 
б 

Рисунок 3.14 – Скінченноелементні моделі чисельного 

дослідження вільних коливань ротора із застосуванням 

робочого файла «Critical frequencies of the rotor» системи 

комп’ютерної алгебри «MathCAD» (а) і програмного 

комплексу «ANSYS» (б): 1 – підшипникові опори;  

2 – точкові маси 
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Необхідно зазначити, що можливості програмного 

забезпечення «ANSYS» не дозволяють розраховувати 

критичні частоти напряму, як це можливо із застосуванням 

файла «Critical frequencies of the rotor», оскільки 

дослідження в програмі «ANSYS» ґрунтуються на побудові 

графічної діаграми Кемпбела з подальшим її аналізом. 

Робочий файл “Forced oscillations of the rotor” дозволяє 

розраховувати вимушені коливання ротора на заданій 

частоті обертання від дії заданої системи дисбалансів. У 

результаті одержують амплітуди переміщень точок осі 

ротора і будуються відповідні форми вимушених коливань. 

Наступні вхідні дані дозволяють здійснювати 

розрахунок вимушених коливань: густина ρi, кг/м3; модуль 

пружності першого роду E, Па; довжина Li, м; зовнішній і 

внутрішній діаметри Di та di, м; точкова маса mi, кг; 

полярний момент інерції Ii, кг·м2; робоча частота 

ωw = 934 рад/с; радіальна жорсткість підшипникових опор 

на робочій частоті ci(ωw), Н/м, визначена за формулою (3.1); 

система дисбалансів Di, кг·м. 

Теоретично система дисбалансів гнучкого ротора 

характеризується просторовою кривою як годограф 

безперервної системи векторів, перпендикулярних до осі 

ротора. Оскільки такий загальний підхід до виявлення 

системи дисбалансів практично не реалізується, то 

відповідні алгоритми оцінювання системи дисбалансів 

можуть бути обмежені скінченною кількістю точкових 

дисбалансів, розміщених у перерізах робочих коліс та 

інших масивних деталей. 

Аналіз вимушених коливань ротора із застосуванням 

комп’ютерної програми «ANSYS» також реалізується із 

застосуванням дво- і тривимірних МСЕ-моделей. На 

рис. 3.15 наведені відповідні розрахункові моделі. 
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Рисунок 3.15 – Скінченноелементні моделі чисельного 

дослідження вимушених коливань ротора із застосуванням 

робочого файла «Critical frequencies of the rotor» системи 

комп’ютерної алгебри «MathCAD» (а) і програмного 

комплексу «ANSYS» (б): 1 – підшипникові опори;  

2 – точкові маси 

 

На початковій стадії реалізації процедури 

віртуального балансування амплітуди коливань ротора 

визначаються у результаті чисельного моделювання у 8 

площинах корекцій (7 робочих коліс і 1 приводний блок), у 

яких будуть встановлені зрівноважувальні маси. 

Традиційно процедура балансування, що ґрунтується 

на розрахунковій моделі динаміки ротора, передбачає 

лінійну залежність між системою дисбалансів і формою 
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коливань, яка визначається матрицею вагових коефіцієнтів 

Wa,i. 

Для заданої конструкції роторної системи достатньо 

провести 9 етапів вимірювань амплітуд вимушених 

коливань у площинах корекції. Перший етап вимірювання 

стосується коливань ротора у своєму початковому стані. На 

усіх подальших етапах застосовується пробний дисбаланс 

∆D = 0,01 кг·м у кожній з 8 площин корекції. Залежність 

амплітуд коливань ротора від системи оцінюваних 

дисбалансів має такий вигляд [75]: 

{𝑌}0 = [𝑊]{𝐷}, (3.19) 

де {Y0} – вектор-стовпець амплітуд, м; [W] – матриця 

вагових коефіцієнтів Wa,i, кг; {D} – вектор-стовпець 

оцінюваних дисбалансів, кг·м. 

Після введення пробного дисбалансу для кожного i-го 

пуску (i = 1, 2, …, 8) справедливе співвідношення 

{𝑌}𝑖 = [𝑊]({𝐷} + {Δ𝐷}), (3.20) 

де {∆D} – вектор-стовпець пробних дисбалансів. 

Підставлення виразу (3.19) до формули (3.20) 

дозволяє визначити коефіцієнти матриці коефіцієнтів 

впливу: 

𝑊𝑎,𝑖 =
𝑌𝑎,𝑖 − 𝑌0𝑎

Δ𝐷
, (3.21) 

де a = {1, 2, …, k} – номер рядка матриці [W]; k = 8 – 

загальна кількість площин корекції. 

Одержана матриця [W] коефіцієнтів впливу і вектор-

стовпець амплітуд {Y}0 дозволяють прямо оцінювати 
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систему дисбалансів у площинах корекції. Так, із формули 

(3.19) можна одержати: 

{𝐷} = [𝑊]−1{𝑌}0. (3.22) 

У загальному випадку прямокутної матриці вагових 
коефіцієнтів [W] довільної розмірності, але за обов’язкової 
умови, що кількість рядків не менша за кількість стовпців 
останній вираз застосовується у вигляді формули лінійної 
регресії: 

{𝐷} = ([𝑊]𝑇[𝑊])−1[𝑊]𝑇{𝑌}0. (3.23) 

Для жорсткості підшипникових опор, яка 
визначається виразом (3.1), можна оцінити перші три 
критичні частоти ротора в діапазоні до 3 000 рад/с із кроком 
250 рад/с, включаючи робочу частоту 934 рад/с. У 
результаті побудовано діаграму Кемпбела (рис. 3.16), вісь 
абсцис якої відповідає за частоту обертання ротора, а вісь 
ординат – за власну частоту. 

Результати розрахунку наведено на рис. 3.17 у вигляді 
критичних частот ротора і форм вільних коливань. 
Відповідні числові значення зведено до таблиці 3.2. 

Результати розрахунку вимушених коливань у формі 
амплітуд переміщень осі ротора від дії системи дисбалансів 
показано на рис. 3.18. 

Результати реалізації процедури віртуального 
балансування подано в таблиці 3.3. Відповідні форми 
вимушених коливань ротора під дією системи залишкових 
дисбалансів наведено на рис. 3.19. Одержані результати 
свідчать про те, що максимальна амплітуда вимушених 
коливань ротора від дії системи залишкових дисбалансів 
(після процедури балансування) відповідають вимогам 
міжнародних стандартів із вібраційної надійності роторних 
машин [76]. 
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Рисунок 3.16 – Діаграма Кемпбела 

 

 
Рисунок 3.17 – Власні форми коливань ротора 

 

   Таблиця 3.2 – Власні та критичні частоти, рад/с 

Номер  

форми 
«MathCAD» «ANSYS» 

Відносна  

похибка, % 

Власні частоти 

1 318 319 0,3 

2 1 148 1 125 2,0 

3 1 906 1 867 2,0 

Критичні частоти 

1 312 313 0,3 

2 1 164 1 140 2,1 

3 2 210 2 150 2,7 
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Рисунок 3.18 – Форми вимушених коливань 

незбалансованого ротора на робочій частоті  

із застосуванням робочого файлу «Critical frequencies  

of the rotor» системи комп’ютерної алгебри «MathCAD» (а)  

і програмного комплексу «ANSYS» (б) 

 

Лінійність традиційних математичних моделей є 

однією з найважливіших переваг запропонованої 

процедури оцінювання жорсткості підшипникових опор, 

критичних частот ротора й амплітуд динамічних прогинів 

його осі. Також запропонована узагальнена методика не 

накладає обмежень на числові значення пробного 

дисбалансу. 
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  Таблиця 3.3 – Результати балансування 

Номер  

площини  

корекції 

Початкове  

переміщення,  

мкм 

Зрівноважувальний  

дисбаланс, кг·м 

1 –336 0,038 

2 –363 0,010 

3 –363 0,038 

4 –337 0,007 

5 –269 0,069 

6 –164 0,018 

7 –32 0,009 

8 79 0,080 

 

 
Рисунок 3.19 – Форма вимушених коливань ротора  

після процедури балансування 

 

Проте необхідно зазначити, що проведення серії 

розрахунків загальною кількістю не більше ніж (k + 1) є 

обов’язковою умовою одержання значень дисбалансів. 

Урахування нелінійних залежностей між радіальною 

жорсткістю підшипникових опор і частотою обертання 

ротора, а також між амплітудами переміщення осі вала і 

величинами дисбалансів є достатньо складною науковою 
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задачею, розв’язання якої без застосування засобів 

штучного інтелекту є практично неможливим. 

У разі істотної нелінійності математичної моделі 

застосування систем розрахункового інтелекту було 

успішно реалізовано у ряді досліджень. Зокрема, у статті 

[77] запропоновано метод вейвлет-аналізу в комбінації з 

ШНМ для підвищення точності процедури вібраційного 

діагностування технічного стану машин. Системи 

моніторингу на основі ШНМ було застосовано у 

дослідженні [78] для оцінювання власних частот коливань 

елементів газової турбіни. Стаття [79] присвячена відносно 

швидкій ідентифікації пошкоджень підшипників кочення 

асинхронних двигунів. У результаті було запропоновано 

процедуру їх вібраційного діагностування із застосуванням 

ШНМ. А в статті [80] було запропоновано процедуру 

реалізації оцінювання параметрів вібраційного стану 

роторних машин із застосуванням системи конволюційних 

нейронних мереж. 

Таким чином, застосування ШНМ під час оцінювання 

параметрів математичних моделей коливальних систем, 

зокрема роторних машин, є перспективним напрямом 

наукового дослідження. За умови достатньої для 

практичних цілей достовірності математичної моделі 

вимушених коливань ротора запропоновано процедуру 

оцінювання системи дисбалансів без попереднього 

встановлення елементів матриці коефіцієнтів впливу. 

Науково-методологічні засади реалізації процедури 

ідентифікації математичних моделей механічних і 

гідромеханічних систем було розроблено в працях [34]. 

Фундаментальний підхід до застосування ШНМ для 

ідентифікації параметрів жорсткісних характеристик опор 

роторів було попередньо описано для випадку розв’язання 

прямої та оберненої задач динаміки ротора [81]. 
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Розрахункова схема комплексного застосування 

систем числового моделювання і ШНМ для аналізу 

динаміки роторних систем наведена на рис. 3.20. 
 

 
Рисунок 3.20 – Розрахункова схема комплексного 

застосування чисельного моделювання, системи 

комп’ютерної алгебри і ШНМ для аналізу динаміки ротора 

 

Поетапний, шестикроковий план реалізації підходу 

полягає в такому. На першому етапі здійснюється аналіз 

вільних коливань із застосуванням робочого файла «Critical 

frequencies of the rotor» системи комп’ютерної алгебри 

«MathCAD». Варіювання параметрами c0, α, β жорсткісної 

характеристики підшипникових опор у заданому діапазоні 
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з необхідним кроком дозволяє одержати, наприклад, перші 

три критичні частоти ω1, ω2, ω3. 

Одержані дані застосовуються на другому етапі як 

вхідні параметри для навчання першої ШНМ, зокрема, із 

застосуванням програмного продукту «Visual Gene 

Developer». 

Процес оцінювання коефіцієнтів радіальної 

жорсткості реалізується на третьому етапі, який дозволяє 

оцінити вихідні параметри за експериментальними 

значеннями критичних частот, виміряних на розгінно-

балансувальному стенді «Schenck» ПАТ «Сумське НВО» 

(м. Суми, Україна). 

Четвертий етап полягає у дослідженні вимушених 

коливань із застосуванням робочого файла «Forced 

oscillations of the rotor» системи комп’ютерної алгебри 

«MathCAD». Варіювання значеннями дисбалансів  

D1, D2, …, Dn (n – загальна кількість площин корекції) у 

заданому діапазоні з необхідним кроком дозволяє одержати 

амплітуди динамічних прогинів Y1, Y2, …, YN (N – загальна 

кількість площин вимірювання). 

Одержані дані використовуються на п’ятому етапі як 

вхідні дані процедури тренування другої ШНМ. 

Процес оцінювання дисбалансів реалізується на 

шостому, останньому етапі. Він ґрунтується на розрахунку 

вихідних параметрів ШНМ за експериментальними 

значеннями динамічних прогинів у площинах вимірювання. 

Для дослідження застосовується уточнена двовимірна 

балкова МСЕ-модель динаміки ротора багатоступінчастого 

відцентрового компресора. Ця модель, яка враховує 

нелінійну залежність радіальної жорсткості підшипникових 

опор від частоти обертання ротора, була апробована на 

прикладі ротора компресора 225ГЦ2-135/12-50М1245. 

Достовірність запропонованої математичної моделі 
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підтверджується допустимою відносною похибкою 

одержаних результатів у діапазоні 0,3–2,7 %. Також 

запропонована модель відповідає теоремі про взаємне 

розміщення спектрів власних і критичних частот. 

Таким чином, застосування робочого файла “Critical 

frequencies of the rotor” є більш доцільним для дослідження 

прикладних проблем динаміки роторів відцентрових 

машин, що обумовлено можливістю врахування довільної 

аналітичної залежності радіальної жорсткості 

підшипникових опор від частоти обертання ротора. Більше 

того, на відміну від традиційного модального аналізу у 

програмі «ANSYS» застосування вищезазначеного файла 

системи комп’ютерної алгебри «MathCAD» дозволяє 

розраховувати критичні частоти ротора, уникаючи 

побудови діаграми Кемпбела, та істотно знизити 

підготовчий і машинний час числового розрахунку без 

втрати точності одержуваних результатів. 

Також запропоновано уточнену математичну модель 

вимушених коливань ротора від дії системи дисбалансів. 

Відповідний алгоритм розрахунку вібраційного стану 

ротора закладено в програмний код робочого файла «Forced 

oscillations of the rotor» системи комп’ютерної алгебри 

«MathCAD» з подальшим удосконаленням процедури 

віртуального балансування із застосуванням програми 

«Dynamic balancing of the rotor» [20]. Надійність 

запропонованої моделі підтверджується шляхом 

верифікації отриманих даних числового експерименту. 

Також запропоновано узагальнений підхід, який 

дозволяє комплексно застосовувати засоби чисельного 

моделювання і розрахункового інтелекту. Зокрема, 

розроблено алгоритм покрокового використання 

програмних  продуктів  «ANSYS»,  «MathCAD»  та  «Visual 
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Gene Developer» для ідентифікації параметрів радіальної 

жорсткості підшипникових опор за критичними частотами 

ротора. Цей алгоритм також дозволяє оцінити систему 

дисбалансів за експериментально встановленими 

амплітудами динамічних прогинів ротора. 

Одержані наукові результати будуть корисними для 

дослідників у сфері застосування числових засобів 

дослідження динаміки ротора, а також для спеціалістів із 

практичного застосування систем розрахункового інтелекту 

для розв’язування складних прикладних задач нелінійного 

математичного моделювання механічних і гідромеханічних 

процесів. 

 

3.2.3 Коливання роторних систем турбонасосних 

агрегатів рідинних ракетних двигунів 

 

Роторні машини відіграють вагому роль у сучасному 

виробництві. Особливо це стосується турбонасосних 

агрегатів для аерокосмічної галузі. Підвищення надійності 

їх експлуатаційних показників із додержанням жорстких 

вимог до точності виготовлення є актуальною, особливо на 

нерозрахункових режимах роботи. 

Останнім часом багато науково-дослідних робіт 

присвячено дослідженню проблеми забезпечення 

вібраційної надійності роторів. Зокрема, наукова робота 

[82] спрямована на розроблення інноваційних підходів до 

забезпечення належного рівня технічного обслуговування 

машин на основі даних моніторингу їх технічного стану. 

Відповідна методика містить декілька етапів, включаючи 

збирання і оброблення даних та прийняття рішень. 

У статті [83] запропоновано підхід до діагностування 

несправностей швидкообертових машин із застосуванням 

нового методу аналізу нестаціонарних нелінійних сигналів. 
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Проте це дослідження свідчить, що в деяких випадках такий 

підхід не дозволяє виявити характеристики сигналу через 

значний вплив зовнішніх шумів. Для вирішення цієї 

проблеми запропоновано комбінований спосіб підвищення 

точності виявлення характеристик несправностей роторних 

машини. 

Попереднє дослідження [37] було спрямоване на 

дослідження динаміки роторів багатоступінчастих 

відцентрих насосів на опорах із підшипниками кочення в 

запропонованих комп’ютерних програмах, які реалізують 

математичні моделі вільних і вимушених коливань ротора 

із застосуванням МСЕ з урахуванням експериментально 

визначеної залежності радіальної жорсткості опор від 

частоти обертання ротора. Також у статтях [36, 62] 

запропоновано теоретичні основи і практичні рекомендації 

для статичного і динамічного аналізу роторів 

багатоступінчастих відцентрових машин із пристроями 

автоматичного розвантаження сумарної осьової сили та 

регулятором перепаду тиску. Визначено відповідні статичні 

та динамічні характеристики, а також критичні частоти і 

умови динамічної стійкості комплексної системи «ротор – 

автоматичний зрівноважувальний пристрій – регулятор 

перепаду тиску». 

Науково-дослідні праці [84, 85] спрямовані на 

реалізацію числових і експериментальних досліджень 

ступеня відцентрового компресора за допомогою 

аеродинамічного стенда та сучасного програмного 

забезпечення. У результаті оцінено розподіл швидкостей 

газового потоку для різних робочих параметрів і 

запропоновано відповідні рекомендації щодо підвищення 

коефіцієнта корисної дії. У статті [86] проведено 

дослідження торцевих імпульсних ущільнень, 

виготовлених зі зносостійких матеріалів. Було встановлено, 
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що поверхні кілець не контактують постійно. Як результат 

дослідження було узагальнено підходи до забезпечення 

вібраційної надійності роторів відцентрових машин 

залежно від параметрів торцевих імпульсних ущільнень. 

Також у наукових працях [87, 88] розглянуто підхід до 

розроблення високоефективних автоматизованих 

інтелектуальних систем промислового виробництва. 

Проте, незважаючи на вищезазначені традиційні 

підходи до проведення досліджень у галузі діагностування 

технічного стану роторних машин і забезпечення їх 

вібраційної надійності, існує значна кількість науково-

дослідних праць, які спираються на застосування ШНМ. 

Зокрема, статті [89–91] спрямовані на використання 

вейвлет-аналізу на основі ШНМ для діагностування 

несправностей підшипників кочення. Запропонована 

процедура супроводжується прикладами діагностування 

різних несправностей підшипників роторних машин за 

даними експериментальних досліджень. Одержані 

результати підтверджують ефективність запропонованих 

показників для виявлення умов забезпечення надійності 

підшипникових опор. 

Також останнім часом для виявлення несправностей 

роторних машин застосовують як статистичні методи 

попереднього оброблення вібраційних сигналів, так і ШНМ. 

Проте, як показано в праці [92], використання останніх дає 

більш достовірний результат порівняно із загальними 

підходами. 

Періодичні багатокомпонентні сигнали, одержані із 

застосуванням контактними датчиками віброприскорень 

(акселерометрами), дозволяють одержати розгорнуту 

інформацію для реалізації процедури вібраційного 

діагностування підшипникових опор. Проте існуючі 

підходи здебільшого ґрунтуються на достатньо тривалому 
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обробленні даних для одержання точних характеристик 

технічних несправностей. З огляду на цей факт статті  

[93, 94] спрямовані на розвиток ефективних методів 

перетворення вібраційного сигналу на плоске зображення із 

застосуванням конволюційних нейронних мереж. 

Результати експериментальних досліджень доводять, що 

точність запропонованого підходу перевищує традиційні 

методи вібраційного діагностування технічного стану 

машин. 

У праці [34] запропонований фундаментальний 

науково-методологічний підхід до ідентифікації параметрів 

математичних моделей механічних і гідромеханічних 

систем із застосуванням ШНМ. Розроблені розрахункові 

схеми і відповідні алгоритми практичної реалізації 

дозволяють вирішувати складні міждисциплінарні 

проблеми в галузі інженерної механіки, енергетичного 

машинобудування, хімічної технології та інженерії. 

Запропонований підхід ґрунтується на комплексному 

застосуванні як аналітичних підходів, так і 

експериментальних методів дослідження та засобів 

числової реалізації відповідних математичних моделей із 

застосуванням ШНМ. 

Необхідно зазначити, що ефективне прогнозування 

терміну напрацювання до відмови технічного обладнання 

відіграє надзвичайно важливу роль для підвищення його 

надійності та зниження витрат на обслуговування. Так, у 

працях [95, 96] розроблено підхід на основі ШНМ для 

оцінювання ресурсу машин із точки зору моніторингу умов 

їх експлуатації. Зокрема, ефективність запропонованої 

методики успішно апробовано для оцінювання надійності 

підшипникових опор насосів за даними моніторингу їх 

вібраційного стану, а також порівнянням результатів, 

одержаних із застосуванням як загального підходу, так і 
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підходу, що базується на використанні ШНМ. У результаті 

було доведено перевагу останнього. 

У наукових працях [60, 97–102] запропоновано методи 

ідентифікації системи дисбалансів у роторних системах із 

використанням ШНМ. Відповідні методики містять два 

різних підходи. 

Метод застосування ШНМ для ідентифікації 

жорсткісних характеристик підшипникових опор роторних 

систем запропоновано в праці [81]. Зокрема, розглядається 

удосконалена математична модель вільних коливань, 

реалізована із застосуванням МСЕ. Також розроблено 

відповідне програмне забезпечення, яке дозволяє оцінювати 

параметри радіальної жорсткості підшипників за 

критичними частотами ротора. 

Попри наявність великої різноманітності методів 

підвищення вібраційної надійності роторних машин, 

зокрема турбонасосних агрегатів (ТНА) рідинних ракетних 

двигунів (РРД), і відповідного технологічного обладнання 

не існує уніфікованого підходу до ідентифікації параметрів 

математичних моделей робочих процесів за даними 

експериментальних досліджень, який би враховував 

податливість корпусних деталей, нелінійну залежність між 

жорсткістю опори і частотою обертання ротора, а також 

гіроскопічний момент інерції насадних деталей (робочих 

коліс, шнеків тощо). Більше того, існуючі методи 

потребують застосування даних дослідження вимушених 

коливань ротора під дією системи пробних дисбалансів і 

проведення додаткових пусків. З огляду на вищезазначене 

основною метою цього дослідження є імплементація 

методу ідентифікації нелінійних жорсткісних 

характеристик підшипникових опор для забезпечення 

вібраційної надійності ТНА РРД на основі математичних 
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моделей їх вільних і вимушених коливань та реалізації 

процедури віртуального балансування ротора. 

Відповідно до МСЕ вимушені коливання ротора 

описуються аналітично матричним співвідношенням, яке є 

різновидом рівняння (3.2): 

 

([𝐶] − 𝜔2[𝑀]){𝑌} = {𝐷}𝜔2, 
 

з такими параметрами: {Y} – вектор-стовпець радіальних 

переміщень точок осі ротора розмірністю m; {D} – вектор-

стовпець системи дисбалансів розмірністю n; m – номер 

площини вимірювання; n – номер площини колекції; [C] – 

матриця жорсткості; [M] – матриця інерції; ω – частота 

обертання ротора. 

Зазначене рівняння може бути переписане у формі 

(3.19) [75]: 

 

[𝑊]{𝐷} = {𝑌}, 
 

де [W] – прямокутна матриця вагових коефіцієнтів: 

[𝑊] = 𝜔2([𝐶] − 𝜔2[𝑀])−1. (3.24) 

Задачу оцінювання системи дисбалансів розв’язують 

аналітично з використанням формули лінійної регресії, 

аналогічної до рівняння (3.23): 

 

{𝐷} = ({𝑊}𝑇{𝑊})−1{𝑊}𝑇{𝑌}. 
 

Проте ці рівняння не враховують залежність між 

матрицею коефіцієнтів жорсткості [C] і вектором-стовпцем 

радіальних переміщень осі ротора {Y} та частотою 

обертання ротора ω. Зокрема, з достатньою для практичних 
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цілей точністю можна розглядати таке співвідношення між 

вищезазначеними параметрами: 

𝐶𝑖𝑗
<𝑘> = 𝑐𝑖𝑗

<0> + 𝛼𝑖𝑗𝜔𝑘
2 + 𝛽𝑖𝑗|𝑌𝑗

<𝑘>|, (3.25) 

де i = 1, 2, …, m – номер площини вимірювання;  

j = 1, 2, …, n – номер площини корекції; k = 1, 2, …, p – 

номер частоти обертання ротора; p – кількість частот;  

cij
<0> – елементи матриці лінійної жорсткості; αij, βij – 

оцінювані коефіцієнти математичної моделі. 

У випадку m < n загальна кількість частот повинна 

задовольняти нерівності m·p ≥ n. 

Запропонована процедура віртуального балансування 

ротора дозволяє оцінювати систему дисбалансів лише за 

умови достатньої надійності запропонованої математичної 

моделі динаміки ротора. У цьому разі може бути 

використана процедура, що ґрунтується на комбінованому 

застосуванні МСЕ, ШНМ та експериментальних 

досліджень. Відповідна процедура схематично наведена на 

рис. 3.21. 

На першому етапі застосовують МСЕ для розрахунку 

вектора-стовпця переміщень {Y} у результаті дії системи 

дисбалансів {D} на різних частотах обертання ротора ω. 

Потім одержані в результаті чисельного моделювання 

вхідні і вихідні параметри переносять на вихідні та вхідні 

дані архітектури ШНМ відповідно. Після навчання ШНМ 

оцінюють систему дисбалансів {D} і визначають точність 

процесу навчання. Масив експериментально одержаних 

даних також дозволяє оцінити систему дисбалансів. На 

останньому етапі порівнюють результати застосування 

ШНМ і експериментально одержані дані для визначення 

точності процесу оцінювання. 
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Рисунок 3.21 – Розрахункова схема ідентифікації 

параметрів жорсткісних характеристик підшипникових 

опор шляхом комплексного застосування МСЕ-аналізу, 

ШНМ і експериментальних досліджень 

 

Як приклад числової реалізації вищезазначеної 

процедури оцінювання розглядається вібраційний стан 

модельного валопроводу ТНА РРД Державного 

підприємства «Конструкторське бюро «Південне»  

ім. М. К. Янгеля». Відповідна розрахункова схема наведена 

на рис. 3.22. Агрегат працює на трьох робочих частотах 

(p = 3): ω1 = 1 100 радс, ω2 = 1 963 рад/с, ω3 = 2 215 рад/с. 

Попереднє оцінювання жорсткості підшипників [81] за 

критичними частотами ротора дозволяє встановити такі 
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параметри формули (2.25): c1
<0> = 1,88·108 Н/м; 

c2
<0> = 2,10·108 Н/м; α1 = 1,223 Н·с2/м; α2 = 0,408 Н·с2/м; 

β1 = 0,18·1012 Н/м2; β2 = 2,24·1012 Н/м2. 
 

 
Рисунок 3.22 – Тривимірна модель  

і розрахункова схема ротора 
 

З огляду на розрахункову схему достатньо ввести  

три площини (m = 3) для вимірювання деформацій: Y1, 3 –  

на підшипникових опорах; Y2 – у місцях розміщення 

шпаринних ущільнень. Також достатньо ввести дві 

площини корекції (n = 2) для оцінювання дисбалансів у 

таких місцях: D1 – на колесі турбонасоса окислювача;  

D2 – на робочому колесі насоса пального. 

Результати чисельного моделювання із застосуванням 

робочого файла «Forced oscillations of the rotor» системи 

комп’ютерної алгебри «MathCAD» зведені в таблиці 3.4. 

Застосування ШНМ реалізується в програмному 

комплексі «Visual Gene Developer» для таких налаштувань: 

кількість вхідних параметрів – 9; кількість вихідних 

параметрів – 2; кількість прихованих шарів – 2; кількість 
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вузлів другого і третього (прихованих) шарів – 18 і 6 

відповідно; точність навчання – 0.01; перехідна функція – 

гіперболічний тангенс; загальна кількість циклів навчання – 

1·105; допустима похибка цілі – 1·10–5; метод ініціалізації 

порогового значення – випадковий; метод ініціалізації 

вагових коефіцієнтів – випадковий; інтервал оновлення 

розрахункових значень – 500 циклів. Відповідна 

архітектура ШНМ наведена на рис. 3.23. 
 

 
Рисунок 3.23 – Архітектура ШНМ 

 

Застосування вищезазначеного програмного продукту 

вимагає перетворення усіх параметрів моделі на їх 

безрозмірні аналоги в діапазоні [–1, 1]. Відповідні значення 

безрозмірних параметрів визначаються за формулами: 

�̄�𝑗 =
𝐷𝑗

𝑚𝑎𝑥{𝐷𝑗
𝐼𝑆𝑂}

;   �̄�𝑖 =
𝑌𝑖

𝑚𝑎𝑥{ 𝑌𝑗; −𝑌𝑗}
, (3.26) 
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де Dj
ISO – допустимі залишкові дисбаланси за нормами 

Міжнародного стандарту ISO 1940-1 «Mechanical vibration – 

Balance quality requirements for rotors in a constant (rigid) 

state». У цьому разі max{Dj
ISO} = 3,0 кг·мм, а також max{Yj, 

–Yj} = 276 мкм. 

Результати навчання ШНМ і оцінені вихідні 

безрозмірні параметри наведені в таблицях 3.5, 3.6.  

У результаті навчального процесу і подальшого 

регресійного аналізу одержано такі параметри: сумарна 

похибка – 2,4·10–5; середня відносна похибка – 1,3·10–6; 

регресійний коефіцієнт Пірсона – 0,999996. 

У результаті застосування формули лінійної регресії 

(3.23) було одержано такі значення безрозмірних 

дисбалансів: �̄�1 = 0,361, �̄�2 = 0,235, що відповідає 

наступним розмірним значенням: D1 = 1,1 кг·мм, 

D2 = 0,7 кг·мм. Уведення пробного дисбалансу 

ΔD = 0,1 кг·мм дозволяє оцінити такі значення дисбалансів 

за традиційним, регресійним підходом: D1 = 1,27 кг·мм, 

D2 = 0,78 кг·мм. Точність цих даних є недостатньою з 

огляду на відносні похибки процедури оцінювання, що 

становлять 15 % та 11 % відповідно для кожного з 

оцінюваних дисбалансів. 

Проте результати оцінювання дисбалансів із 

використанням запропонованого підходу, що ґрунтується 

на застосуванні ШНМ, дозволяють одержати такі значення 

дисбалансів: D1 = 1,08 кг·мм, D2 = 0,71 кг·мм. У цьому разі 

відносні похибки оцінювання In становлять 1,6 % та 0,9 % 

відповідно. 

Таким чином, запропоновано новий науковий підхід 

до забезпечення вібраційної надійності роторних систем із 

застосуванням засобів штучного інтелекту, що дозволяє 

уточнювати параметри нелінійних математичних моделей 

вимушених коливань роторів відцентрових машин. 
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            Таблиця 3.4 – Результати чисельного моделювання 

Дисбаланс,  

кг·мм 

Частота,  

рад/с 
Переміщення, мкм 

D1 D2 ω Y1 Y2 Y3 

1 0 1 100 13,2 1,1 –1,3 

2 0 1 100 26,1 2,1 –2,5 

3 0 1 100 38,9 3,1 –3,7 

0 1 1 100 1,1 4,7 0,7 

0 2 1 100 2,2 9,4 1,4 

0 3 1 100 3,3 14,1 2,1 

1 0 1 963 64,2 8,8 –6,1 

2 0 1 963 121,3 15,8 –11,1 

3 0 1 963 173,4 21,6 –15,4 

0 1 1 963 9,6 19,8 2,9 

0 2 1 963 18,8 39,2 5,2 

0 3 2 215 27,4 58,3 7,0 

1 0 2 215 102,4 16,7 –9,3 

2 0 2 215 184,6 28,2 –16,2 

3 0 2 215 256,0 36,9 –21,8 

0 1 2 215 19,8 29,5 3,8 

0 2 2 215 37,4 57,8 6,5 

0 3 2 215 53,0 85,3 8,4 

1 1 1 100 14,2 5,8 –0,5 

2 2 1 100 28,1 11,5 –1,0 

3 3 1 100 41,7 17,1 –1,4 

1 1 1 963 71,6 28,0 –2,9 

2 2 1 963 133,0 53,3 –4,8 

3 3 1 963 187,8 76,8 –6,3 

1 1 2 215 115,1 44,3 –4,7 

2 2 2 215 202,4 81,0 –7,2 

3 3 2 215 275,7 113,7 –8,7 
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Таблиця 3.5 – Результати навчання ШНМ 

ω1 = 1 100 рад/с ω2 = 1 963 рад/с ω3 = 2 215 рад/с 

�̄�1 �̄�2 �̄�3 �̄�1 �̄�2 �̄�3 �̄�1 �̄�2 �̄�3 
0,048 0,004 0,005 0,233 0,032 0,022 0,371 0,061 0,034 

0,095 0,008 0,009 0,440 0,057 0,040 0,670 0,102 0,059 

0,141 0,011 0,013 0,629 0,078 0,056 0,929 0,133 0,079 

0,004 0,017 0,003 0,035 0,072 0,010 0,072 0,107 0,014 

0,008 0,034 0,005 0,068 0,142 0,019 0,156 0,210 0,023 

0,012 0,061 0,008 0,100 0,211 0,025 0,192 0,309 0,031 

0,052 0,021 0,002 0,260 0,102 0,010 0,417 0,161 0,017 

0,102 0,042 0,004 0,482 0,193 0,017 0,734 0,294 0,026 

0,151 0,062 0,005 0,681 0,279 0,023 1,000 0,412 0,031 
 

Таблиця 3.6 – Результати оцінювання параметрів 

Вихідні дані Оцінювані параметри 

�̄�1 �̄�2 �̄�1 �̄�2 

0,33 0,00 0,33 0,00 

0,67 0,00 0,67 0,00 

1,00 0,00 0,10 0,00 

0,00 0,33 0,00 0,33 

0,00 0,67 0,00 0,67 

0,00 1,00 0,00 1,00 

0,33 0,33 0,33 0,33 

0,67 0,67 0,67 0,67 

1,00 1,00 0,10 1,00 
 

Запропонований підхід має вагомі переваги порівняно 

з традиційним, регресійним, підходом, зокрема вищу 

точність результатів і відсутність необхідності у 

встановленні пробних дисбалансів та здійсненні 

додаткових пусків. Ефективність застосування ШНМ для 

забезпечення вібраційної надійності роторних систем 

підтверджена на прикладі валопроводу ТНА РРД. 
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Додаток 1. Пряма задача ідентифікації параметрів  

та оцінювання жорсткостей двомасової моделі 
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ДОДАТОК А 

Оцінювання жорсткостей  

двомасової моделі 
 

Пряма задача: 

 
 

Оцінювання жорсткостей: 

 
 



Додаток Б Приклад оцінювання параметрів математичної моделі 

системи автоматичного регулювання 
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ДОДАТОК Б 

Приклад оцінювання параметрів 

математичної моделі системи 

автоматичного регулювання 
 

Вихідні дані: 𝑇0 = 1𝑐, 𝑇1 = 0.5𝑐, 𝑇2 = 0.8𝑐, 𝐾 = 10. 
Проведено два експерименти для зовнішніх 

періодичних сил із частотами 𝜔1 = 1𝑐
−1, 𝜔2 = 2𝑐

−1 і 
амплітудами 𝐻1 = 𝐻2 = 1. 

Розв’язуючи за заданих параметрів систему 

початкових рівнянь, можна одержати числові значення 

таких параметрів: 𝑆𝑟1 = −0,041, 𝑆𝑖1 = 0,093,  

𝑆𝑟2 = −0,368, 𝑆𝑖2 = 0,195. 

Округлення до двох значущих цифр (віртуальне 

моделювання процесу вимірювання експериментальних 

величин з відносною похибкою до 5 %) дозволяє 

розрахувати елементи матриці �̄� і стовпця �̄�: 
 

K

.052

1.1

1.1

3.5

1.1

.052

7.0

2.2















 Y

.41

.93

3.7

2.0

















. 
 

За формулою лінійної регресії можна одержати: 
 

�̄� = [�̄�𝑇�̄�]−1 ⋅ �̄�𝑇 ⋅ �̄� = [
0,823
0,400

]. 

 

Числові значення оцінюваних параметрів становлять: 

𝑇2 = 0,823, 𝑇1 = 0,4/0,823 = 0,486. 

Похибка результатів оцінювання не перевищує 3 %.



Додаток В Вихідні дані МСЕ-моделі задачі про знаходження 

еквівалентних мас тримасової дискретної моделі ротора 
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ДОДАТОК В 

Вихідні дані МСЕ-моделі для задачі  

про визначення еквівалентних мас 

тримасової дискретної моделі ротора 
 

Вхідні дані МСЕ-моделі: 

 

       N  L (м)            D (м)           C (H/м)         M (кг) 

1  3.18000E-1  1.10000E-1  0.00000E+0  0.00000E+0 

2  1.45000E-1  1.10000E-1  1.00000E+8  0.00000E+0 

3  1.35000E-1  1.15000E-1  0.00000E+0  0.00000E+0 

4  1.40000E-1  1.16000E-1  0.00000E+0  0.00000E+0 

5  1.60000E-1  1.44000E-1  0.00000E+0  0.00000E+0 

6  7.50000E-2  1.28000E-1  0.00000E+0  0.00000E+0 

7  1.37000E-1  1.28000E-1  0.00000E+0  2.50000E+1 

10  1.37000E-1  1.28000E-1  0.00000E+0  2.10000E+1 

11  1.37000E-1  1.28000E-1  0.00000E+0  2.10000E+1 

12  1.37000E-1  1.28000E-1  0.00000E+0  2.10000E+1 

13  1.37000E-1  1.28000E-1  0.00000E+0  2.10000E+1 

14  1.37000E-1  1.28000E-1  0.00000E+0  2.10000E+1 

15  1.37000E-1  1.28000E-1  0.00000E+0  2.10000E+1 

16  1.37000E-1  1.28000E-1  0.00000E+0  2.10000E+1 

17  8.00000E-2  1.28000E-1  0.00000E+0  2.10000E+1 

18  2.00000E-1  1.25000E-1  0.00000E+0  0.00000E+0 

19  4.00000E-2  1.25000E-1  0.00000E+0  3.00000E+1 

20  3.00000E-1  1.15000E-1  0.00000E+0  0.00000E+0 

21  1.15000E-1  1.10000E-1  0.00000E+0  0.00000E+0 

22  7.50000E-2  1.10000E-1  1.00000E+8  0.00000E+0 

23  9.00000E-2  6.00000E-2  0.00000E+0  0.00000E+0 
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Продовження додатка В 

 

Власні частоти (рад/с) та форми вільних коливань: 

 

p01 = 135,2 

 

Y01 = 1,000 

Y02 = –0,112 

Y03 = –0,615 

Y04 = –1,064 

Y05 = –1,496 

Y06 = –1,949 

Y07 = –2,147 

Y08 = –2,469 

Y09 = –2,735 

Y10 = –2,937 

Y11 = –3,071 

Y12 = –3,134 

Y13 = –3,123 

Y14 = –3,040 

Y15 = –2,887 

Y16 = –2,667 

Y17 = –2,386 

Y18 = –2,197 

Y19 = –1,651 

Y20 = –1,531 

Y21 = –0,529 

Y22 = –0,116 

Y23 = 0,154 

Y24 = 0,478 

p02 = 540,7 

 

Y01 = 1,000 

Y02 = –0,592 

Y03 = –1,290 

Y04 = –1,839 

Y05 = –2,236 

Y06 = –2,487 

Y07 = –2,536 

Y08 = –2,459 

Y09 = –2,167 

Y10 = –1,681 

Y11 = –1,041 

Y12 = –0,303 

Y13 = 0,466 

Y14 = 1,198 

Y15 = 1,828 

Y16 = 2,302 

Y17 = 2,586 

Y18 = 2,655 

Y19 = 2,509 

Y20 = 2,426 

Y21 = 1,266 

Y22 = 0,669 

Y23 = 0,273 

Y24 = –0,202 

p03 = 1163,8 

 

Y01 = 1,000 

Y02 = 1,141 

Y03 = 1,256 

Y04 = 1,311 

Y05 = 1,243 

Y06 = 1,019 

Y07 = 0,871 

Y08 = 0,518 

Y09 = 0,101 

Y10 = –0,308 

Y11 = –0,634 

Y12 = –0,817 

Y13 = –0,820 

Y14 = –0,642 

Y15 = –0,318 

Y16 = 0,093 

Y17 = 0,517 

Y18 = 0,742 

Y19 = 1,137 

Y20 = 1,179 

Y21 = 1,012 

Y22 = 0,803 

Y23 = 0,661 

Y24 = 0,491 



Додаток Г Оцінювання параметрів тримасової моделі ротора  

за першою частотою і формою 
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ДОДАТОК Г 

Оцінювання параметрів тримасової 

моделі ротора за першою частотою  

і формою 
 

Оцінювання мас дискретної моделі: 

 
 

Власні частоти тримасової моделі: 
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