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РЕФЕРАТ 

 

Кваліфікаційна  робота магістра: 62 с., 11 рис., 4 табл., 41 дж, 3 додатки. 

Об’єкт дослідження: динаміка ротора насоса пального рідинно-

ракетного двигуна. 

Предмет дослідження: трьохмасова дискретна модель ротору насоса 

пального. 

Мета роботи: визначення показників вібраційного стану ротора насоса 

пального для рідинного ракетного двигуна. 

Для визначення вібраційного стану ротору, зокрема його власних 

частот і форм, треба розробити його достовірну математичну модель за 

допомогою використання методів лінійної ідентифікації параметрів 

математичних моделей. А при недостатній точності отриманих результатів з 

об’єктивних причин, також необхідно застосувати алгоритм уточнення 

оцінених параметрів. 

 

НАСОС ПАЛЬНОГО, ВІБРАЦІЙНИЙ СТАН, ДИСКРЕТНА МОДЕЛЬ 

РОТОРА, ОЦІНЮВАННЯ, МЕТОД СКІНЧЕННИХ ЕЛЕМЕНТІВ, 

ЧИСЕЛЬНЕ МОДЕЛЮВАННЯ. 
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ВСТУП 

 

На сьогоднішній день, внаслідок збільшення з кожним днем потреби у 

використанні такого енергетичного обладнання як роторні машини, зокрема, 

турбонасосного і турбокомпресорні агрегати, все більше стає актуальним 

питання їх вібраційної надійності. Так як вплив вібрації у машин виражається 

зниженням їх надійності та довговічності, позапланових ремонтах та 

створенню аварійних ситуацій. 

Одна із умов зменшення вібраційної активності є відлаштування 

насосних агрегатів від резонансних режимів. Низький і стабільний рівень 

вібрації, відсутність автоколивальних явищ на всьому діапазоні робочих 

частот гарантує необхідні надійність і довговічність. Оскільки похибка 

зростає із зростом власної частоти, саме тому існує необхідність уточнення 

результатів розрахунку. 

Задачі дослідження: 

1) Розрахунок вільних і вимушених коливань ротора насоса пального 

методом скінчених елементів; 

2) Створення уточненої 3-х массової моделі ротору для знаходження 

власних частот і форм та вимушених коливань ротору за допомогою МСЕ; 

3) Перевірка точності отриманих даних в порівнянні з моделю 

програми знаходження критичних частот; 

4) Проведення уточнюючих розрахунків та порівняння результатів для 

Програма «Critical» , 3-х масова модель, 3-х масова модель з уточненнями; 

Задача реалізовувалась шляхом оцінювання власних частот і форм, 

вимушених коливань та оцінювання мас із дискретної моделі з 

використанням комп'ютерних програм, що реалізують метод кінцевих 

елементів. 

Робота магістра складається з вступу, 5 розділів, висновків та переліку 

посилань. У результаті роботи на основі отриманих даних був проведений S
u
m
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уточнюючий розрахунок мас та порівняння отриманих результатів із 

програми «Critical», 3-х масова модель, 3-х масова модель з уточненнями. 

1. У першому розділі приведений загальний теоретичний 

матеріал на тему розрахунку двовимірних балочних моделей методом 

скінченних елементів, та для розв’язку лінійної задачі  

2. Другий розділ присвячений дослідженню власних частот і 

форм вільних коливань ротора насоса пального з урахуванням жорсткості 

опор і ущільнень..  

3. Третій розділ присвячений визначенню форм вимушених 

коливань ротора в діапазоні зміни робочих частот. 

4. Четвертий розділ присвячений створенню дискретної 

математичної моделі коливань ротора пального з урахуванням сил в опорах і 

ущільненнях 

5. П’ятий розділ присвячений визначенню показників 

вібраційного стану ротора насоса пального для рідинного ракетного двигуна 

Основною відмінністю даної роботи від попередніх досліджень є 

метод суттєвого уточнення отриманих результатів, при чому можна 

регулювати який параметр нам потрібно більше уточнити. 
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1. ОГЛЯД СПОСОБІВ ПІДВИЩЕННЯ ТА ЗАСОБІВ 

ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ ВІБРАЦІЙНОЇ НАДІЙНОСТІ 

РОТОРНИХ МАШИН. 

 

1.1 Системи зі скінченним числом ступенів вільності 

 

1.1.1 Диференціальні рівняння коливань  

 

Реальну механічну систему, що має нескінченне число ступенів 

вільності, для спрощення моделюють дискретною системою зі скінченним 

числом ступенів вільності. Відхилення (переміщення) системи з � ступенями 

вільності від положення рівноваги визначають значення � узагальнених 

координат ��, які утворюють вектор-стовпець: 

 

� = �����…�	

,  (1.1) 

 

Положенням рівноваги механічної системи зі стаціонарними зв'язками 

в полі консервативних сил називається точка � = 0 (де 0 – нульовий вектор-

стовпець) і відповідний стан системи, якщо її потенціальна енергія має 

стаціонарне значення (узагальнені координати дорівнюють нулю). 

Для складання диференціальних рівнянь коливань найчастіше 

використовують рівняння Лагранжа другого роду, принцип Даламбера, 

методи будівельної механіки. 

При використанні рівнянь Лагранжа другого роду необхідно перш за 

все скласти вирази для кінетичної й потенціальної енергій, дисипативної 

функції, а також вирази для узагальнених сил. 

Для лінійних механічних систем зі стаціонарними зв'язками кінетична 

й потенціальна енергії, а також дисипативна функція є квадратичними S
u
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формами  

 

��
�� = �� ������П = �� ����� = �� ������   (1.2) 

 

де � – вектор узагальнених координат; 

М, С, R – відповідно матриці інерції, жорсткості й демпфірування, 

елементи яких можна обчислити за формулами 

 

�
�
���,� = ������ �������,� = ��П��������,� = ������ �����(!, " = 1,�$$$$$)

  (1.3) 

 

Сукупність N диференціальних рівнянь Лагранжа другого роду 

 &&' (����� �) − ����� + �П��� + ����� � = ,� ,				(! = 1,�$$$$$)   (1.4) 

 

утворять одне матричне диференціальне рівняння 

 &&' (�����) − ���� + �П�� + ����� = ,  (1.5) 

 

де , – вектор-стовпець узагальнених сил 
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, = �,�,�…,	

  (1.6) 

 

Безпосередня підстановка виразів (1.2) і (1.6) у рівняння (1.5) дає 

 

&&' .�(/���01�� )��� 2 − �(/���01�� )�� + �(/��03�)�� + �(/���04�� )��� = ,  (1.7) 

 

або з урахуванням правил диференціювання квадратичних форм 

 ��5 + ��� + �� = ,  (1.8) 

 

1.1.2 Аналіз вільних незгасальних коливань 

 

У випадку вільних незгасальних коливань матричне диференціальне 

рівняння (1.8) набуває вигляду 

 ��5 + �� = 0  (1.9) 

 

Частинний розв’язок цього рівняння шукаємо у вигляді головних 

(синхронних і синфазних) коливань 

 � = 6 ∗ 89!:(;< + =)   (1.10) 

 

де 6 – вектор-стовпець амплітудних коефіцієнтів (форма коливань, 

власний вектор);  А – амплітуда головних коливань.  

Підставивши розв’язок (1.10) у рівняння (1.9), отримаємо 
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(� − ;��)6 = 0  (1.11) 

 

Нетривіальний розв’язок останнього рівняння відносно вектора и існує 

лише у випадку, коли виконується умова 

 det(� − ;��) = 0  (1.12) 

 

Отримане рівняння називається віковим (частотним) рівнянням. Усі 

корені ;��(! = 1,�$$$$$) вікового рівняння є дійсними числами. Арифметичні 

значення квадратних коренів з ;�� є власними частотами коливань системи. 

Упорядкована сукупність власних частот 

 ;� ≤ ;� ≤ ⋯ ≤ ;	  (1.13) 

 

називається спектром власних частот. 

 Підстановкою значення i-ї власної частоти у вираз (1.11) отримаємо 

систему (�	– 	1) незалежних рівнянь відносно � невідомих компонентів 

вектора 6.  

Припустивши, наприклад, що 6� = 1, отримаємо власну форму 

коливань системи, яка відповідає !-й власній частоті 

 

6 =
��
� 16�6E…6	FG

H
  (1.14) 

 

1.1.3 Аналіз вимушених коливань 

 

У випадку збудження коливань гармонійними силами з однаковою 

частотою рівняння (23) матиме вигляд S
u
m
S
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 ��5 + ��� + �� = I9!:;<  (1.15) 

 

де Р – вектор амплітуд гармонійних узагальнених сил 

 

I = KI�I�…I	
L  (1.16) 

 

Обмежимося знаходженням розв’язку, який відповідає вимушеним 

коливанням.  

Застосовуючи метод комплексних амплітуд, перейдемо до таких 

комплексних векторів: 

 

��
�IMN9;< → IP�Q'� → �$P�Q'�� → !;�$P�Q'�5 → −;��$P�Q'

  (1.17) 

 

Підстановка виразів (1.17) у рівняння коливань (1.15) після 

перетворень дає 

 (� + !;� − ;��)�$ = I  (1.18) 

 

звідки вектор комплексних амплітуд 

 �$ = RI  (1.19) 

 

де R – динамічна матриця податливості: 
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R = (� + !;� − ;��)S�  (1.20) 

 

Розв’язок рівняння (1.15) набуває вигляду 

 

� = �����…�	

 = K8�sin	(;< + =�)8�sin	(;< + =�)…8	sin	(;< + =	)L  (1.21) 

 

де 8�, 8�, … , 8		та	=�, =�, … , =	 – відповідно амплітудно-частотні й 

фазові частотні характеристики системи 

 

�8�(;) = Y�P�(�$�) + Z[�(�$�)=�(;) = arg	(�$�)(! = 1,�$$$$$)   (1.22) 

 

 

1.2 Балковий двох вузловий елемент. 

 

Розглянемо балковий елемент, що являє собою прямолінійний брус 

густиною ρ, довжиною l, площею поперечного перерізу А, моментом інерції 

перерізу I і модулем пружності Е, обмежений вузлами i та j (рисунок 1.1) [2]. 

 

 

Рисунок 1.1 – Балковий двовузловий елемент 
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Функцію прогину усередині елемента інтерполюємо кубічним 

поліномом 

 

 .)( 3
3

2
210 xaxaxaaxv +++=   (1.23) 

 

Функція кутів повороту набуває вигляду 

 

 .32
)(

)( 2
321 xaxaa

dx

xdv
x ++==θ   (1.24) 

 

Параметри а0, а1, а2, а3 однозначно визначимо з таких умов 
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Розв’язуючи останню систему рівнянь, отримаємо: 
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  (1.26) 

 

Таким чином, вираз (1.23) набуває вигляду 
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або в матричній формі 

 

 [ ] ,)( 43214321 q
v

v

vvxv

j

j

i

i

jjii Φ=

























ΦΦΦΦ=Φ+Φ+Φ+Φ=

θ

θ
θθ   (1.28) 

 

де Ф1, Ф2, Ф3, Ф4 – функції форми елемента (рисунок 1.2): 
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  (1.29) 

 

 

 

Рисунок 1.2 – Функції форми балкового елемента 

 

З урахуванням виразів (1.29) визначаємо матрицю інерції елемента S
u
m
S
U
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де т – маса елемента: 

 

 .lAm ρ=   (1.31) 

 

Для випадку поперечного прогину балки внутрішня потенціальна 

енергія прогину визначається за формулою 
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або з урахуванням формули (1.27): 
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Отримаємо матрицю жорсткості балкового двовузлового елемента 
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1.3  Консервативна дискретна модель 

 

Достатньо для переважної більшості насосів і турбокомпресорів 

розглянемо тримасову модель [37] для опису коливань ротора. У цьому 

випадку  Схема проектування консервативної дискретної моделі 

представлена на рисунок. 1.3 

 

Рисунок 1.3 - Схема проектування консервативної дискретної моделі. 

 

Відповідно до принципу Д’Аламбера [38], матричне рівняння вільного 

коливання у зворотному вигляді наступні: 

 _� = ∑ a��b� = −∑ a��[�_5�c�d�c�d�  (1.35) 
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де !, " - номер вузла (!, "	 = 	1, 2, … , :);	 : - загальна кількість дискретних мас; _� - зміщення !-го вузла;  b� = −[�_5� - сили інерції;  a�� - відповідність як відхилення !-го вузла від одиниці сили "-го вузла b� = 1, 

визначеного за допомогою файл авторів «Примусове коливання ротора» 

(реєстр. № 61788, 23.09.2015, Україна), який реалізує метод скінченних 

елементів. 

Для випадку вільних коливань підстановка виразу _� = �� · 9!:;< в 

рівняння (1.35), після однакових перетворень дозволяє отримати систему 

лінійних однорідні рівняння для визначення власних частот та форм режиму: 

 �� =	;� ∑ a��[���E�d�   (1.36) 

 

1.4 Лінійна ідентифікація параметрів 

 

Для оцінки дискретних мас використовується метод лінійної 

ідентифікації параметрів. Введення параметра h	 = 	1	/	;�	 та безрозмірні 

амплітуди j� 	= 	�� 	/	�� (у цьому випадку, j� = 1) дозволяє отримати 

систему  : = 3  однорідних рівнянь: 

 ∑ la��[� − m��hnj� = 0c�d�   (1.37) 

 

де m�� - символ Кронекера [39] (m�� = 1 для  !	 = 	"; 	m�� = 0 для  ! ≠ "). 
Оскільки модель скінченних елементів дозволяє оцінювати власні 

частоти ωj (або параметри h� = 1	/	;�� ) та відносні амплітуди форм мод j�p�q	(! - масове число; " - власне число частот), проблема ідентифікації S
u
m
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дискретної моделі може бути розглядається. У цьому випадку дискретні маси 

mi є розрахунковими параметрами. 

Використовуючи дані розрахунку для перших : = 3 власних частот і 

форм режиму, рівняння (1.3) може бути переписано у такій матричній формі: 

 rRstu[sv = u�̅v  (1.38) 

 

де rRst = rrRstp�q, rRstp�q, … , rRstpcqt� - матриця розмірності (:� × 	:), 

елементи підматриці якої Rs��pyq = a��j�pyq		(z = 1,2,… , :); u[sv	- вектор-стовпець :	розрахункові маси;  u�̅v = uu�̅vp�q, u�̅vp�q, … , u�̅vpcqv� - стовпець-вектор праворуч частини 

розмірності (:� × 1), елементи підвекторів з яких u�̅vpcq = hyj�pyq. 

Еквівалентні маси дискретної моделі оцінюються за допомогою 

формули лінійної регресії [40]: 

 u[sv = (rRst�rRst)S�rRst�u�̅v  (1.39) 

 

Для перевірки точності оцінки, власних частот дискретної моделі  ;� = 1/Yh�  оцінюються з умови існування нетривіальних рішень однорідної 

системи (1.37): 

 det{∑ la��[s� − m��hnj�E�d� | = 0  (1.40) 

 

Відповідний алгоритм реалізації запропонованого методу лінійного 

ідентифікація параметрів дискретних мас графічно представлена на рисунку. 

1.4. 
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Рисунок. 1.4. Алгоритми лінійної ідентифікації параметрів. 

 

Цей алгоритм принципово відрізняється від процедури лінійної 

регресії. Таким чином, дискретні маси оцінюються безпосередньо з наявних 

сукупність перших трьох власних частот роторної системи. 
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Висновок 

 

Даний розділ містить опис математичної скінченно-елементної моделі 

ротора з балковим кінцевим елементом двохвузлового типу, враховуючи 

допущення про незмінність поперечного перерізу балки при деформації під 

час роботи на вигин.  

Математичні викладки даного розділу використовувались з метою 

розрахунку критичних частот ротора турбонасосного агрегату 

рідинноракетного двигуна та розрахунку вимушених коливань. 
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2 ДОСЛІДЖЕННЯ ВЛАСНИХ ЧАСТОТ І ФОРМ ВІЛЬНИХ 

КОЛИВАНЬ РОТОРА НАСОСА ПАЛЬНОГО З УРАХУВАННЯМ 

ЖОРСТКОСТІ ОПОР І УЩІЛЬНЕНЬ. 

 

2.1 Робочий файл для розрахунку критичних частот при використанні 

комп'ютерної програми "Critical frequencies of the rotor". 

 

Комп'ютерна програма “Critical frequencies of the rotor” [1] заснована 

на методі скінченних елементів і призначена для розрахунку критичних 

частот коливань ротора для турбомашин. В результаті обчислюються 

значення критичних частот і відповідних форм. Програма відображає 

обчислені дані як числові значення та графіки. Написаний засобами 

комп'ютерної алгебри системи MathCAD 15 і призначений для роботи з 

використанням операційної системи Microsoft Windows.  

Після вводу вхідних даних (щільність і модуль Юнга для матеріалу, 

довжини ділянок, зовнішній і внутрішній діаметри, маси частин втулки, 

коефіцієнти жорсткості підшипника) програма формує локальні матриці 4 × 4 жорсткості і інерції для всіх кінцеві елементи з 4 ступенями свободи 

(переміщення вузлів і відхилень). Глобальні матриці жорсткості [K] та інерції 

[M] формуються на основі локальних матриць шляхом підсумовування 

значень у відповідних вузлах.  

Задача визначення критичних частот зводиться до знаходження 

власних значень ;� глобальної матриці динамічної жорсткості 

 

 rRt = r~t − ;�r�t	; (2.1) 

 

У цьому випадку форми мод визначаються (до постійного 

коефіцієнта) як вектор стовпця, який є одним з розв'язків частотного 

рівняння. S
u
m
S
U
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  detrRt = 0  (2.2) 

 

Для розрахунку власних частот та форм коливання ротора 

використаємо метод скінчених елементів для балочних систем. Для цього 

скористаємося програмою створеною в програмному комплексі Mathcad. 

 

2.2 Розрахунок критичних частот і форм скінчено елементної моделі 

ротора 

 

Розрахунок критичних частот валопровода проводиться в двох 

варіантах: "frictional" (рисунок 2.3) і "bonded" (рисунок 3.5). У першому 

варіанті значення жорсткостей підшипників приймалися мінімальними 

(останній стовпець рисунок 2.3), причому з'єднання ресори з валами обох 

роторів покладалися шарнірними. У другому варіанті бралися максимально 

можливі жорсткості (останній стовпець рисунок 2.4), а з'єднання ресори 

приймалися за схемою жорсткого защемлення 

На рисунку 2.1 показаний розріз ротора насоса пального, на рисунку 

2.2 дана розрахункова схема його балочной моделі. 
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Рисунок 2.1 - Переріз ротора насоса пального 

 

Для подальшого дослідження динаміки ротора необхідно створити його 

розрахункову модель. У програмі “Critical frequencies of the rotor”  була 

створена балкова скінчено-елементна модель. 

Модель створена з урахуванням геометричних характеристик ротору, 

які наведені в таблиці 2.1.  

Кожна ділянка ротора описується наступними параметрами:  

a. внутрішній та зовнішній діаметр; 

b. довжина; 

c. коефіцієнт жорсткості на кінцях ділянок і величиною 

зосередженої маси; 

d. густина матеріалу; 

e. модуль пружностi. 

Cхема ротору за вказаними параметрами, які перераховані вище 

показані на рис 2 .2. 

 

 

Рисунок 2.2 - Розрахункова схема ротора насоса пального 

 

У таблиці 2.1 наведено вихідні дані для розрахунку критичних частот ротора 

насоса пального. 

 

Таблиця 2.1 - Вихідні дані розрахунку критичних частот ротора насоса 

пального S
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Продовження таблиці 2.1 

 

 

На рисунках 2.3 та 2.4 показані скріншоти робочих вікон програми 

розрахунку критичних частот ротору насоса пального. 
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Рисунок 2.3 - Screenshot програми розрахунку критичних частот ротора 

насоса пального для моделі “frictional” S
u
m
S
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Рисунок 2.4 - Screenshot програми розрахунку критичних частот ротора 

насоса пального для моделі "bonded"  S
u
m
S
U
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Висновок 

 

В цьому розділі наведений теоретичний матеріал для розрахунків 

критичних частот коливань ротора методом скінченних елементів. У 

комп’ютерній програмі “Critical frequencies of the rotor”. Для розрахунку 

власних частот та форм коливання ротора використаємо метод скінчених 

елементів для балочних систем. Для цього скористаємося програмою 

створеною в програмному комплексі Mathcad.  

Розрахунок критичних частот ротору проводиться в двох варіантах: 

"frictional" і "bonded". У першому варіанті значення жорсткостей 

підшипників приймалися мінімальними. У другому варіанті бралися 

максимально можливі жорсткості. 
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3. ВИЗНАЧЕННЯ ФОРМ ВИМУШЕНИХ КОЛИВАНЬ РОТОРА В 

ДІАПАЗОНІ ЗМІНИ РОБОЧИХ ЧАСТОТ. 

 

3.1 Робочий файл для розрахунку вимушених коливань. 

 

Програма “Forced oscillations of the rotor” [3], дозволяє проводити 

розрахунок вимушених коливань коливань ротору на заданій швидкості 

обертання під дією певних дисбалансів. Результатом розрахунку є 

амплітудата форма прогину ротора при роботі на певній його робочій 

частоті. 

Розрахунок вимушених коливань в програмі проводиться 

розраховується при використанні уже відомої балкової скінчено-елементної 

моделі і за тими самими математичними алгоритмами, які закладені для 

вирішення задач знаходження власних та критичних частот, але при цьому 

права сторона матричного рівняння коливань обертового ротору, розбитого 

на кінцеві елементи балкового типу, - відмінні від нуля: 

 

3.2 Розрахунок вимушених коливань ротора. 

 

Для вирішення задачі вимушених коливань потребуються такі дані: 

1) Щільність і модуль пружності матеріалу; 

2) Довжини кожної ділянки; 

3) Зовнішній та внутрішній діаметр ділянок; 

4) Маси насадних деталей; 

5) Жорсткість опори; 

6) Робоча швидкість ротору; 

7) Модуль та фаза точкових дисбалансів. S
u
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Як для моделюванні вільних, так і для вимушених коливань 

використовується таблиця вихідних даних, аналогічна таблиці 2.1 з деякими 

змінами. 

- Довжина ділянки L; 

- Зовнішній D і внутрішній d діаметри; 

- Зосереджена маса m; 

- Полярний момент інерції зосередженої маси I відносно осі ротора, 

який важливий при врахуванні впливу гіроскопічного моменту на динаміку 

ротора; 

- Радіальна жорсткість пружної опори k; 

- Модуль точкового дисбалансу D; 

- Фазовий кут точкового дисбалансу φ. 

Теоретично неврівноваженість гнучкого ротора характеризується 

певною просторовою суцільною кривою, яка являє собою годограф 

безперервної сукупності векторів дисбалансу, нормальних до осі ротора. 

Тому, оскільки такий спосіб задання є досить трудомісткий, то в подальших 

розрахунках достатньо обмежитися заданням кінцевою кількістю точкових 

дисбалансів, розташованих в площинах робочих коліс та в площині приводу, 

так як ці елементи є найбільш впливові на загальний дисбаланс. 

Таблиця вихідних даних для моделювання вимушених коливань 

обертового ротора представлена у додатку Б. 

 

3.3 Результати розрахунку вимушених коливань. 

 

Розрахунки та форми вимушених коливань дані у таблиці 3.1 нижче та 

у додатку Б наведених у викладках після переліку посилань. 
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Таблиця 3.1 - Прогини у вузлах приналежних до площин корекції в 

початковому стані ротора (дані з Mathcad) 

Номер 
точки 

Поперечний прогин 
із дисбалансом в 5 

точці, мкм 

Поперечний прогин 
із дисбалансом в 10 

точці, мкм 

Поперечний прогин 
із дисбалансом в 12 

точці, мкм 
1 18.827 −17.863 −16.324 
2 17.236 −10.859 −10.725 
3 16.069 −5.71 −6.609 
4 15.144 −1.596 −3.322 
5 13.908 3.951 1.11 
6 12.277 11.285 6.991 
7 10.455 18.868 13.344 
8 8.573 25.105 19.283 
9 6.189 29.904 25.63 
10 3.951 31.316 30.564 
11 2.189 30.986 34.034 
12 1.11 30.564 36.116 
13 0.243 30.214 37.807 
14 −1.33 29.636 40.948 
15 −2.415 29.264 43.149 
16 −2.47 29.245 43.259 

 

Розрахунок динаміки роторів та критичних частот наведений в цьому 

розділі. Комп’ютерне моделювання виконано за допомогою програми 

MathCAD. 
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Висновок 

 

Для розрахунку власних частот та форм коливання ротора 

використаємо метод скінчених елементів для балочних систем. Для цього 

скористаємося програмою створеною в програмному комплексі Mathcad.  

Програма “Forced oscillations of the rotor”, дозволяє проводити 

розрахунок вимушених коливань коливань ротору на заданій швидкості 

обертання під дією певних дисбалансів.  

Розрахунок критичних частот ротору був проведений для моделі 

насосу пального. Після визначення критичних частот ротора був проведений 

розрахунок вимушених коливань ротора з прикладеними дисбалансами в 

точках. В результаті чого були отримані результати розрахунків у вигляді 

величин поперечних прогинів ротору на місцях стику кінцевих елементів, а 

також – форма вимушених коливань. 
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4. СТВОРЕННЯ ДИСКРЕТНОЇ МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛІ 

КОЛИВАНЬ РОТОРА ПАЛЬНОГО З УРАХУВАННЯМ СИЛ В 

ОПОРАХ І УЩІЛЬНЕННЯХ. 

 

4.1 Розрахунок власних частот і форм СЕ-моделі ротора 

 

Використаємо метод скінченних елементів (МСЕ) для розрахунку 

власних частот та форм коливання ротора. Для цього скористаємося 

програмою створеною на основі МСЕ для балочних систем в програмному 

комплексі Mathcad [10,11]. Модель створена з урахуванням геометричних 

параметрів ділянок ротора, які наведені в додатку А. Кожна ділянка ротора 

описується наступними параметрами: внутрішнім та зовнішнім діаметром, 

довжиною, коефіцієнтом жорсткості на краях ділянки та величиною 

зосередженої точкової маси, густиною матеріалу � = 7.85 ∙ 10E	кг/мE, 

модулем пружності Е = 2.1 ∙ 10��	Па. Розрахункова схема ротора з 

урахуванням всіх перерахованих вище параметрів приведена на  рисунку 4.1. 

 

 

 

В результаті розрахунків отримано перші три критичних частоти 

 ; = (	3974		5675		7369	)	с−1. 

 

і відповідні власні форми. Графіки власних форм коливання ротора наведені 

на рисунку 4.2.  S
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Рисунок 4.2 Перша (а, в) і друга (б, г) форми вільних коливань ротора насоса 

пального для моделей "bonded" (а, б) і "frictional" (в, г) контактної взаємодії 

зв'язаних тіл. 

 

Таблиці значень функцій форм вільних коливань ротора в Додатку Б. 

 

4.2 Розрахунок еквівалентних мас 3-масової дискретної моделі  ротора 

 

Схема трьохмасової дискретної моделі ротора представлена на рисунку 

4.3. Використовуючи скінченну елементну модель (СЕ-модель) були 

отримані коефіцієнти впливу a�� сил b� прикладених в j-й точці на 

переміщення _� !-ї точки. Коефіцієнт a�� визначається за допомогою 

програми вимушених коливань ротора [10], як прогин ротора в i-й точці при 

прикладеному в j-й точці дисбалансу R = 1 та при частоті обертання ротора ; = 1.  
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Рисунок 4.3 Схема трьохмасової дискретної моделі ротора 

 

Запишемо систему диференційних рівнянь (4.1) вільних коливань ротора в 

зворотній формі: 

 

�_� = a��b� + a��b� + a�EbE_� = a��b� + a��b� + a�EbE_E = aE�b� + aE�b� + aEEbE  (4.1) 

 

В останні співвідношення використовуючи принцип Д’Аламбера 

підставимо наступну рівність:  

 b� = −[� ∙ _�5   (4.2) 

 

 В результаті підстановки маємо диференційні рівняння вільних 

коливань (4.3) лінійної трьохмасової моделі ротора. 

 

�_� = −a��[�_�5 − a��[�_�5 − a�E[E_E5_� = −a��[�_�5 − a��[�_�5 − a�E[E_E5_E = −aE�[�_�5 − aE�[�_�5 − aEE[E_E5   (4.3) 

 S
u
m
S
U



36 
 

Для знаходження розв’язку коливань дискретних мас _�, _�, _E	 
подамо у вигляді: 

 

�_� = В ∙ sin(;<) ,_� = В ∙ sin(;<) ,_E = В ∙ sin(;<) ,  (4.4) 

 

Підставивши (4.3) в (4.4) та скоротивши на sin(;<), маємо: 

 

�В� = a��[�В�;� + a��[�В�;� + a�E[EВE;�В� = a��[�В�;� + a��[�В�;� + a�E[EВE;�ВE = aE�[�В�;� + aE�[�В�;� + aEE[EВE;�  (4.5) 

 

Введемо заміну ;� = h та згрупуємо: 

 

�(a��[� − h)В� + a��[�В� + a�E[EВE = 0a��[�В� + (a��[� − h)В� + a�E[EВE = 0aE�[�В� + aE�[�В� + (aEE[E − h)ВE = 0  (4.6) 

 

Скоротивши систему рівнянь (4.7) на В� прийдемо до вигляду:  

 

�(a��[� − h) + a��[�j� + a�E[EjE = 0a��[� + (a��[� − h)j� + a�E[EjE = 0aE�[� + aE�[�j� + (aEE[E − h)jE = 0  (4.7) 

 

Оскільки з розрахунку СЕ-моделі тепер відомі власні частоти ;y (а 

отже, відомі і відповідні hy) та відносні амплітуди вільних коливань на 

власних частотах j�(y) (! – номер маси; z – номер власної частоти), можна S
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розглядати задачу оцінювання, за параметри якої виберемо маси дискретної 

моделі (4.8). 

Перепишемо (4.7) в наступному вигляді: 

 Rs ∗ [s = �̅  (4.8) 

 

 

Де Rs – матриця розмірністю (9×3): 

 

Rs =

��
���
���
���
��a��j�(�)a��j�(�)aE�jE(�)

a��j�(�)a��j�(�)aE�j�(�)
a�EjE(�)a�EjE(�)aEEjE(�)a��j�(�)a��j�(�)aE�jE(�)

a��j�(�)a��j�(�)aE�j�(�)
a�EjE(�)a�EjE(�)aEEjE(�)a��j�(E)a��j�(E)aE�jE(E)

a��j�(E)a��j�(E)aE�j�(E)
a�EjE(E)a�EjE(E)aEEjE(E)��

���
���
���
��

  (4.9) 

 [s  – вектор-стовпець еквівалентних мас розмірністю (9×3): 

 [s = ([�,[�, [E)		кг  (4.10) 

 �̅ – вектор-стовпець правих частин розмірністю (9x1): 
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�̅ =

��
���
���
���
��h�j�(�)h�j�(�)h�jE(�)h�j�(�)h�j�(�)h�jE(�)hEj�(E)hEj�(E)hEjE(E)��

���
���
���
��

  (4.11) 

 

За допомогою формули лінійної регресії 

 [s = rRs�RstS�Rs��̅  (4.12) 

 

були отримані наступні значення величин еквівалентних мас ротора 

(додаток Б): 

 [s = (8.055, 6.375, 0.765)		кг 

 

Адекватність побудованої 3-масової моделі ротора було перевірено за 

допомогою порівнянь значень критичних (власних) коливань ротора. 

Похибки в значеннях частот СЕ-моделі та 3-масової визначались за 

формулою (4.13): 

 �y = Q�SQ�∗Q�∗ 	%  (4.13) 

 

 де ;y∗  - відповідна критична частота коливань ротора СЕ-моделі S
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 ;y – критична частота коливань дискретної 3-масової моделі 

 З умови нетривіального розв’язку системи (4.7) відносно амплітуд jy, 

знайдемо критичні (власні) частоти коливань дискретної трьохмасової моделі 

з рівняння (4.14): 

 

∆(�) = �a11[1 − � a12[2 a13[3a21[1 a22[2 − � a23[3a31[1 a32[2 a33[3 − �� = 0  (4.14) 

 

В результаті розв’язання системи (4.13) були знайдені власні частоти 

коливань дискретної трьохмасової моделі: 

 ;y = r4406, 5407, 12610t	сS� 

 

Відповідні критичні частоти коливань ротора СЕ-моделі: 

 ;y∗ = r3878, 5597, 7821t	сS� 

 

Підставивши отримані значення в рівняння (4.13) маємо наступні 

значення величини похибки: 

 � = r13.615, 3.395, 61.233t% 

 

Було оцінено похибки розрахунку критичних (власних) частот СЕ-

моделі та 3-масової дискретної моделі Таблиця 4.1. 

 

 

 

 S
u
m
S
U



40 
 

 

Таблиця 4.1 Порівняння результатів розрахунку 

Порядковий 

номер 

Критичні частоти, рад/с 

Різниця, % Програма 

«Critical»  

3-х масова 

модель  

1 3878 4406 13.615 

2 5597 5407 3.395 

3 7821 12610 61.233 
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Висновок 

 

У даному розділі було розглянуто СЕ-модель ротора, на основі якої 

розраховано власні частоти та власні форми коливань ротора.  

Була одержана система рівнянь вільних коливань трьохмасової 

дискретної моделі ротора, із якої в подальшому було знайдено величини 

дискретних мас за формулою лінійної регресії для перших трьох критичних 

частот. 

Було оцінено похибки розрахунку критичних (власних) частот СЕ-

моделі та 3-масової дискретної моделі Таблиця 4.1. Для перших трьох 

критичних частот величина похибки рівна 13.62%, 3.4% та 61.25%. 
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5. ВИЗНАЧЕННЯ ПОКАЗНИКІВ ВІБРАЦІЙНОГО СТАНУ РОТОРА 

НАСОСА ПАЛЬНОГО ДЛЯ РІДИННОГО РАКЕТНОГО ДВИГУНА. 

 

5.1 Метод уточнення результатів 

 

Оскільки похибка зростає із зростом власної частоти, саме тому існує 

необхідність уточнення результатів розрахунку. Візьмемо матрицю 

коефіцієнтів податливості, яку ми заповнили завдяки попереднім пунктам, а 

саме матрицю m із Додаток Б та проведемо серію віртуальних експериментів, 

кількість яких була задана значенням  � = 10�.  

А тепер розглянемо алгоритм який був застосований для розрахунку 

(Додаток В). Для початку потрібно було взяти нульовий вектор мас (�) та 

нульовий вектор власних частот (;). Оцінивши отримані маси взяті з 

попереднього пункту 

 [s = (8.055, 6.375, 0.765)		кг 

 

Запишемо такі рівняння  

 

  (5.1) 

 

Наступним кроком було проведено об’єднання нульової матриці � та 

коефіцієнтів ([�, [�, [E)�. Із дискретної 3-х масової моделі, для неї 

створено частотне рівняння 
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  (5.2) 

 

і отримали кубічний поліном від z      −hE+. . . h�+. . . h+. . . = 0 

За допомогою оператора polyroots знайшли корні поліному. 

 

   (5.3) 

 

А за формулою (5.4) знайшли значення ; і об’єднали отримані 

значення  в матрицю із попередньо заданими нульовими. 

 ; = �√�  (5.4) 

 

Даний алгоритм буде повторюватись � кількість разів. В даній задачі � = 10�. 

Далі матриця � i ; об’єднали в одну та виокремили отримані 

результати в окрему матрицю починаючи із 2 рядку(1 рядок – нульові 

значення) до �  та відповідно стовпці від 1 до 6. 

Для знаходження уточнених мас із отриманої матриці знаходимо той 

рядок в якому ;�, ;�, ;E будуть максимально близькими до даних, 

 ;y∗ = r3878, 5597, 7821t	сS� 

 

щоб вибрати такий із � отриманих результатів записали таку формулу  
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  (5.5) 

 

де  � коефіцієнт впливовості(в сумі повинна бути 1); 

Замість чисельного виводу результату виведений у маткаді графічний 

метод. Найбільше підходять найменші отримані значення, які ми знайшли за 

допомогою команди трассування. Підставимо значення k =6099  І отримаємо 

уточнені маси та  ;. 

 [sут = (7.701, 7.96, 0.994)		кг ;ут = r3970, 5503, 11100t	сS� 

 

5.2 Порівняння результатів. 

 

Порівняно із попередньо отриманими результатами, а саме це 

порівняння представлено у вигляді таблиці 5.1 

 

Таблиця 5.1 Порівняння результатів розрахунку 

Порядковий 

номер 

Критичні частоти, рад/с Маси 

Програма 

«Critical»  

3-х масова 

модель  

3-х масова 

модель з 

уточнення

ми 

3-х масова 

модель 

3-х масова 

модель з 

уточнення

ми 

1 3878 4406 3970 8.055 7.701 

2 5597 5407 5503 6.375 7.96 

3 7821 12610 11100 0.765 0.994 
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ми можемо побачити на скільки покращилась ситуація із похибкою у 

розрахунку завдяки даному методу. Похибки розрахунку критичних 

(власних) частот СЕ-моделі та 3-масової дискретної моделі. Для перших 

трьох критичних частот величина похибки становила 13.62%, 3.4% та 

61.25%. 

Після розрахунку по методу уточнення похибка становить 2.38%, 1.68% та 

41.96%. А це майже в 6 разів менше для ;�, в	2	рази	менше	для	;�, і	майже	в	1.5	рази	менше	для	;E.  
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Висновок 

 

Порівняно із попередньо отриманими результатами, а саме це 

порівняння представлено у вигляді таблиці 5.1 ми можемо побачити на 

скільки покращилась ситуація із похибкою у розрахунку завдяки даному 

методу.  

Похибки розрахунку критичних (власних) частот СЕ-моделі та 3-

масової дискретної моделі. Для перших трьох критичних частот величина 

похибки становила 13.62%, 3.4% та 61.25%. 

Після розрахунку по методу уточнення похибка становить 2.38%, 

1.68% та 41.96%. А це майже в 6 разів менше для ;�, в	2	рази	менше	для	;�, і	майже	в	1.5	рази	менше	для	;E.  
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ВИСНОВКИ 

 

В результаті проведеної роботи отримали власні частоти і форми для 

насосу пального у двох варіаціях "frictional" і "bonded". У першому варіанті 

значення жорсткості підшипників приймалися мінімальними. У другому 

варіанті бралися максимально можливі жорсткості. Для цього скористались 

програмою створеною в програмному комплексі Mathcad. 

Розрахунок критичних частот ротору був проведений для насосу 

пального. Після визначення критичних частот ротора був проведений 

розрахунок вимушених коливань ротора з прикладеними дисбалансами в 

точках. В результаті чого були отримані результати розрахунків у вигляді 

величин поперечних прогинів ротору на місцях стику кінцевих елементів, а 

також – форма вимушених коливань. 

У результаті роботи на основі отриманих даних був проведений 

уточнюючий розрахунок мас та порівняння отриманих результатів із 

програми «Critical», 3-х масова модель, 3-х масова модель з уточненнями. 

Порівняно із попередньо отриманими результатами, а саме це 

порівняння представлено у вигляді таблиці 5.1 ми можемо побачити на 

скільки покращилась ситуація із похибкою у розрахунку завдяки даному 

методу.  

 

Порядковий 

номер 

Критичні частоти, рад/с Маси 

Програма 

«Critical»  

3-х масова 

модель  

3-х масова 

модель з 

уточнення

ми 

3-х масова 

модель 

3-х масова 

модель з 

уточнення

ми 

1 3878 4406 3970 8.055 7.701 

2 5597 5407 5503 6.375 7.96 

3 7821 12610 11100 0.765 0.994 S
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Після розрахунку по методу уточнення похибка становить 2.38%, 

1.68% та 41.96%. А це майже в 6 разів менше для ;�, в	2	рази	менше	для	;�, і	майже	в	1.5	рази	менше	для	;E.  
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Додаток А 

 

Форма вимушених коливань та отримані прогини для моделі з 

прикладеним дисбалансом на лівому підшипнику. 
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Форма вимушених коливань та отримані прогини для моделі з прикладеним 

дисбалансом на шнеку. 
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Форма вимушених коливань та отримані прогини для моделі з 

прикладеним дисбалансом на правому підшипнику. 
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Додаток Б 

 

Знаходження еквівалентних мас та відносної похибки розрахунку за 

допомогою програми Mathcad 
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Додаток В 
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