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ВСТУП 

Ця монографія є підсумком роботи автора за перс-

пективним науковим напрямом, основу якого становить 

біноміальне кодування, тобто здійснення кодування інфо-

рмації з метою скорочення її надлишковості або захисту 

від помилок за допомогою біноміальних чисел. 

Під час створення цієї наукової праці автор ставив 

за мету насамперед практичне наповнення теоретичних 

положень теорії біноміальних систем числення, яка була 

вперше запропонована проф. О. А. Борисенком [1–3], а та-

кож теорії біноміального кодування інформації, сутність та 

основні твердження якої було викладено в попередній нау-

ковій монографії «Биномиальное кодирование» авторів  

О. А. Борисенка та І. А. Кулика [4].  

Автор розглянув і дослідив використання двійкових 

біноміальних систем числення та породжуваних ними бі-

номіальних чисел для стиснення і відновлення двійкової 

інформації, що з погляду практичного застосування являє 

собою важливу сферу біноміального кодування. 

Сьогодні методи та алгоритми стиснення знаходять 

усе більш широке розповсюдження в інформаційних сис-

темах різноманітного призначення – телекомунікаційних 

мережах та апаратурі зв’язку, комп’ютеризованих систе-

мах управління та роботизованих комплексах, системах 

збирання та архівування даних, системах оброблення циф-

рових зображень, розподілених базах і сховищах даних 

тощо [5–8]. Упровадження методів стиснення даних спрямо-

вано, насамперед, на підвищення продуктивності інформа-

ційних систем, якого можна досягти двома способами [7–10]: 

1) зменшенням часових витрат на передання інфор-

мації каналами зв’язку; 

2) збільшенням ємності пам’яті для зберігання ін-

формації, яка застосовується в системі. 
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Підвищення продуктивності інформаційних систем 

за першим вищевказаним напрямком полягає в тому, що за 

той самий час зростає кількість інформації, що передають 

канали зв’язку. У такий спосіб збільшується пропускна 

здатність каналів, але, умовно кажучи, «віртуально» без 

зміни його реальних характеристик. Отже, інформаційні 

системи отримують можливість за той самий час оброблю-

вати більшу кількість даних. 

Що стосується другого напрямку, то зростання про-

дуктивності інформаційних систем можливо або, по-перше, 

завдяки збільшенню кількості даних, які мають вже стис-

нутий вигляд, у пам’яті тієї ж самої ємності, або, по-друге, 

унаслідок зменшення обсягу самої пам’яті, яка буде збері-

гати дані з тією ж самою кількістю інформації, але вже у 

стиснутому вигляді. 

У першому випадку підвищення продуктивності за-

безпечено тим, що збільшується кількість даних, які може 

оброблювати інформаційна система за один раз без додат-

кового звернення до зовнішніх пристроїв і носіїв інформа-

ції, що, крім того, дозволяє суттєво знизити середню кіль-

кість команд ініціації та завершення обміну, формування 

адреси, читання та запису даних. У другому випадку мож-

ливо зменшення обсягу застосованої пам’яті, унаслідок чо-

го знижується вартість інформаційної системи, тобто вар-

тість апаратно-програмних витрат на одне інформаційне 

повідомлення, що оброблюється. Це, вочевидь, також 

сприяє підвищенню продуктивності оброблення даних у 

системі. 

Крім того, помітний позитивний ефект стиснення 

інформації можна спостерігати в роботі буферів зовніш-

ньої пам’яті, які є розповсюдженими у функціональній 

структурі багатьох інформаційних систем, наприклад у ро-

зподілених базах даних і системах цифрового оброблення 

зображень. Стиснуті дані займають менше місця в буфер-



Методи біноміального адаптивного стиснення двійкових даних 

7 

ній пам’яті, у такий спосіб збільшується їхня кількість у 

буфері, що сприяє покращанню коефіцієнта успішних пот-

раплянь до нього, знижуючи, зі свого боку, середню кіль-

кість звернень до самої зовнішньої пам’яті. 

Отже, підвищення продуктивності інформаційних 

систем завдяки використанню методів та алгоритмів стис-

нення даних є наслідком [7–10]: 

 збільшення пропускної здатності каналів зв’язку 

за допомогою зменшення часу передання тієї ж самої кіль-

кості інформації; 

 зменшення часу очікування вивантаження даних 

із зовнішньої та оперативної пам’яті завдяки тому, що бі-

льше інформації міститься в буферах пристроїв зовніш-

ньої, оперативної та надоперативної пам’яті. 

Потрібно особливо відмітити те, що у зв’язку із 

здешевленням запам’ятовувальних пристроїв усе більше 

уваги приділяють прискоренню оброблення запитів між 

інформаційними системами внаслідок скорочення довжи-

ни запитів, збільшення коефіцієнта успішних потраплянь 

до буфера і зменшення середньої кількості команд ініціації 

та завершення обміну, формування адреси, читання та за-

пису даних. Таке прискорення оброблення запитів можли-

ве завдяки застосуванню стиснення не тільки власне інфо-

рмаційних повідомлень, але і службових даних. 

Як і раніше, відіграють величезну роль у різномані-

тних інформаційних системах методи та алгоритми стис-

нення, які характеризуються відсутністю втрат інформації, 

що можна пояснити так: 

1. Багато методів стиснення працюють із даними на 

низькому рівні їхнього подання, тобто на рівні двійкового 

коду. На цьому рівні не розглядають семантику інформа-

ційних повідомлень, тому застосування економного коду-

вання без втрат є більш універсальним рішенням для під-
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вищення продуктивності і зменшення вартості інформа-

ційних систем. 

2. Практична реалізація методів та алгоритмів стис-

нення без викривлення даних потребує значно менших 

апаратно-програмних витрат, що призводить до зменшення 

вартості обладнання і програмного забезпечення. 

3. Методи та алгоритми стиснення без втрат інфор-

мації характеризуються високою швидкістю декодування 

даних, що особливо важливо для малопотужних щодо об-

числювання абонентських пристроїв клієнт-серверних ін-

формаційних систем і розподілених баз даних. 

4. Існують прикладні задачі та системи, у яких ін-

формаційні втрати вважають неприпустимими, наприклад 

у системах автоматизації наукового експерименту, за умо-

ви стиснення запитів між блоками і модулями та результатів 

виконання цих запитів, а також у системах, де психофізіоло-

гічні чинники сприйняття інформації зведені до мінімуму. 

Але до цього часу під час розроблення і застосування 

методів та алгоритмів стиснення без втрат даних в інформа-

ційних системах різного призначення стикаються з такими 

нерозв’язаними проблемами та загальними недоліками. 

1. Складність моделей даних, які стискаються, що 

призводить до значних часових та апаратно-програмних 

витрат під час їхньої побудови. Наприклад, за статистич-

ного кодування це проявляється в необхідності формуван-

ня громіздких таблиць імовірностей виникнення кодових 

повідомлень і застосування досить кошторисної оператив-

ної пам’яті великої ємності. 

2. Суттєве падіння коефіцієнтів стиснення або збі-

льшення часових витрат у разі зміни типу даних, які стис-

каються, тобто для неоднорідних даних, наприклад суміс-

ної появи текстової та числової інформації, зображень і 

графічних даних. Під час статистичного кодування зміна 

типу повідомлень обумовлює потребу в перебудові таб-
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лиць імовірностей їхньої появи, а за словникового стис-

нення це призводить до заповнення словника вже неактуа-

льними фразами, словосполученнями і словами. 

3. Непристосованість до стиснення числової інфор-

мації з огляду неможливості статистики чисел, або її не-

об’єктивності, зважаючи на високу мінливість імовірніс-

них характеристик чисел і малу базу для їхнього оціню-

вання. Застосування словника з метою стиснення числової 

інформації теж є неефективним за очевидної малорозмір-

ності числових послідовностей. Те ж саме можна ствер-

джувати щодо стиснення запитів між системами і модуля-

ми та результатів їхнього виконання. 

4. Відсутність ефективних вбудованих механізмів са-

моконтролю помилок за умови стиснення і відновлення да-

них без використання додаткової надлишкової інформації. 

5. Втрата за умови стиснення вихідних числових 

характеристик даних, наприклад лексикографічної упоряд-

кованості, що робить неможливим подальше проведення 

над стиснутими образами різноманітних операцій, таких як 

порівняння, арифметичні операції тощо. 

Отже, актуальними є розроблення і впровадження 

нових адаптивних методів стиснення двійкової інформації 

з  такими властивостями і характеристиками: 

1. Простота побудови моделей даних, які стискають-

ся, що обумовить мінімізацію часових витрат за умови стис-

нення і попереднього оцінювання двійкової інформації щодо 

доцільності подальшого проведення перетворень. Останнє 

важливо для розгляду і впровадження механізму адаптації 

стиснення щодо вигляду інформаційних повідомлень. 

2. Універсальність щодо різних типів даних, які стис-

каються, а також адаптивність до затребуваних коефіцієн-

тів стиснення, часу стискального кодування і декодування, 

рівня контролю помилок за умови перетворень. Це забез-

печить розширення сфери застосування розроблюваних 
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методів стиснення і відновлення, уникнення ситуацій, ко-

ли, навпаки, збільшуються обсяги інформаційних масивів і 

зростають до неприпустимого затримання видачі даних кі-

нцевим споживачам. 

3. Мала чутливість або, ще краще, незалежність до 

статистики даних, що стискаються. Це дозволить викорис-

товувати методи та алгоритми стиснення, наприклад для 

числової інформації або на тих етапах, коли визначення 

ймовірнісних характеристик даних є неможливим або 

ускладненим. 

4. Наявність вбудованих механізмів виявлення по-

милок за кодових перетворень, що дозволить підвищити 

завадостійкість передання і покращити відмовостійкість 

функціонування апаратно-програмного забезпечення інфо-

рмаційних систем, знизити потребу в подальших етапах 

завадостійкого кодування. 

5. Наділення числовими характеристиками та збері-

гання лексикографічної впорядкованості стиснутих обра-

зів, що надає можливість проводити над ними різноманітні 

арифметичні і логічні операції, операції порівняння тощо. 

Один із способів усунення вищевказаних загальних 

недоліків стиснення без інформаційних втрат, розв’язання 

проблем їхнього впровадження в інформаційні системи ав-

тор вбачає в застосуванні двійкових біноміальних систем 

числення і генерованих ними двійкових біноміальних чи-

сел. Структурні властивості біноміальних систем числен-

ня, алгоритмічні особливості формування біноміальних 

чисел і можливості сучасної інтегральної елементної бази 

дозволяють розробляти біноміальні адаптивні методи та 

алгоритми стиснення двійкової інформації, які значною 

мірою відповідають сьогоденним вимогам до методів сти-

скального кодування. Ця монографія обґрунтовує доціль-

ність розроблення методів стискального кодування даних 

на основі біноміальних систем числення, розкриває зміст 
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біноміальних адаптивних методів стиснення двійкової ін-

формації, пропонує алгоритми біноміального стиснення і 

відновлення двійкових послідовностей і, у такий спосіб, 

продовжує дослідження в такому перспективному науко-

вому напряму, як біноміальне кодування інформації. 

У першому розділі подальшого розвитку отримала 

теорія двійкових біноміальних систем числення в напрям-

ку вдосконалення біноміальної числової функції та систем 

кодоутворювальних обмежень, які наведено у спрощеному, 

мінімальному вигляді. Визначено таку важливу кількісну 

характеристику двійкових біноміальних чисел, як середня 

довжина їхнього кодового подання, шо відіграє значну 

роль у подальшому розробленні та оцінюванні методів бі-

номіального стиснення двійкових даних. 

У другому розділі проведено розроблення методів 

біноміального стиснення і відновлення двійкової інформа-

ції на основі біноміальних чисел. На підставі мінімальних 

систем кодоутворювальних обмежень і властивостей фор-

мування біноміальних чисел отримано методи та алгорит-

ми біноміального стиснення і відновлення рівноважних 

комбінацій із застосуванням біноміальних чисел. Далі з 

метою розширення сфери використання біноміальних чи-

сел розроблено методи та алгоритми стиснення і віднов-

лення двійкових послідовностей загального виду. Після 

визначення та обґрунтування меж ефективного застосу-

вання двійкових біноміальних чисел запропоновано до ро-

згляду та проаналізовано метод та алгоритм біноміально-

векторного адаптивного стиснення і відновлення двійко-

вих даних. 

У третьому розділі розроблено методи біноміально-

го стиснення і відновлення двійкової інформації на основі 

біноміальної числової функції. З використанням біноміа-

льної числової функції і переходу до двійкових біноміаль-

них чисел як проміжний етап для отримання стислих обра-
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зів побудовано методи та алгоритми біноміального стис-

нення спочатку для рівноважних комбінацій, потім двійко-

вих послідовностей загального виду. Після визначення та 

обґрунтування меж ефективного стиснення на основі чис-

лової функції біноміальної системи чисел запропоновано 

методи та алгоритми вже біноміального адаптивного ну-

мераційно-векторного стиснення та відновлення на основі 

біноміальної числової функції. 

Усі розділи монографії містять практичні приклади 

щодо досліджуваних властивостей біноміальних чисел, а 

також приклади щодо застосування розроблених методів 

стиснення і відновлення двійкових послідовностей на ос-

нові як біноміальних чисел, так і біноміальної числової 

функції. Синтезовані алгоритми стискального кодування і 

декодування мають детально пророблений вигляд, достат-

ній для практичної реалізації у формі програмних моделей, 

чинних програм і підпрограм. Крім того, науковий матері-

ал цієї монографії може бути корисним для таких дисцип-

лін, як «Стиснення та пошук інформації», «Біноміальні ав-

томати», «Біноміальне кодування», «Теорія кодування та 

обробка сигналів» тощо, для підготовки студентів спеціа-

льностей 171 «Електроніка», 172 «Електронні комунікації та 

радіотехніка» і 122 «Комп’ютерні науки». 

Перспектива подальших наукових досліджень ви-

кладених у монографії методів та алгоритмів біноміально-

го адаптивного стиснення і відновлення полягає в розроб-

ленні методів оцінювання як коефіцієнтів стиснення для 

різних видів двійкової інформації, так і часових витрат під 

час виконання біноміальних стискального кодування і де-

кодування, а також апаратно-програмних витрат за умови 

практичної реалізації. Перспективним також є впрова-

дження арифметичних і логічних операцій, операцій порі-

вняння над двійковими біноміальними числами та стисну-

тими послідовностями на їхній основі з метою розширення 
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функціональних можливостей запропонованих методів, 

досягнення здатності оброблення стиснутих даних без не-

обхідності їхнього відновлення. На прикладному рівні пер-

спективу розвитку методів біноміального адаптивного сти-

снення і відновлення двійкової інформації розглянуто в ро-

зробленні нових схемних рішень із побудови відповідних 

біноміальних комп’ютерних систем і пристроїв, наприклад, 

на основі програмованих логічних інтегральних схем. 
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РОЗДІЛ 1  
РОЗВИТОК ТЕОРІЇ  

ДВІЙКОВИХ БІНОМІАЛЬНИХ СИСТЕМ ЧИСЛЕННЯ 
 

1.1 Удосконалена числова функція 

Кожна система числення має задовольняти низку 

вимог до всіх систем числення [4; 11]: 

 існування та єдиність (однозначність) подан-

ня числа; 

 ефективність, що виражається в наявності алго-

ритму переходу за кінцеве число кроків від коду числа 

(номера), поданого в тій чи іншій системі числення, до са-

мого числа (номера); 

 кінцевість довжини поданих чисел. 

Двійкові біноміальні системи числення є позицій-

ними неоднорідними системами числення і належать до 

класу структурних систем [1; 4]. Вага цифр біноміальних 

чисел залежить не тільки від їхньої позицій у числі, але й 

від значень попередніх цифр, що наділяє біноміальні сис-

теми числення, на відміну від традиційних двійкових, та-

кими важливими і корисними властивостями, як самостій-

но виявляти і контролювати помилки, генерувати складні 

комбінаторні об’єкти і здійснювати їхню нумерацію. 

Сформулюємо визначення двійкових біноміальних 

систем числення і двійкового біноміального числа, які від-

різняються від наведених раніше в роботах [2–4]: 

 використанням у визначенні саме двійкового ал-

фавіту цифр  0,1  для подання біноміальних чисел; 

 введенням іншого порядку нумерації розрядів 

двійкового біноміального числа, за якого старшому, тобто 

крайньому зліва, розряду призначається індекс 1; 

 застосуванням більш зручного позначення у ви-

гляді  ,n k  для біноміальних систем числення і чисел із 
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параметрами n  і k , які далі будуть відображатися як 

 ,n k -біноміальні системи числення та  ,n k -біноміальні 

числа. 

Визначення 1.1. Двійковими  ,n k -біноміальними 

системами числення називаються позиційні системи чис-

лення із двійковим алфавітом  0,1 , як основи яких викори-

стовують біноміальні коефіцієнти вигляду ik q
n iC

 , де n  і 

k  – параметри біноміальної системи числення, i  – поряд-

ковий номер розряду двійкового біноміального числа 

1 2... ...i rX x x x x , r n , а iq  – сума одиничних цифр ix  від 

першого розряду до  1i  -го включноEquation Chapter 1 Section 1 

1

1

i

i t

t

q x




 , iq k .   (1.1.1) 

Кожна система числення характеризується число-

вою функцією та обмеженнями на значення цифр її чисел. 

Визначення 1.2. Будь-яка кінцева послідовність 

цифр 1 2... ...i rx x x x , де  0,1ix  , що задовольняє обмеження 

на числову функцію двійкової  ,n k -біноміальної системи 

числення, є двійковим біноміальним числом із параметрами 

n  і k , або двійковим  ,n k -біноміальним числом. 

Числова функція  ,n k -біноміальної системи чис-

лення, яка визначає десятковий кількісний еквівалент jF  

двійкового біноміального числа jX , має вигляд [12–14] 

1

1

1 1

1 1
1

dec ... ...

... ,

i

ir r

k qk q
j j i n in

r
k qk q k q

r r n r i n in r
i

F X x C x C

x C x C x C




 
   



    

  
 

 (1.1.2) 
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де 1 2... ...j i rX x x x x , jX X , 1,2,...,j X . 

Відмінність числової функції (1.1.2) від наведеної в 

роботах [2–4] полягає в порядку нумерації розрядів двій-

кового біноміального числа, за якого старшому, тобто 

крайньому зліва, розряду призначається індекс 1. Така ну-

мерація є більш корисною з погляду зменшення обчислю-

вальної складності під час розроблення та застосування 

методів стиснення і перетворення інформації на основі бі-

номіальних чисел. 

Числова функція (1.1.2) підтверджує ефективність 

двійкової  ,n k -біноміальної системи числення, оскільки 

відображає алгоритм переходу за кінцеве число кроків від 

коду двійкового біноміального числа jX  до номера jF , 

вираженого в десятковій системі числення. 

Пропонований у нижченаведених теоремах 1.1 та 

1.2 підхід до знаходження обмежень на можливі двійко-

ві  ,n k -біноміальні числа отримав назву арифметично-

го [12; 15]. Відповідно до цього підходу числова функ-

ція (1.1.2) двійкової  ,n k -біноміальної системи числення 

аналізується з погляду допустимої області визначення. Ос-

нову такого аналізу становить дослідження дозволених 

значень параметрів вагових коефіцієнтів ik q
n iC

  числової 

функції (1.1.2). 

Обґрунтуванням кінцевості довжини біноміальних 

чисел є теорема 1.1, яка визначає максимальну довжину 

maxr  двійкових  ,n k -біноміальних чисел. На відміну від 

робіт [2–4], це обґрунтування здійснюється на основі ари-

фметичного підходу – аналізу числової функції (1.1.2) на 

предмет дозволених значень параметрів вагових коефіціє-

нтів. Значення maxr  відіграє істотну роль під час виведення 
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обмежень на можливі числа двійкової  ,n k -біноміальної 

системи числення. 

Теорема 1.1. Максимальна довжина maxr  двійкових 

 ,n k -біноміальних чисел 1 2... ...j i rX x x x x  дорів-

нює 

 max 1r n  .  

Доведення. Відповідно до числової функції (1.1.2) 

двійкової  ,n k -біноміальної системи числення значення 

вагових коефіцієнтів повинні бути 0ik q
n iC

  , що можливо 

тільки за умови 0 ik q n i    , де 1,2,...,i r . Водночас 

остання нерівність також буде виконуватися, коли i r n  , 

тобто можливе максимальне значення довжини r , більше 

за 1n , може бути max .r n  Тоді згідно з (1.1.1) наявні два 

випадки: 

1) 0 nq k  , якщо 0nx  ; 

2) 0 1nq k   , якщо 1nx  . 

Для першого випадку останній доданок функції jF  

(1.1.2) для будь-яких значень nq  із заданого діапазону зав-

жди дорівнює нулю 

 0 0n nk q k q
n n n n nx C C

 
    .  

Для другого випадку рівність нулю останнього до-

данка функції jF  є наслідком 0 0nk q
C


  для всіх 

0 1nq k    [16; 17] 

 01 1 0n n nk q k q k q
n n n n nx C C C

  
      .  
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Отже, ні в першому, ні в другому випадках остан-

ній доданок не має жодного внеску в значення кількісно-

го еквівалента jF  двійкового біноміального числа 

1 2... ...j i rX x x x x . Тоді довжини двійкових біноміальних 

чисел 1r n  , тобто max 1r n  . Теорему доведено. 

Теорема 1.2. Системи кодоутворювальних обме-

жень для двійкових  ,n k -біноміальних чисел 

1 2... ...j i rX x x x x  мають вигляд 

  0r

l n k

x

 


, (1.1.3) 

  1r

q k

x




, (1.1.4) 

де q  і l  – числа двійкових одиниць і нулів у двій-

ковому біноміальному числі jX , jX X , 

1,2,...,j X . 

Доведення. Скориставшись властивістю симетрії 

для чисел сполучень [16; 17], ваговий коефіцієнт загально-

го вигляду функції (1.1.2) можна подати як 

 
 ii n i k qk q

n i n iC C
  

  .  

Отже, для отримання даних вагових коефіцієнтів 

числової функції (1.1.2), більших за 0 (тільки в цьому разі 

має сенс наявність відповідних розрядів у записі jX ), не-

обхідним є дотримання сукупності нерівностей 

 
 .

i

i

k q n i

n i k q n i

  
     
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Після виконання перетворень над наведеними нері-

вностями, метою яких є перенесення змінних величин, що 

залежать від номера розряду, у ліві частини, а постійних 

величин у праві частини, унаслідок чого отримуємо таку 

систему нерівностей: 

 
 .

i

i

i q n k

q k

  
 

  

Потрібно зазначити, що з урахуванням (1.1.1) різ-

ниця ii q  являє собою число il  нулів від першого розряду 

до  1i  -го включно, тобто 

 
1

1

i

i i t

t

l i q x




   .  

Отже, попередня сукупність нерівностей перетво-

риться до вигляду 

 
 .

i

i

l n k

q k

 
 

 (1.1.5) 

З метою виявлення рішень отриманих нерівнос-

тей (1.1.5) для двійкових  ,n k -біноміальних чисел jX  

проаналізуємо їхні ліві частини. Види першої і другої нері-

вностей свідчать, що в області завдання сум iq  та il , 

1,i r  з отриманням останнього розряду r  числа jX  мо-

жливими є тільки два випадки – генерування  n k -го нуля 

або генерування k -ї одиниці. Водночас згідно з теоре-

мою 1.1 маємо значення 1r n  . 
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У першому випадку – генерування  n k -го нуля – 

під час формування двійкового біноміального числа jX  

після деякого 1zx  , 1z i n    породжуються тільки нулі 

 

1

1

 ,

z

i

x

z i n

q const


   
 

  

тобто 1 2 1... 100...0j zX x x x  . Тоді з першої нерівнос-

ті (1.1.5) буде випливати 

 1r rl r q n k     .  

Це означає, що двійкове біноміальне число jX  за-

кінчується нулем 0rx   і в числі міститься постійне число 

rl l n k    нулів. Отже, для першого випадку виходить 

така система кодоутворювальних обмежень: 

  0 .r

l n k

x

 


  

У другому випадку – генерування k -ї одиниці – під 

час формування двійкового біноміального числа jX  після 

деякого 0zx  , 1z i n    породжуються тільки одиниці 

 

1

0

1

1 .

z

i i

x

z i n

q q


   
  

,  

тобто 1 2 1... 011...1j zX x x x  . Тоді з другої нерівності 

(1.1.5) випливає 

 1rq k  .  
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Це означає, що двійкове біноміальне число jX  за-

кінчується одиницею 1rx   та в числі наявне постійне чи-

сло 1r r rq q x q k      одиниць. Отже, для другого випа-

дку маємо таку систему кодоутворювальних обмежень: 

  1 .r

q k

x




  

Оскільки rx  може містити тільки два значення – 0 

або 1, то результуючі кодоутворювальні обмеження для 

двійкових  ,n k -біноміальних чисел матимуть такий  

вигляд: 

  0r

l n k

x

 


 і  1 .r

q k

x




  

Теорему доведено. 

Наведені в теоремі 1.2 системи обмежень (1.1.3) і 

(1.1.4) на можливі двійкові біноміальні числа є мінімаль-

ними (ненадлишковим) порівняно з чинними, зазначеними 

у [2–4]. Із систем обмежень (1.1.3) і (1.1.4) випливає, що 

нерівномірні двійкові  ,n k -біноміальні числа являють со-

бою конкатенацію сполучень нулів та одиниць і останньо-

го, що має фіксоване значення, розряду rx  числа (для 

першої системи обмежень – 0rx  , для другої системи 

обмежень – 1rx  ). 

Вимогу існування  ,n k -біноміального числа jX  у 

двійковій біноміальній системі числення можна задоволь-

нити за допомогою побудови чисел, відповідних системам 

обмежень (1.1.3) або (1.1.4). Ці числа реалізуються, оскіль-

ки зазначені обмеження не є внутрішньо суперечливими. 
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У таблиці 1.1 наведено всі двійкові біноміальні чис-

ла, що належать до  7,3 -біноміальної системи числення 

та розташовані в лексикографічному порядку [4]. 

Таблиця 1.1 – Двійкові  7,3 -біноміальні числа 

Н
о
м

ер
 

Біноміальні числа 

Н
о
м

ер
 

Біноміальні числа 

0 0 0 0 0   18 0 1 1 0 1  

1 0 0 0 1 0  19 0 1 1 1   

2 0 0 0 1 1 0 20 1 0 0 0 0  

3 0 0 0 1 1 1 21 1 0 0 0 1 0 

4 0 0 1 0 0  22 1 0 0 0 1 1 

5 0 0 1 0 1 0 23 1 0 0 1 0 0 

6 0 0 1 0 1 1 24 1 0 0 1 0 1 

7 0 0 1 1 0 0 25 1 0 0 1 1  

8 0 0 1 1 0 1 26 1 0 1 0 0 0 

9 0 0 1 1 1  27 1 0 1 0 0 1 

10 0 1 0 0 0  28 1 0 1 0 1  

11 0 1 0 0 1 0 29 1 0 1 1   

12 0 1 0 0 1 1 30 1 1 0 0 0 0 

13 0 1 0 1 0 0 31 1 1 0 0 0 1 

14 0 1 0 1 0 1 32 1 1 0 0 1  

15 0 1 0 1 1  33 1 1 0 1   

М
е
т

о
д
и

 а
д
а

п
т

и
вн

о
го

 б
ін

о
м

іа
л
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о
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н
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в
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х
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а
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и
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Продовження таблиці 1.1 
Н

о
м

ер
 

Біноміальні числа 

Н
о
м

ер
 

Біноміальні числа 

16 0 1 1 0 0 0 34 1 1 1    

17 0 1 1 0 0 1 

У роботах [3; 4] у докладній формі подано опис вла-

стивостей двійкових біноміальних чисел щодо їхніх пара-

метрів n , k  і довжини r , які сформульовані у вигляді 

окремих доведених теорем. Потрібно зазначити, що з ура-

хуванням удосконалених систем обмежень (1.1.3) і (1.1.4) 

доведення цих теорем матимуть простіший і систематич-

ний вигляд, оскільки тепер порядок виведення тверджень 

для двійкових біноміальних чисел, які належать як до сис-

теми обмежень (1.1.3), так і до системи обмежень (1.1.4), 

буде аналогічним. 

У цій монографії перелічимо лише необхідні власти-

вості двійкових  ,n k -біноміальних чисел, наведені в [3; 4], 

які безпосередньо стосуються розроблення методів біномі-

ального адаптивного стиснення двійкової інформації: 

1. Мінімальне і максимальне значення параметра k  

двійкової  ,n k -біноміальної системи числення 

 min 1k   і max 1k n  , 2,3,...n  . (1.1.6) 

2. Мінімальна кількість розрядів двійкових  ,n k -бі-

номіальних чисел 

  min min ,r k n k  . (1.1.7) 
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3. У двійкових  ,n k -біноміальних числах 

1 2... ... ,j i rX x x x x  що задають обмеження (1.1.3), кількість 

одиниць 

 q r n k   , (1.1.8) 

у тих, що задають обмеження (1.1.4), кількість нулів 

 l r k  . (1.1.9) 

4. Кількість одиниць у двійкових  ,n k -біномі-

альних числах jX , що формуються з урахуванням системи 

обмежень (1.1.3) 

 0,1,..., 1q k  . (1.1.10) 

Кількість нулів у двійкових  ,n k -біноміальних 

числах ,jX що формуються з урахуванням системи об-

межень (1.1.4) 

 0,1,..., 1l n k   . (1.1.11) 

5. Кількість d  різних довжин двійкових  ,n k -біно-

міальних чисел jX  дорівнює 

  max ,d k n k   (1.1.12) 

і, отже, утворений ними код є нерівномірним. 

6. Двійкові  ,n k -біноміальні числа задовольняють 

властивості префіксності, що означає те, що жодне число 

не є початком іншого. 
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1.2 Середня арифметична довжина двійкових  
біноміальних чисел повного діапазону 

Як випливає з теорем 1.1 і 1.2, двійкові  ,n k -бі-

номіальні числа мають різну кількість r  розрядів у межах 

 min , 1k n k r n     і, відповідно, утворений ними код є 

нерівномірним (табл. 1.1). Важливим завданням як для ро-

зроблення методів біноміального стиснення, перетворення 

і подання даних, так і для оцінювання ефективності цих 

методів, є завдання знаходження середньої довжини двій-

кових нерівномірних  ,n k -біноміальних чисел [13]. Ви-

конання такого завдання дозволить розробити більш точ-

ний і математично суворий механізм оцінювання складніс-

них характеристик алгоритмів біноміального стиснення і 

перетворення інформації, і, отже, забезпечити більш 

об’єктивний підхід до порівняння розроблених методів бі-

номіального стиснення даних із вже наявними. Equation 

Середнє арифметичне значення довжин r  двійко-

вих  ,n k -біноміальних чисел jX  визначається для випад-

ку, коли ,
k
nX C  і визначається без урахування ймовірно-

стей їхньої появи, тобто коли вони рівноймовірні, інакше 

кажучи, породжуються комбінаторним джерелом 
r

X  

[18; 19]. 

Розглянемо сімейство  ,A B , яке являє собою роз-

биття множини X  двійкових  ,n k -біноміальних чи-

сел jX , де перший клас A  містить l n k   нулів і q  оди-

ниць, 0 1q k    

   
1

/ 0 ,0 1
r

j r i

i

A X l n k x x k


  
        
  

 , (1.2.1)  
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а другий клас B  – q k  одиниць і l  нулів, 0 1l n k     

   
1

/ 1 ,0 1
r

j r i

i

B X q k x x n k


  
        
  

 . (1.2.2) 

Водночас X A B  , A B , A , B  . 

Далі умовимося, що комбінаторне джерело 
r

X  

генерує нерівномірні  ,n k -біноміальні числа 

1 2... ...j i rX x x x x ,  min , 1k n k r n     (теореми 1.1 і 1.2), 

 0,1ix  , 1,
k
nj C . 

Теорема 1.3. Середня арифметична довжина срL  

двійкових  ,n k -біноміальних чисел 
r

jX X , 

1,
k
nj C , рівна 

 
  

  

2

1 1
ср

k n k n
L

k n k

 


  
. (1.2.3) 

Доведення. Середнє арифметичне довжин r  чи-

сел jX ,  min , 1k n k r n     визначається як 

 

 

1

min ,

1 n

ср r

r k n k

L r N
N



 

  . (1.2.4) 

де N  – загальна кількість біноміальних чисел, 
r

N X ; 

rN  – кількість біноміальних чисел розрядності r . 

Дотримуючись розкладання множини 
r

X X  двій-

кових нерівномірних  ,n k -біноміальних чисел на два кла-

си A  і B , вираз (1.2.4) можна подати так: 
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1 11 n n

ср r r

r n k r k

L r N r N
N

 

  

 
      

 
  , (1.2.5) 

де rN   і rN   – кількості біноміальних чисел довжини r , 

що належать до першого A  і другого B  класів відповідно, 

 
1n

r

r n k

A N


 

   і 
1n

r

r k

B N




 .  

Згідно з (1.1.8) і (1.1.10), а також, тому що 

1
q

q n k qN C     [7, лема 2.4] для першого класу A  двійкових 

 ,n k -біноміальних чисел, випливає 

r n k q   , 0 1q k   , 1
q

r q n k qN N C   
   . (1.2.6) 

Згідно з (1.1.9) і (1.1.11), а також, тому що 

1
l

l k lN C    [7, лема 2.3] для другого класу B  двійкових 

 ,n k -біноміальних чисел, випливає 

r k l  , 0 1l n k    , 1
l

r l k lN N C  
   . (1.2.7) 

Перша і друга суми виразу (1.2.5) з урахуванням 

(1.2.6) і (1.2.7) набувають, відповідно, вигляду 

   

 

1 1 1

1
0 0

1

0

 ,

n k k
q q

r n k q n k q
r n k q q

k
q
n k q

q

r N n k q C n k C

n k C

  

    
   



 


        

 

  


 

 
1 1 1 1

1

0 0 0

n n k n k n k
l l l

r k l k l k l

r k l l l

r N k l C k C k C
      

   

   

          . 
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Використовуючи формулу підсумовування біноміа-
льних коефіцієнтів [16; 17; 25] 

 1

0

C C


 
   


  



 ,  

отримаємо 

   
1 1

1

0

n k
q k

r nn k q
r n k q

r N n k C n k C
 


 

  

      , 

1 1
1

0

n n k
l n k

r k l n

r k l

r N k C k C
  

 


 

     . 

Унаслідок цього за умови загальній кількості 
k
nN C  [7, теорема 2.15]  ,n k -біноміальних чисел jX  

вираз (1.2.5) для середнього арифметичного довжин біно-

міальних чисел jX  набуде вигляду 

  1 1k n k
n n

ср k
n

n k C k C
L

C

  
  

 . 

Далі за допомогою винесення множника 

 1k n k   з числа сполучень 
1k

nC


 і множника 

   1n k k   з числа сполучень 
1n k

nC
 

 отримаємо 

         

   
 

1 1

1 1

1 1 1 1

k k
n n

ср k
n

k n k n k C k n k k C
L

C

k n k k n k
k n k

n k k n k k

      
 

   
      

      
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  

  

2
.

1 1

k n k n

k n k

 


  
 

Теорему доведено. 
Розглядаючи далі структури першого A  (1.2.1) та 

другого B  (1.2.2) класів множини X  двійкових  ,n k -бі-

номіальних чисел jX , можна дійти таких висновків. Сі-

мейство  
0, 1q q k

A
 

 являє собою розбиття підмножини A , 

A X : 
1

0

k

q

q

A A




 , qA   , q qA A   , 

 , 0,1,..., 1q q k    , де 

 
1

/
r

q j i

i

A X A x q


  
   
  

 , (1.2.8) 

а сімейство  
0, 1l l n k

B
  

 являє собою розбиття підмножи-

ни B , B X : 
1

0

n k

l

l

B B
 



 , lB   , l lB B   , 

 , 0,1,..., 1l l n k     , де 

 
1

/
r

l j i

i

B X B x l


  
   
  

 . (1.2.9) 

Підмножини qA  або lB  будемо називати підкласами 

першого A  та другого B  класів множини X  відповідно. 

Теорема 1.4. Для двійкових  ,n k -біноміальних чи-

сел максимальне значення середньої довжини срL  

становить 
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2

max

1 1

max
2

ср ср

k n

n
L L

n
  

 


 (1.2.10) 

за умови 2k n , якщо n  – парне число, або 

 
  

max
1 1

1 2
max

3
ср ср

k n

n n
L L

n  

 
 


 (1.2.11) 

за умови  1 2k n  , якщо n  − непарне число, а 

мінімальне значення середньої довжини срL  рівне 

 
  

min
1 1

1 2
min

2
ср ср

k n

n n
L L

n  

 
   (1.2.12) 

за умови 1k   і 1k n  . 

Доведення. На підставі виразу 
k
nN C  

[4, теорема 2.15] і властивості біноміальних коефіцієнтів 

[16; 17] найбільшу кількість двійкових  ,n k -біноміальних 

чисел спостерігають за умови 2k n , якщо n  – парне, 

тобто коли 
2n

nC , або за умови  1 2k n  , якщо n  – не-

парне, тобто коли 
 1 2n
nC


. Водночас відповідно до 

1
q

q n k qN C     і 1
l

l k lN C    [4, леми 2.3, 2.4] збільшення 

кількості двійкових  ,n k -біноміальних чисел за умови 

зростання k  від нульового або зменшення  n k  від  

n -го значення до 2,n забезпечується завдяки додаванню 

підкласів qA  (1.2.8) або lB  (1.2.9) відповідно, що мають 

числа з великим значенням довжини r  (наслідки з тео-
рем 2.17, 2.18 із [4], а також [3]). Звідси середнє значен-

ня срL  має максимум за умови 2k n , якщо n  – парне, 
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і  1 2k n  , якщо n  – непарне, і мінімум за умови 1k   

і 1k n  . 

Далі, підставивши в (1.2.3) значення 2k n  і викона-

вши необхідні перетворення, отримуємо максимальну вели-
чину для середньої довжини двійкових біноміальних чисел 

   2 2 2

max 2 2
1 1

2 2
max

22
4 1 4

2 2

ср ср

k n

n n n n n
L L

nn n  

 
   

   
   

   

, 

коли n  – парне. Аналогічно, підставивши в (1.2.3) значен-

ня  1 2k n  , після нескладних перетворень одержуємо 

максимальну величину для середньої довжини двійкових 
біноміальних чисел 

      

 max

1 1

1 1 2 1 2
max

3 1 3
4

2 2

ср ср

k n

n n n n n
L L

n n n
  

    
  

    
  
  

, 

коли n  − непарне. Такий самий результат буде, якщо у ви-

раз (1.2.3) підставити значення  1 2k n  . 

Підставивши в (1.2.3) значення 1k   або 1k n  , 
отримуємо мінімальне значення середньої довжини двій-
кових біноміальних чисел 

  
min

1 1

1 2
min

2
ср ср

k n

n n
L L

n  

 
  . 

Теорему доведено. 
Відношення (1.2.3) кількісно визначає одну  

з важливих характеристик двійкових нерівномірних  

 ,n k -біноміальних чисел – їхню середню довжину залежно 

від параметрів чисел n  і k  (тобто відповідної двійкової 

 ,n k -біноміальної системи числення). 
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РОЗДІЛ 2  
СТИСНЕННЯ НА ОСНОВІ  

ДВІЙКОВИХ БІНОМІАЛЬНИХ ЧИСЕЛ 
 

2.1 Моделі стиснення та відновлення  
рівноважних комбінацій на основі двійкових  
біноміальних чисел 

Обґрунтування доцільності розроблення методів 

стиснення даних на основі двійкових  ,n k -біноміальних 

чисел jX  [20; 21], які генеруються  ,n k -біноміальними 

системами числення, такі: 

1) нерівномірність jX , довжина r  яких менше за 

довжину n  вихідних кодів-сполучень jY , які стискаються, 

що забезпечує коефіцієнт стиснення більше за одиницю 

(теорема 1.1, підрозділ 1.1); 

2) функціональність відповідностей G X Y  , 

 ,j jX Y G  і Z Y X  ,  ,j jY X Z  між множинами X  

біноміальних чисел jX  і Y  кодів-сполучень jY , що приз-

водить до бієктивних біноміальних відображень : X Y   

і 
1

:Y X


  та забезпечує взаємну однозначність коду-

вання [22; 23]; Equation Chapter 2 Section 1 

3) префіксність двійкових біноміальних чисел jX , 

що дозволяє без додаткових часових та апаратно-програм-

них витрат на формування роздільників проводити стиска-

льне кодування і відновлення кодів-сполучень jY  [3; 4]; 

4) розповсюдженість кодів-сполучень jY  (рівноваж-

них, квазірівноважних, з обмеженнями на взаємне розта-

шування одиниць тощо), котрі застосовують для подання 
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інформації в цифрових пристроях і комп’ютерних систе-

мах [22; 23]. 

Реалізація біноміального відображення 
1

:Y X


  

у межах побудови математичної моделі перерахування для 

вихідних двійкових n -розрядних послідовностей  j YY R Y  

із заданим обмеженням YR k  являє собою стиснення 

   : , ,bf Y n k X n k  

рівноважних комбінацій  ,jY Y n k  на основі двійкових 

 ,n k -біноміальних чисел  ,jX X n k . Зі свого боку, ре-

алізація біноміального відображення : X Y   у межах 

побудови математичної моделі генерування для  j YY R Y  

із заданим обмеженням YR k  означає відновлення 

   1
: , ,bf X n k Y n k


  

вихідних рівноважних комбінацій  ,jY Y n k  на основі 

двійкових  ,n k -біноміальних чисел  ,jX X n k . 

Нижченаведена теорема 2.1 наводить властивості 

відображення bf  і спосіб його практичної реалізації. Умо-

вимося операцію декатенації позначати символом "/". 

Теорема 2.1. Будь-якій двійковій послідовності 

1 2... ...j i nY y y y y ,  ,jY Y n k , 1,
k
nj C , складеної з 

n  розрядів iy , сума значень яких рівна k , можна 

поставити у відповідність єдине двійкове  ,n k -бі-

номіальне число 1 2... ...j i rX x x x x ,  ,jX X n k , 

r n  за допомогою функції  j b jX f Y  вигляду 
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 1 2 1
1 2

1 2 1

... ... 0 00...0
... ...

... ... 1 11...1 .
i n

j i r
i n

y y y y
X x x x x

y y y y





  


 (2.1.1) 

Доведення. Першим кроком є обґрунтування відпові-

дності jX , отриманого як результат функції (2.1.1), системам 

кодоутворювальних обмежень (1.1.3) і (1.1.4), а другим кро-

ком – функціональність відповідності  j b jX f Y , що 

означає одиничність jX  прообразу jY  за умови розгляну-

того відображення. 

На множині  ,Y n k  наявне розбиття  ,Y Y  , 

 , ,Y Y Y n k    Y Y   , де  1 2 1... ... 0j i nY Y y y y y     

й  1 2 1... ... 1j i nY Y y y y y     – класи еквівалентності за зна-

ченням ny . Застосувавши до jY Y   операцію декатенації, 

як подано (2.1.1), одержимо jX , які містять k  одиниць і 

1rx  , що задовольняє систему обмежень (1.1.4). Застосу-

вавши тепер до jY Y   операцію декатенації (2.1.1), одер-

жимо jX , які містять n k  нулів і 0rx  , що задовольняє 

вже систему обмежень (1.1.3). Тому що інших двійкових 

послідовностей jY , крім як jY Y   і jY Y   не існує, то 

всі jX , що є результатом  j b jX f Y  (2.1.1), являють со-

бою двійкові біноміальні числа  ,jX X n k . 

Одиничність образу jX , що відповідає jY , випли-

ває з того, що операція декатенації "/" не змінює зна-

чень iy  комбінацій jY . Отже, якщо j zY Y , то після (2.1.1) 

випливає j zX X . Теорему доведено. 
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Визначення 2.1. Методом стиснення bf  на основі 

двійкових  ,n k -біноміальних чисел (або біноміальним 

стисненням) називається відображення 

    : , ,bf Y n k X n k ,  

котре задається функцією вигляду 

  1 2

00...0,  0
... ...

11...1,  1
j n

j b j i r
j n

Y y
X f Y x x x x

Y y


   

, (2.1.2) 

де  ,Y n k  – множина вихідних двійкових n -розрядних пос-

лідовностей 1 2... ...j i nY y y y y , які мають число k  одиниць, 

 ,jY Y n k  

   1 2

1

, ... ... / , 0,1
n

j i n i i

i

Y n k Y y y y y y k y


  
    
  

 ; 

 ,X n k  – множина двійкових  ,n k -біноміальних чисел 

 ,jX X n k  

  

         
1 2, ... ... /

/ 0 1 .

i r

r r

X n k x x x x

l n k x q k x



       
 

Моделювання процесу стиснення bf  двійкових рів-

новажних комбінацій 1 2... ...j i nY y y y y  на основі двійкових 

 ,n k -біноміальних чисел jX  із застосовуванням теоре-

ми 2.1 і функції (2.1.1) складається з таких етапів. 

Етап 1. Визначається в n -розрядній рівноважній 

комбінації 1 2... ...j i nY y y y y , яка має число k  одиниць, 

значення останнього розряду ny . 
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Етап 2. Якщо 0ny  , то 

1 2 1 1 2 100...0 ... ... 0 00...0 ... ... 1j j i n i rX Y y y y y x x x x    , 

тобто від комбінації 1 2 1... ... 0j i nY y y y y   відкидаються всі 

нульові розряди, починаючи з 0ny  , до появи першої 

двійкової одиниці 1ry  , котра буде являти собою значен-

ня останнього розряду 1r rx y   вихідного  ,n k -біно-

міального числа 1 2 1... ... 1j i rX x x x x  . В іншому разі 

1 2 1 1 2 111...1 ... ... 1 11...1 ... ... 0j j i n i rX Y y y y y x x x x    , 

тобто від комбінації 1 2 1... ... 1j i nY y y y y   відкидаються всі 

одиничні розряди, починаючи з 1ny  , до появи першого 

двійкового нуля 0ry  , котрий буде являти собою значен-

ня останнього розряду 0r rx y   вихідного  ,n k -біномі-

ального числа 1 2 1... ... 0j i rX x x x x  . Водночас в обох випа-

дках значення інших розрядів залишаються без змін: 

1 1x y , 2 2x y ,…, 1 1r rx y  . 

Уведемо тепер у розгляд операцію конкатенації, яку 

позначимо як "  ". Ця дія є зворотною стосовно операції 

декатенації. 

Теорема 2.2. Будь-якому двійковому  ,n k -біно-

міальному числу 1 2... ...j i rX x x x x ,  ,jX X n k , 

r n  можна поставити у відповідність єдину двій-

кову рівноважну комбінацію 1 2... ...j i nY y y y y , 

 ,jY Y n k , 1,
k
nj C , складену з n  розрядів iy , 
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сума значень яких рівна k , за допомогою функції 

 1
j b jY f X


  вигляду 

 1 2 1
1 2

1 2 1

... ... 0 11...1
... ...

... ... 1 00...0 .
i r

j i n
i r

x x x x
Y y y y y

x x x x





    

 (2.1.3) 

Доведення. Першим кроком доказу є доведення то-

го, що jY , отримані унаслідок (2.1.3), є рівноважними ком-

бінаціями  ,jY Y n k , а другим – функціональність відпо-

відності  1
j b jY f X


 , що означає одиничність jY  прооб-

разу jX  за умови розглянутого відображення. 

Покажемо, що конкатенація з (2.1.3) вигляду 

 1 2 1... ... 0 11...1i rx x x x     (2.1.4) 

призводить до двійкової рівноважної комбінації 

 , ,jY Y n k  що має  n k  нулів і k  одиниць. Згідно із 

властивістю (1.1.10) 1 2 1... ... 0j i rX x x x x   містить  n k  

нулів і 0,1,..., 1q k   одиниць, а із властивості (1.1.8) ви-

пливає r n k q    (див. підрозділ 1.1). Додавання ряд-

ка 11...1 кількістю  n r  розрядів, щоб їхнє загальне чи-

сло для jY  стало рівним n , не змінює числа  n k  нулів, 

але призводить до такого результуючого значення числа 

одиниць: 

     q n r q n n k q k        .  

Отже, отримана із (2.1.4) комбінація є рівноважна 

 ,jY Y n k . 

Покажемо тепер, що конкатенація із (2.1.3) вигляду 
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 1 2 1... ... 1 00...0i rx x x x     (2.1.5) 

також призводить до двійкової рівноважної комбінації 

 ,jY Y n k , що має  n k  нулів і k  одиниць. Згідно із 

властивістю (1.1.11) 1 2 1... ... 1j i rX x x x x   містить k  оди-

ниць і 0,1,..., 1l n k    нулів, а із властивості (1.1.9) ви-

пливає r k l   (див. підрозділ 1.1). Додавання рядка 

00...0  кількістю  n r  розрядів, щоб їхнє загальне число 

для jY  стало рівним n , не змінює числа k  одиниць, але 

призводить до такого результуючого значення числа нулів: 

     l n r l n k l n k        .  

Отже, отримана із (2.1.5) комбінація теж є рівнова-

жна  ,jY Y n k . 

Звідси випливає, що область значень  1
j b jY f X


  

(2.1.3) становлять двійкові рівноважні комбінації 

 ,jY Y n k . 

Одиничність образу jY , що відповідає jX , випливає 

з того, що операція конкатенації "   " не змінює зна-

чень ix  чисел jX . Отже, якщо j zX X , то після (2.1.3) 

випливає j zY Y . Теорему доведено. 

Наслідок. Функція  1
j b jY f X


  може також мати 

такий вигляд: 

1 2

1 2

1 2

... ...

... ... 11...1,  якщо 0

... ... 00...0,  якщо  .

j i n

i r

i r

Y y y y y

x x x x q k

x x x x q k

 

   
    

 (2.1.6) 
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Моделювання процесу відновлення 
1

bf


 двійкових 

рівноважних комбінацій 1 2... ...j i nY y y y y  на основі двій-

кових  ,n k -біноміальних чисел jX  із використанням тео-

реми 2.2 і функції (2.1.3) складається з таких етапів. 

Етап 1. Визначається у двійковому  ,n k -біно-

міальному r -розрядному числі 1 2... ...j i rX x x x x , 

 ,jX X n k , r n , значення останнього розряду rx . 

Етап 2. Якщо 0rx  , то 

1 2 1 1 2 111...1 ... ... 0 11...1 ... ... 1j j i r i nY X x x x x y y y y      , 

тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2 1... ... 0j i rX x x x x   приєднуються одиничні розряди 

11...1: 1 2 ... 1r r ny y y     . В іншому разі 

1 2 1 1 2 100...0 ... ... 1 00...0 ... ... 0j j i r i nY X x x x x y y y y      , 

тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2 1... ... 1j i rX x x x x   приєднуються нульові розряди 00...0 : 

1 2 ... 0r r ny y y     . В обох випадках загальна кіль-

кість розрядів отриманої двійкової рівноважної комбіна-

ції jY  повинна становити n ,  ,jY Y n k . Водночас зна-

чення інших розрядів залишаються без змін: 1 1x y , 

2 2x y , …, r ry x . 

У випадках, коли є обмеження на довжину розряд-

ної сітки для зберігання поточної кількості розрядів jY , то 

більш вигідним є використання функції  1
j b jY f X


  ви-

гляду (2.1.6), яка вимагає обчислення q n  або l n . Тоді 
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метод моделювання процесу відновлення 
1

bf


 двійкових 

рівноважних комбінацій 1 2... ...j i nY y y y y  на основі двій-

кових  ,n k -біноміальних чисел jX  із використанням уже 

функції (2.1.6) буде складатися з таких етапів. 

Етап 1. Обчислюється у двійковому  ,n k -біно-

міальному числі 1 2... ...j i rX x x x x ,  ,jX X n k , r n , чи-

сло 
1

r

i

i

q x


  одиниць, 0 q k  . 

Етап 2. Якщо 0 q k  , то 

1 2 1 1 2 111...1 ... ... 0 11...1 ... ... 1j j i r i nY X x x x x y y y y      , 

тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2... ...j i rX x x x x  приєднуються одиничні розряди 11...1 

доти, поки їх не стане q k . В іншому разі 

1 2 1 1 2 100...0 ... ... 1 00...0 ... ... 0j j i r i nY X x x x x y y y y      , 

тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2... ...j i rX x x x x  приєднуються нульові розряди 00...0  до-

ти, поки їх не стане l n k  . В обох випадках маємо вихі-

дну рівноважну комбінацію jY ,  ,jY Y n k , значення ін-

ших розрядів якої 1 1x y , 2 2x y , …, 1 1r ry x  . 

Теорема 2.3. Відображення    : , ,bf Y n k X n k  є 

бієктивним. 

Доведення. Оскільки відповідності  j b jX f Y  і 

 1
j b jY f X


  є функціональні (теореми 2.1 і 2.2), тобто ко-
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жний елемент  ,jY Y n k  має єдиний образ  , ,jX X n k  а 

кожний елемент  ,jX X n k  – єдиний прообраз 

 ,jY Y n k , то відображення    : , ,bf Y n k X n k  є взає-

мно однозначним, або бієктивним. Теорему доведено. 

Результати відображення    : , ,bf Y n k X n k  і, 

отже,    1
: , ,bf X n k Y n k


  для випадку 8n   і 2k   на-

ведено в таблиці 2.1, у якій затінені комірки означають ро-

зряди рівноважних комбінацій jY , що відкидаються відпо-

відно до (2.1.1) або додаються до двійкових біноміальних 

jX  чисел відповідно до (2.1.3), 
2
81, 2,...,j C . 

Як приклад проведемо стиснення bf  вихідної рівно-

важної комбінації  16, 4jY Y  – 1000100001100000jY  . 

Згідно з (2.1.1) одержуємо стисле зображення jY  у вигляді 

 16,4jX X  

1000100001100000 00000 10001000011jX   . 

Водночас довжина результуючої комбінації скоро-

чується з 16 розрядів до 11, тобто в 1,45 раза. 

Відновлення 
1

bf


 рівноважної комбінації, напри-

клад  20,16jY Y , маючи двійкове біноміальне число 

 20,16jX X  – 010010jX  , проводиться згідно з (2.1.3) 

в такий спосіб: 

 010010 111111111111 010010111111111111jY    .  
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Таблиця 2.1 – Відповідність між  8,2Y  та  8,2X  

№ 

пор. 
Рівноважний код  8, 2Y  Множина  8, 2X  

0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0  

1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 

2 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 

3 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 

4 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 

5 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1  

6 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 

7 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 

8 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1  

9 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1   

10 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 

11 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 

12 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1  

13 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1   

14 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1    

15 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 

16 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 

17 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1  

18 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1   

19 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1    

20 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1     
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Продовження таблиці 2.1 

№ 

пор. 
Рівноважний код  8, 2Y  Множина  8, 2X  

21 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 

22 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 

23 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1  

24 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1   

25 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1    

26 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1     

27 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1      

З метою розширення застосування двійкових  

 ,n k -біноміальних чисел для стиснення інших кодових 

послідовностей розглянемо таку вихідну множину: 

 0,1
n

A  , jA A , 1 2... ...j i nA a a a a , 1, 2
n

j  , 

а також введемо до розгляду функцію  j w jY f A , яка 

приводить у відповідність вихідній послідовності jA  впо-

рядковану вибірку вигляду  , jk Y , де j jY A , і визначає 

відображення вигляду 

  j w jY f A , :wf A M , (2.1.7) 

    , / 0 , ,j jM k Y k n Y Y n k    . 
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2.2 Моделі узагальнених стиснення  
і відновлення на основі двійкових біноміальних  
чисел 

Відображення вигляду bf  й 
1

bf


 оперують із двійко-

вими n -розрядними комбінаціями  j YY R Y  із заданим 

обмеженням YR k , тобто число k  одиниць є величиною 

постійною, а  ,Y Y n k . Водночас потрібно врахувати, що 

на підставі властивостей двійкових  ,n k -біноміальних 

чисел (1.1.6) min 1k   і max 1k n  . Більш загальним є ви-

падок, коли k  може набувати будь-яких значень із задано-

го діапазону 0 k n  , а інформаційний масив A , що сти-
скається, являє собою множину 

  
0

,
n

k

A Y n k



  і  0,1
n

jA A  , 1, 2
n

j  ,  

двійкових n -розрядних jA , для яких є відсутнім обме-

ження за числом k  одиниць [21]. Equation Chapter 2 Section 2 

З урахуванням того, що двійкові  ,n k -біноміальні 

числа jX  є префіксними тільки для постійного значення 

k  [3; 4], то для однозначного відновлення  0,1
n

jA A   з 

чисел jX  випливає необхідність додатково використо-

вувати значення k  одиниць, вираженого у двійковому  

вигляді Bink . 

Стискуючи jA , необхідно використовувати функ-

цію wf  (2.1.7), що ставить у відповідність вихідній послі-

довності jA  вибірку  , jk Y , де j jY A . Далі, якщо отри-

мане значення k  задовольняє нерівності 0 k n  , то для 
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стиснення рівноважної комбінації jY , що відповідає ,jA  

використовується кодування bf  на основі двійкових біно-

міальних чисел. Водночас до стиснутих комбінацій для 

однозначного відновлення додається Bink , тобто викону-

ється додатково кодування вигляду kf . Якщо ж значен-

ня k  задовольняє системі рівностей    0 ,k k n    то 

кодована результуюча комбінація буде складатися тільки з 

Bink , тобто використано єдиний метод кодування .kf  

Отже, розглянемо відображення вигляду 

 :bgf A Z ,  

яке задано відповідною функцією 

  j bg jZ f A ,  

де 1 2... ...j i nA a a a a ,  0,1
n

jA A  ,  Bin ,j jZ k X  або 

BinjZ k , jZ Z , 1, 2
n

j  . Теорема 2.4 наводить власти-

вості відображення bgf  і спосіб його реалізації. 

Теорема 2.4. Будь-якій двійковій послідовності 

1 2... ...j i nA a a a a ,  0,1
n

jA A  , 1, 2
n

j   можна 

поставити у взаємну однозначну відповідність двій-

кову комбінацію jZ Z  такого вигляду: 

1) якщо 0 k n  , то 

 Binj jZ k X   , (2.2.1) 

де 
1

n

i

i

k a


  і  j b jX f Y ,  ,jX X n k , 

 ,jY Y n k A  ; 
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2) в іншому разі, якщо    0k k n   , то 

 BinjZ k . (2.2.2) 

Доведення. Наведемо доказ від зворотного. Спочатку 

розглянемо пряме :bgf A Z  й зворотне 
1

:bgf Z A


  відо-

браження для першого випадку – комбінації jZ  вигля-

ду (2.2.1). 

Припустимо, що за умови прямого відображен-

ня bgf  для jA  існують дві двійкові комбінації jZ   і jZ  , 

j jZ Z  . Нехай рівноважна комбінація jY  є результатом 

дії функції wf  (2.1.7), яка відбиває функціональну відпові-

дність між jA  і  , jk Y , де j jY A , тобто  ,
w

j j
f

A k Y . 

Оскільки j jY A , то згідно з теоремою 2.1 у комбінаці-

ях вигляду 

Binj jZ k X      і Binj jZ k X      

не можуть бути різними jX   і jX  , тобто j jX X  . Дотри-

муючись нашого припущення від зворотного, повинно бу-

ти Bin Bink k  , але jA  не може мати два різні значення 

числа k  одиниць, тобто Bin Bink k  . Унаслідок цього 

j j jZ Z Z    і наше припущення для прямого відображен-

ня bgf  є неправильним. Отже, двійковій послідовності jA  

можна поставити у відповідність єдину комбінацію jZ  ви-

гляду (2.2.1). 

Тепер припустимо, що за умови зворотного відо-

браження 
1

bgf


 для jZ  існують дві двійкові послідовності 

jA  і jA , j jA A  . Згідно з теоремою 2.2 двійковому  
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 ,n k -біноміальному числу jX  можна поставити у відпо-

відність єдину комбінацію jY . Дотримуючись зворотної 

функції 
1

wf


, маємо  
1

,
w

j j
f

k Y A

  і j jY A , тобто 

j j jA A A   . Тоді наше припущення про різні jA  і jA  для 

комбінації jZ , що належить до першого випадку (2.2.1), та-

кож є неправильним. 

Звідси для (2.2.1) за умови прямого bgf  і зворотно-

го 
1

bgf


 відображень є взаємна однозначність між jA  і jZ . 

Для другого випадку (2.2.2) взаємна однозначна ві-

дповідність jZ  і jA  обумовлюється одиничністю значень 

0k   або k n  для jA , які складаються з одних тільки 

нулів або одиниць відповідно. 

Очевидно, що справедливість доказування не змі-

ниться і в разі розгляду більш ніж двох різних jZ  , jZ  , … 

або ,jA  jA , … . Отже, є взаємна однозначна відповідність 

між jA  і jZ  за умови прямого bgf  і зворотного 
1

bgf


 відо-

бражень. Теорему доведено. 

Наслідок. Відображення :bgf A Z  є бієктивним. 

Насправді кожний елемент jA  має єдиний образ, а 

кожний елемент jZ  – єдиний прообраз для всіх jA A  і 

jZ Z . Звідси випливає бієктивність розглянутого відо-

браження bgf . 

Способи практичної реалізації відображень bgf  і 

1
,bgf


 зазначених у теоремі 2.4, можуть бути різними. Об-
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рані підходи до побудови bgf  і 
1

bgf


, методи кодування і 

сформовані для них моделі процесів у кінцевому підсумку 

впливають на швидкодію та об’єм апаратно-програмних ви-

трат за умови практичної реалізації узагальненого методу 

стиснення bgf  двійкових послідовностей, коли кількість k  

одиниць може набувати будь-яких значень у 0 k n  . 

Визначення 2.2. Узагальненим методом стиснен-

ня bgf  на основі двійкових  ,n k -біноміальних чисел (або 

узагальненим біноміальним стисненням) називається відо-

браження 

 :bgf A Z ,  

задане складною функцією вигляду 

 
   ,  0

,  0  ,
k w

bg
k b w

f f k k n
f

f f f k n

  
 

 
 (2.2.3) 

де A  – множина вихідних двійкових n -розрядних послідо-

вностей jA  

  0,1
n

jA A  , 1, 2
n

j  ,  
0

,
n

k

A Y n k



 ,  

    , ,Y n k Y n k   , k k  , 0 ,k k n   ;  

Z  – множина результуючих послідовностей jZ  

 o bZ Z Z  ,  

     / Bin , 0o j jZ Q Z Z k k k n       ,  

     , / Bin , ,0b j j jZ Q X n k Z Z k X k n      ,  
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  Bin / 0Q k k n   ;  

kf  – функція  j k jZ f Y , яка ставить у відповідність 

рівноважній комбінації j jY A  двійковий запис Bink  чис-

ла k  одиниць, де    0k k n   , і визначає відображен-

ня вигляду 

  : ,k of Y n k Z ,  

або функція  j k jZ f X , яка ставить у відповідність 

двійковому  ,n k -біноміальному числу  ,jX X n k  ре-

зультуючу послідовність Binj jZ k X   , якщо 0 k n  , 

і визначає відображення вигляду 

  : ,k bf X n k Z ;  

bf  – функція  j b jX f Y , яка ставить у відповідність 

рівноважній комбінації jY  двійкове  ,n k -біноміальне число 

 ,jX X n k  і визначає біноміальне відображення вигляду 

    : , ,bf Y n k X n k ;  

wf  – функція  j w jY f A , яка ставить у відповідність 

вихідній послідовності jA  упорядковану вибірку  , jk Y , де 

j jY A , і визначає відображення вигляду 

 :wf A M ,  

     , / 0 , ,j jM k Y k n Y Y n k    .  
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На підставі визначення 2.2 і виразу (2.2.3) складну 

функцію, що реалізує відображення :bgf A Z , можна 

записати як 

 
      

   
,  0

,  0  .

k w j

j bg j

k b w j

f f A k k n
Z f A

f f f A k n

   
  

 


 (2.2.4) 

Зі свого боку, зворотне відображення 
1

:bgf Z A


 , 

яке задається зворотною складною функцією 

 
   1 1

1

1 1 1

,  0

,  0  ,

w k
bg

w b k

f f k k n
f

f f f k n

 


  

   
 

 

 (2.2.5) 

являє собою відновлення з урахуванням наявного значення 

k  вихідних двійкових послідовностей jA . У разі 0 k n   

відновлення jA  проводиться на основі Bink  і двійкових 

 ,n k -біноміальних чисел  ,jX X n k , а в разі 0k   або 

k n  – на основі Bink  за допомогою генерування n  ну-

лів або одиниць відповідно. Такий вид відновлення будемо 

називати узагальненим біноміальним. На підставі (2.2.5) 

складну функцію, що реалізує зворотне відображення 
1

:bgf Z A


 , можна виразити ще як 

 

      

   

1

1 1

1 1 1

,  0

,  0  .

j bg j

w k j

w b k j

A f Z

f f Z k k n

f f f Z k n



 

  

 

   


 
 



 (2.2.6) 

Способи реалізації bf  і 
1

bf


 для методів узагальне-

них стиснення bgf  (2.2.4) і відновлення 
1

bgf


 (2.2.6) на пі-
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добласті визначення 0 k n   є аналогічними побудові 

цих функцій (теореми 2.1 і 2.2) для методів стиснення і ві-

дновлення рівноважних комбінацій на основі двійкових бі-

номіальних чисел. 

Способи реалізації складних функцій (2.2.4) і (2.2.6) 

на підобласті визначення    0k k n    визначаються 

простою операцією обчислення k  одиниць за умови стис-

нення bgf  і формуванням вихідної нульової або одиничної 

послідовності jA  за умови відновлення 
1

bgf


. 

З теорем 2.1 і 2.2, які обґрунтовують методи реалі-

зації відповідності, сформульованої теоремою 2.4, а також 

із самої теореми 2.4 випливають моделі процесів узагаль-

нених біноміальних стиснення bgf  і відновлення 
1

bgf


 

двійкових послідовностей. 

Моделювання процесу стиснення bgf  двійкових по-

слідовностей 1 2... ...j i nA a a a a ,  0,1
n

jA A  , 1, 2
n

j   

здійснюється на основі теорем 2.1 і 2.4, функції (2.1.1) і 

складається з таких етапів. 

Етап 1. Визначається кількість s  розрядів для 

двійкового подання Bink  числа k  одиниць, 0 ,k n   ви-

хідної n -розрядної послідовності 1 2... ...j i nA a a a a  

  2log 1s n    .  

Етап 2. Проводиться обчислення числа k  одиниць 

у вихідній n -розрядній послідовності 1 2... ...j i nA a a a a  

 
1

n

i

i

k a


 ,  
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у такий спосіб реалізуючи функцію    ,w j jf A k Y  і ви-

значаючи клас  ,Y n k  рівноважних комбінацій, до якого 

належить  ,jY Y n k , j jY A . 

Етап 3. Виконується перетворення числа k  оди-

ниць до його двійкового вигляду Bink , що складається із 

s  розрядів. 

Етап 4. Якщо число k  задовольняє системі рівнос-

тей    0k k n   , тобто  0,k n , то результуючою бу-

де комбінація вигляду BinjZ k , j oZ Z . В іншому разі 

наявне значення n  і обчислене значення k  являють собою 

параметри двійкової  ,n k -біноміальної системи числення 

і здійснюється перехід до наступних етапів для реалізації 

кодування   k b j jf f Y Z , j bZ Z . 

Етап 5. Визначається в n -розрядній рівноважній 

комбінації 1 2... ...j i nY y y y y , що має число k  одиниць, зна-

чення останнього розряду ny . 

Етап 6. Якщо 0ny  , то 

 1 2 1 1 2 100...0 ... ... 0 00...0 ... ... 1j j i n i rX Y y y y y x x x x    ,  

тобто від комбінації 1 2 1... ... 0j i nY y y y y   відкидаються всі 

нульові розряди, починаючи з 0ny  , до появи першої 

одиниці 1ry  , котра буде являти собою значення остан-

нього розряду 1r rx y    ,n k -біноміального числа 

1 2 1... ... 1j i rX x x x x  . В іншому разі 

1 2 1 1 2 111...1 ... ... 1 11...1 ... ... 0j j i n i rX Y y y y y x x x x    , 
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тобто від комбінації 1 2 1... ... 1j i nY y y y y   відкидаються всі 

одиничні розряди, починаючи з 1ny  , до появи першого 

нуля 0ry  , котрий буде являти собою значення остан-

нього розряду 0r rx y    ,n k -біноміального числа 

1 2 1... ... 0j i rX x x x x  . Водночас в обох випадках значення 

інших розрядів залишаються без змін: 1 1x y , 2 2x y , …, 

1 1r rx y  . 

Етап 7. Виконується конкатенація двійкових зна-

чення Bink  і  ,n k -біноміального числа jX , тобто коду-

вання  k j jf X Z  для випадку 0 k n   

 Binj jZ k X   ,  

у такий спосіб отримуючи результуючу комбінацію j bZ Z . 

У моделі процесу стиснення bgf  за умови викорис-

тання двійкового рахунку етапи 2 і 3 можна сполучити. 

Моделювання процесу відновлення 
1

bgf


 послідов-

ностей 1 2... ...j i nA a a a a ,  0,1
n

jA A  , 1, 2
n

j  , з комбі-

націй-образів jZ , j o bZ Z Z  , здійснюється на основі те-

орем 2.2 і 2.4, функції (2.1.3) і складається з таких етапів. 

Етап 1. Визначається кількість s  розрядів для 

двійкового подання Bink  числа k  одиниць, 0 ,k n   від-

новлюваної n -розрядної послідовності 1 2... ...j i nA a a a a  

  2log 1s n    .  

  



Cтиснення на основі двійкових біноміальних чисел 

54 

Етап 2. Здійснюється декатенація s  розрядів, по-

чинаючи з першого розряду комбінації jZ  

 Bin j jk Z X  або Bin jk Z ,  

у такий спосіб витягується 1 2Bin ... sk z z z  зі стислого обра-

зу jZ , що відповідає шуканій n -розрядній jA . Остання рів-

ність є випадком, коли тільки Bink  становить образ нульо-

вої або одиничної jA . Отже, реалізується декодуван-

ня  1
k jf Z


. 

Етап 3. Виконується перетворення двійкового зна-

чення Bink  до його десяткового еквівалента 

  dec Bink k .  

Етап 4. Якщо для k  виконується    0k k n   , 

то комбінація, що перетворюється, має вигляд BinjZ k  і 

тоді формується вихідна послідовність jA  вигляду 

       1 1 1 1
Bin 11...1j bg j w k j wA f Z f f Z f n

   
      

або 

       1 1 1 1
Bin 0 00...0j bg j w k j wA f Z f f Z f

   
    .  

В іншому разі комбінація має вигляд 

 Bin ,j jZ k X , а значення n  і k  являють собою параме-

три двійкової  ,n k -біноміальної системи числення. Далі 

здійснюється перехід до наступних етапів для реалізації 

декодування вигляду 
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    
      

1 1

1 1 1 1 1

,

.

bg j w j

w b j w b k j

f Z f k Y

f f X f f f Z

 

    

 

 
  

Етап 5. Здійснюється декатенація r  розрядів, по-

чинаючи із  1s  -го розряду комбінації jZ  

 Binj jX Z k ,  

у такий спосіб витягується 1 2 1 2... ... ...j s s s r i rX z z z x x x x    , 

 ,jX X n k , r n , зі стислого образу jZ , що відповідає 

шуканій n -розрядній послідовності jA . 

Етап 6. Визначається у двійковому  ,n k -біно-

міальному r -розрядному числі 1 2... ...j i rX x x x x  значення 

останнього розряду rx . 

Етап 7. Якщо 0rx  , то 

 1 2 1 1 2 111...1 ... ... 0 11...1 ... ... 1j j i r i nY X x x x x y y y y      ,  

тобто до  ,n k -біноміального числа 1 2 1... ... 0j i rX x x x x   

приєднуються одиничні розряди 11...1: 

1 2 ... 1r r ny y y     . В іншому разі 

 1 2 1 1 2 100...0 ... ... 1 00...0 ... ... 0j j i r i nY X x x x x y y y y      ,  

тобто до  ,n k -біноміального числа 1 2 1... ... 1j i rX x x x x   

приєднуються нульові розряди 00...0 : 

1 2 ... 0r r ny y y     . В обох випадках загальна кіль-

кість розрядів отриманої двійкової рівноважної комбіна-
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ції jY  повинно становити n ,  ,jY Y n k . Водночас зна-

чення інших розрядів залишаються без змін: 1 1x y , 

2 2x y , …, r ry x . Унаслідок   1
,w j jf k Y A


  отримує-

мо шукану n -розрядну послідовність 1 2... ...j i nA a a a a , де 

j jA Y  і 1 1a y , 2 2a y , …, n na y . 

Для реалізації етапу 7 процесу відновлення 
1

bgf


 рі-

вноважних комбінацій 1 2... ...j i nY y y y y  на основі двійко-

вих  ,n k -біноміальних чисел jX  можна також викорис-

товувати функцію  1
j b jY f X


  вигляду (2.1.6), яка вима-

гає обчислення q n  або l n . У цьому разі етапи 1–5 

зберігають свій колишній зміст, а етапи 6 і 7 перетворяться 

до наступного вигляду. 

Етап 6. Обчислюється у двійковому  ,n k -біно-

міальному числі 1 2... ...j i rX x x x x  кількість 
1

r

i

i

q x


  оди-

ниць, 0 q k  . 

Етап 7. Якщо 0 q k  , то 

1 2 1 1 2 111...1 ... ... 0 11...1 ... ... 1j j i r i nY X x x x x y y y y      , 

тобто до  ,n k -біноміального числа 1 2... ...j i rX x x x x  при-

єднуються одиничні розряди 11...1 доти, поки їх не стане 

q k . В іншому разі 

1 2 1 1 2 100...0 ... ... 1 00...0 ... ... 0j j i r i nY X x x x x y y y y      , 
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тобто до  ,n k -біноміального числа 1 2... ...j i rX x x x x  при-

єднуються нульові розряди 00...0  доти, поки їх не стане 

l n k  . В обох випадках маємо вихідну рівноважну ком-

бінацію jY ,  ,jY Y n k , значення інших розрядів якої 

1 1x y , 2 2x y , …, r ry x . Унаслідок   1
,w j jf k Y A


  

отримуємо шукану n -розрядну послідовність 

1 2... ...j i nA a a a a , де j jA Y  і 1 1a y , 2 2a y , …, n na y . 

Під час виконання операцій порівняння над двійко-

вими числами етапи 3 і 4 у моделі відновлення 
1

bgf


 можна 

сполучити. 

З метою зменшення часу відновлення jA  операцію 

обчислення на етапі 1 можна замінити операцією пошуку 

значень s  у таблицях із довільним доступом, у яких зале-

жно від k  утримуються шукані значення чисел розрядів 

для двійкового подання Bink . 

Деякі результати відображень :bgf A Z , 

1
:bgf Z A


  для 24n  , де  

24
0,1jA A  ,

24
1,2j  , на-

ведені в таблиці 2.2. Якщо 0 23k  , то застосовується 

складна функція кодування k b wf f f , в іншому разі, тоб-

то за умови    0 24k k    – складна функція кодуван-

ня k wf f . Відношення довжин двійкового подання jA  і 

jZ  для цієї таблиці змінюється в межах від 0,86 до 4,8, а 

їхнє середнє значення для всієї розглянутої таблиці стано-

вить приблизно 2,15. 
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Таблиця 2.2 – Відповідність між деякими двійковими 

jA  і jZ  за умови 24n   

Двійкова послідовність jA  

Двійкова комбінація jZ  

Bin k  jX  або порожній рядок  

000000000000000000000000 00000  

000000000000000000001001 00010 00000000000000000000100 

000000001000011000000000 00011 000000001000011 

001100001110011100100000 01001 0011000011100111001 

011100010000000000000000 00100 01110001 

011111011001010000101100 01100 0111110110010100001011 

100000000000000000000000 00001 1 

111000010001110111111111 10000 111000010001110 

111111111111111111111110 10111 11111111111111111111111 

111111111111111111111111 11000  

Як приклад розглянемо узагальнене біноміальне сти-

снення двійкової 24-розрядної послідовності вигляду 

100010011000111100000000jA  , 

використовуючи вищенаведену модель процесу стиснен-

ня bgf  на основі теорем 2.1 і 2.4, функції (2.1.1). 

Етап 1. Визначається кількість s  розрядів для 

двійкового подання Bink  числа k  одиниць, 0 24k  , 

вихідної 24-розрядної послідовності jA  

 2log 25 5s     .  
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Етап 2. Проводимо обчислення числа k  двійко-

вих одиниць у вихідній 24-розрядній послідовності 

100010011000111100000000jA   

 
24

1

8i

i

k a


  .  

у такий спосіб реалізуючи функцію    ,w j jf A k Y  і ви-

значаючи клас рівноважних комбінацій  24,8Y , до якого 

ставиться jA ,  24,8j jA Y Y  . 

Етап 3. Виконується перетворення числа 8k   

одиниць до його двійкового вигляду Bin8 01000 , що 

складається із 5s   розрядів. 

Етап 4. Оскільки число 8k   двійкових одиниць не 

задовольняє системі рівностей    0 24k k   , то наявне 

значення 24n   та обчислене значення 8k   являють со-

бою параметри двійкової  24,8 -біноміальної системи чи-

слення і здійснюється перехід до наступних етапів для реа-

лізації кодування   k b j jf f Y Z , j bZ Z . 

Етап 5. Визначається в 24-розрядній рівноважній 

комбінації 100010011000111100000000jY  , що має число 

8k   одиниць, значення останнього розряду 24 0y  . 

Етап 6. Оскільки 24 0y  , то 

 00000000 1000100110001111j jX Y  ,  

тобто від комбінації 100010011000111100000000jY   від-

кидаються всі нульові розряди, починаючи з 24 0y  , до 

появи першої одиниці 16 1y  , яка буде являти собою зна-



Cтиснення на основі двійкових біноміальних чисел 

60 

чення останнього розряду 16 16 1x y    24,8 -біномі-

ального числа 1000100110001111jX  . Водночас значення 

інших розрядів залишаються без змін: 1 1 1x y  ,

2 2 0x y  , …, 15 15 1x y  . 

Етап 7. Виконується конкатенація двійкових 

Bin8 01000  і  24,8 -біноміального числа 

1000100110001111jX  , тобто кодування вигляду 

 k j jf X Z  для випадку 0 24k   

 
01000 1000100110001111

010001000100110001111 ,
jZ    


  

у такий спосіб отримуючи результуючу комбінацію jZ . 

Тепер розглянемо приклад узагальненого біноміаль-
ного відновлення з комбінації-образу 

 10000111000010001110jZ  ,  

двійкової 24-розрядної послідовності 1 2 24... ...j iA a a a a  

(значення 24n   попереднє відомо), використовуючи ви-

щенаведену модель процесу відновлення 
1

bgf


 на основі те-

орем 2.2 і 2.4, функції (2.1.3). 

Етап 1. Визначається кількість s  розрядів для 

двійкового подання Bink  числа k  одиниць, 0 24k  , 
відновлюваної 24-розрядної послідовності 

1 2 24... ...j iA a a a a  

 2log 25 5s     .  

Етап 2. Здійснюється декатенація 5s   розрядів, 

починаючи з першого розряду комбінації jZ , у такий спо-

сіб витягується 
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 Bin 10000k  ,  

зі стислого образу jZ , що відповідає шуканій 24-розрядній 

послідовності jA . Отже, реалізується  1
Bink jf Z k


 . 

Етап 3. Виконується перетворення двійкового зна-

чення Bin 10000k   до його десяткового еквівалента 

  dec 10000 16k   .  

Етап 4. Оскільки для значення k  не виконуєть-

ся    0 24k k   , то комбінація має вигляд 

  Bin 16 ,j jZ X , а значення 24n   і 16k   являють со-

бою параметри двійкової  24,16 -біноміальної системи 

числення. Далі здійснюється перехід до наступних етапів 

для реалізації декодування вигляду 

        1 1 1 1
,bg j w j w b jf Z f k Y f f X

   
  ,  

тобто декатенації запису  Bin 16 10000  і  24,16 -біно-

міального числа jX  із наявної комбінації 

10000111000010001110jZ  , формування рівноважної 

комбінації jY , що має 16k   двійкових одиниць, і на її ос-

нові вихідної послідовності jA . 

Етап 5. Здійснюється декатенація 15r   розря-

дів, починаючи з 6-го розряду комбінації 

10000111000010001110jZ   

10000 111000010001110j jX Z  , 
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у такий спосіб витягується 111000010001110jX  , 

 24,16jX X , 15 24r n   , зі стислого образу jZ , що 

відповідає шуканій 24-розрядній jA . 

Етап 6. Визначається у двійковому  24,16 -біномі-

альному 15-розрядному числі 111000010001110jX   зна-

чення останнього розряду 15 0x  . 

Етап 7. Оскільки 15 0x  , то 

111111111 111000010001110 111111111

111000010001110111111111 ,
j jY X      


 

тобто до біноміального числа 111000010001110jX    

приєднуються одиничні розряди 111111111: 

16 17 24... 1y y y    . Загальна кількість розрядів одержу-

ваної двійкової рівноважної комбінації jY  повинна стано-

вити 24n  ,  24,16jY Y . Водночас значення інших роз-

рядів jY  залишаються без змін: 1 1 1x y  , 2 2 1x y  , …, 

15 15 0x y  . Унаслідок виконання   1
16,w j jf Y A


  оде-

ржуємо шукану 24-розрядну послідовність 

111000010001110111111111jA  , 

де j jA Y  і 1 1 1a y  , 2 2 1a y  , …, 24 24 1a y  . 

 

2.3 Метод оцінювання меж застосування  
стиснення на основі двійкових біноміальних чисел 

Область застосування будь-якого методу стиснення 

інформації визначено насамперед тим, що довжина резуль-

туючого стислого образу повинна бути менше, ніж довжина 
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вихідної інформаційної послідовності [5–7]. З метою підви-

щення ефективності застосування біноміального стиснен-

ня bf  необхідно розв’язати такі задачі [24]:  

1) визначення області застосування bf  для випадку, 

коли k  є величина постійна, а вихідний масив, який стис-

кається, являє собою масив двійкових n -розрядних кодів-

комбінацій jY , що задовольняють обмеженню ,YR k  тоб-

то масив рівноважних комбінацій  ,jY Y n k ; 

2) визначення області застосування bf  для випадку, 

коли k  може набувати будь-які значення із заданого діапа-

зону 0 ,k n   а вихідний масив, який стискається, являє 

собою масив двійкових n -розрядних кодів-комбінацій jY  

із різними значеннями обмежень YR k . 

Розв’язок першої задачі ґрунтується на теоремі 1.1 і 

властивості (1.1.7) (підрозділ 1.1), з яких випливає, що до-

вжина r  двійкових  ,n k -біноміальних чисел задовольняє 

нерівності  min , 1k n k r n    . Водночас, очевидно, що 

для повної множини  ,Y n k ,   Card ,
k
nY n k C , середня 

довжина срL  двійкових  ,n k -біноміальних чисел, яка ви-

значається згідно з теоремою 1.3 і співвідношенню (1.2.3), 

буде менше ніж n . Отже, стиснення n -розрядних двійко-

вих комбінацій  ,jY Y n k  на основі  ,n k -біноміальних 

чисел застосоване для будь-якого фіксованого значення k . 

Графік середньої довжини  срL f k  за умови 

32n   і 0 32k  , відповідно до таблиці 2.3, подано на 

рисунку 2.1. Вигляд графічної залежності та її значення за 

умови 0 32k   демонструють, що середня довжина срL  
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стиснених образів – двійкових  32,k -біноміальних чисел – 

менше за вихідну довжину 32n   двійкових комбінацій 

 32,jY Y k , які стискаються. 

Таблиця 2.3 – Значення середньої довжини 

 срL f k  за умови 32n   і 0 32k   

k  0 2 4 6 8 10 12 14 16 

срL  0 21,94 26,26 28,06 29,01 29,57 29,89 30,06 30,12 

k  18 20 22 24 26 28 30 32 – 

срL  30,06 29,89 29,57 29,01 28,06 26,26 21,94 0 – 

Розв’язок другої задачі – визначення області стис-

нення bf  для випадку, коли 0 k n   пов’язаний із рішен-

ням щодо значень n  і k  нерівності вигляду 

 s r n  , (2.3.1) 

де s  – кількість розрядів, необхідних для зберігання чис-

ла k  одиниць послідовності jY , яка стискається. 

Сума в лівій частині нерівності (2.3.1) являє собою 

довжину jl s r   результуючої стислої послідовності піс-

ля bgf  для випадку, коли k  є змінна з діапазону 0 .k n   

Оскільки кількість різних значень k  дорівнює 1n , то чи-

сло двійкових розрядів  для подання , зберігання якого 

необхідно для однозначного відновлення  зі стислого 

образу , становить . Тоді загальний ви-

гляд для довжини  стислої послідовності 

 , (2.3.2) 

s k

jY

jX  2log 1s n   

jl

 2log 1jl n r    
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Рисунок 2.1 – Графік середньої довжини  срL f k   

за умови 32n   і 0 32k   

а нерівність (2.3.2) для визначення області стиснення bgf  

перетворюється як 

  2log 1n r n     .  

Теорема 2.5. За відображення bgf  максимальне 

значення для jl  

  max 2
0
max log 1 1j

k n
L l n n

 
       , (2.3.3) 

а мінімальне  
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    min 2
0
min min , log 1j

k n
L l k n k n

 
       . (2.3.4) 

Доведення. Максимум maxL  і мінімум minL  довжи-

ни jl  (2.3.2) визначаються максимальним maxr  і мініма-

льним minr  кількостями розрядів двійкового  ,n k -біно-

міального числа. Згідно з теоремою 1.1 і властивістю (1.1.7) 

(підрозділ 1.1), відповідно, маємо max 1r n  , а 

 min min ,r k n k  . Звідси випливають рівності (2.3.3) і 

(2.3.4). Теорему доведено. 

Теорема 2.6. Для будь-яких цілих 2n   виконуєть-

ся нерівність 

  max 2log 1 1L n n n       , (2.3.5) 

а для будь-яких цілих 10n   і 0 k n   наявне 

    min 2min , log 1L k n k n n       . (2.3.6) 

Доведення. Доведемо спочатку справедли-

вість maxL n  за умови 2n  . Перейдемо від (2.3.5) до  

нерівності 

  2log 1 1n n n    , (2.3.7) 

доказ якого однозначно буде визначати істинність (2.3.5), 

оскільки    2 2log 1 log 1n n     . Після перетворень у 

лівій і правій частинах нерівності (2.3.7), використовуючи 

властивість логарифмів [26, 27], одержуємо 

  2log 1 1n   або  2 2log 1 log 2n  .  

На підставі того, що логарифмічна функція є функ-

цією, що точно монотонно зростає [26; 27], можемо зроби-
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ти висновок, що 1 2n   або 2n  . Отже, істинність нері-

вності (2.3.5) за умови 2n   доведено. 

Тепер наведемо обґрунтування minL n  за умови 

будь-яких цілих 10n   і 0 k n  . Нехай n  – парне число 

й 2k n , що визначає доказ minL n  для найгіршого ви-

падку, означаючи в такий спосіб, що за умови n  – непарне 

й 2k n  нерівність (2.3.6) тим паче буде виконуватися. 

Отже, 

  2log 1
2

n
n n     .  

Скористаємося рівністю    2 2log 1 log 1 1n n           і 

перейдемо до нерівності такого вигляду 

  2log 1 1
2

n
n n    ,  

обґрунтування якої однозначно буде визначати і посилю-

вати істинність (2.3.6), оскільки    2 2log 1 log 1n n     . 

У вищенаведеній нерівності перенесемо одиницю і 

доданок 2n  з лівої частини в праву для зручності потен-

ціювання 

 2log 1 1
2

n
n    . 

Далі, потенціюючи обидві частини цієї нерівності за 

ступенем 2, отримуємо 

 2 2
1 2

n
n


   або 

2
2 2 2

n
n  . 
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Відомо [16; 17; 25], що числа сполучень 

0 2
2 2

1
n

n n
C C   і 

 2 21
2 2

2
n

n n
C C n


  . Праву частину нері-

вності подамо в такому вигляді: 
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2 .
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n

k
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n C




 




      

  

 



  

Звідси випливає, що 

 
 4 2

2

2

2 2 2

n
k
n

k

n n C





      або 

 4 2

2

2

n
k
n

k

n C





  . 

Ліва частина нерівності n  є 1 1
2 22 2 n nn n n C C    . 

Звідси 

 4 2
1 1

2 2 2

2

n
k

n n n

k

C C C





   . 

Але в правій частині нерівності будь-який із біномі-

альних коефіцієнтів 2
k
nC  за умови  2,3,..., 4 2k n   є бі-

льшим за значенням, ніж 
1

2nC , оскільки 1k  . Водночас 

кількість коефіцієнтів 2
k
nC  повинна бути не менше ніж два 

і, відповідно, повинна виконуватися умова   4 2 2n  , 

тобто 10n  . З огляду на те, що доказ проводився для най-

гіршого випадку, коли n  – парне число і 2k n , то нерів-

ність (2.3.6) буде істинною і для непарного n , 2k n     
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або 2k n    . Отже, нерівність (2.3.6) виконується для 

будь-яких цілих 10n   і 0 k n  . Теорему доведено. 

З погляду практики застосування стиснення на ос-

нові двійкових  ,n k -біноміальних чисел jX  для випадку 

вихідних послідовностей  0,1
n

jA A  , 1, 2
n

j   теоре-

ма 2.6 дозволяє зробити висновки: 

1) умови для стиснення двійкових n -розрядних jA  

з’являються, якщо 10n  ; 

2) існує область значень r , для яких з урахуван-

ням (2.3.2) виконується нерівність вигляду 

  2log 1jl n r n      . (2.3.8) 

Очевидно, необхідність використання Bink  для од-

нозначного відновлення стислих комбінацій на основі 

двійкових  ,n k -біноміальних чисел, коли значення k  

може змінюватися в межах 0 k n  , буде призводити до 

зниження ступеня стиснення. Мінімізувати негативний 

ефект від застосування Bink , пов’язаний із збільшенням 

кількості розрядів стислої комбінації, можливо, завдяки 

використанню процедури перемикання між кодуванням bf  і 

векторним кодуванням vf , тобто тотожним перетворенням 

вихідної послідовності в саму себе, що дозволить збільшити 

швидкість стиснення і відновлення даних. Як основу для 

вибору між bf  і vf  можна запропонувати нерівність вигля-

ду (2.3.8), але тоді разом із Bin k  для однозначного декоду-

вання виникає необхідність застосовувати двійкові значен-

ня Bin q  або Bin l , оскільки довжина r  є функцією q  або l  

(властивості (1.1.8), (1.1.9), підрозділ 1.1). Як наслідок, це 

ще більшою мірою знизить ступінь стиснення. Тому значен-

ня r  у нерівності (2.3.8) пропонується замінити значен-
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ням срL  середньої довжини двійкових  ,n k -біноміальних 

чисел 

    2log 1bg срL f n L n      , (2.3.9) 

яке є функцією відомого n  і обчисленого k  і дає можли-

вість обмежитися для відновлення початкової послідовно-

сті із стислого образу службовим словом Bink . 

За умови відображення bgf  максимальне значення 

для  bgL f  на підставі теореми 1.4 (підрозділ 1.2) становить 

 

   

   

max

0
2

2
1 1

max

max log 1
2

bg bg

k n

b
k n

L f L f

n
L f n

n

 

  

 

      

  

за умови n  парного значення або 

 

     

 
  

max
1 10

2

max max

1 2
log 1

3

bg bg b
k nk n

L f L f L f

n n
n

n

   

  

 
     

  

за умови n  непарного значення. Мінімальне значення 

для  bgL f  має вигляд 

      min 2

0

min log 1bg bg

k n

L f L f n

 

     .  

Теорема 2.7. Для будь-яких цілих 2n   виконуєть-

ся нерівність 

    
2

max 2log 1
2

bg

n
L f n n

n
      

, (2.3.10) 
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якщо n  – парне число, або 

    
  

max 2

1 2
log 1

3
bg

n n
L f n n

n

 
      

, (2.3.11) 

якщо n  – непарне число, а для будь-яких цілих 

4n   наявне 

    min 2log 1bgL f n n     . (2.3.12) 

Доведення. Доведемо справедливість  max bgL f n  

за умови парного 2n  . Перейдемо від (2.3.10) до нерівності 

  
2

2log 1
2

n
n n

n
  


, (2.3.13) 

доказ якого однозначно буде визначати істинність (2.3.10), 

оскільки    2 2log 1 log 1n n     . Після перетворень у 

лівій і правій частинах нерівності (2.3.13) одержуємо 

    2
22 log 1

2

n n n
n

n

  



   

       2
22 log 1 2n n n n n        

  
    2

22 log 1

2

n n n
n

n

  



   

       2
22 log 1 2n n n n n        

      2 2
22 log 1 2n n n n n        

     22 log 1 2n n n   . 
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Використовуючи властивості логарифмів [26; 27], 

останню нерівність можна уявити так: 

  2
2 2log 1 log 4

n n
n


  . 

На підставі того, що логарифмічна функція є функці-

єю, що точно монотонно зростає [26; 27] можемо зробити 

висновок, що виконання попередньої нерівності обумовле-

но виконанням нерівності вигляду 

   2
1 4

n n
n


  . (2.3.14) 

Загалом функція 
n

n  зростає значно швидше, ніж фу-

нкція 
n

a , де a  – постійна [17]. Як свідчить вигляд (2.3.14), 

уже для парних 2n   указана нерівність стає справедливою. 

Доведемо справедливість  max bgL f n  за умови 

непарного значення 1n  . Провівши такі перетворення, як 

у попередньому випадку, використовуючи (2.3.11), отри-

муємо внаслідок цього нерівність 

   3 1
1 4

n n
n

 
  , (2.3.15) 

умови виконання якої визначають умови справедливос-

ті (2.3.11). На підставі тих же самих міркувань, що функ-

ція 
n

n  зростає значно швидше, ніж функція 
n

a , де a  – пос-

тійна [17], і вигляду (2.3.15) можна зробити висновок, що вже 

для непарних 3n   вказана нерівність стає справедливою. 

Отже, можна зробити висновок, що  max bgL f n  

виконується для будь-яких 2n  . 
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Тепер наведемо обґрунтування  min bgL f n  за 

умови 4n  . Скористаємося нерівністю  2log 1n     

 2log 1 1n    і перейдемо від (2.3.12) до нерівності 

 2log 1 1n n   , 

доказування якої однозначно визначає і підсилює істин-

ність (2.3.12). 

У наведеній вище нерівності перенесемо одиницю з 

лівої частини в праву для зручності потенціювання. Далі, 

потенціюючи обидві частини цієї нерівності за основою 2, 

отримуємо 

 
1

1 2
n

n


   або 2 2 2
n

n  .  

Відомо [17; 25], що числа сполучень 
1 1n
n nC C n


   і 

0
1

n
n nC C  . Праву частину нерівності подамо в такому  

вигляді: 
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Повертаючись до попередньої нерівності, маємо 

 
2

2

2 2 2 2
n

k
n

k

n n C




    . 

Очевидно, що ліва частина нерівності точно менша 

за праву за умови будь-яких цілих 4n  . Звідси нерівність 

(2.3.12) також справедлива. Теорему доведено. 



Cтиснення на основі двійкових біноміальних чисел 

74 

З теореми 2.7 можна зробити висновок, що за умови 

4n   функція  bgL f  (2.3.9) має точки перетину з лінією 

 f k n , паралельною осі абсцис. Зважаючи, що функ-

ція срL  є симетричною щодо лінії 2k n  (припустимо, 

що n  – непарне, значення 2k n  є числом раціональним), 

паралельній осі ординат, можна зробити висновок, що та-

ких точок перетину буде дві – b  і b , де b bn   . 

Водночас 

1 max
b

b
k L

k


  , 

1 min
b

b
k H

k


  , 

являють собою межі множин – нижньої  1,2,..., 1b bL    

і верхньої  1, 2,..., 1b b bH n      областей значень  

k  двійкових одиниць, для яких використання методу 

стиснення bgf  на основі двійкових  ,n k -біноміаль-

них чисел є доцільним. І, навпаки, існує множина 

 , 1,...,v b b bM      − область значень k  двійкових 

одиниць, що розташована на числовій осі між bL  і bH , для 

якої метод bgf , що розглядається, дає збільшення серед-

ньої довжини  bgL f  результуючої комбінації. За умови 

   0k k n    розглядається тільки двійкове Bink . 

Графіки функцій    bgL f k  і  k n   за умови 

64n   і 0 64k   подані на рисунку 2.3. Їхній перетин іс-

нує для значень 7b   і 57b   чисел одиниць (за умови 

округлення до найближчого цілого), які розташовуються 
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симетрично щодо вертикальної лінії 2 32k n  . Очевид-

но, що діапазони 0 7k   і 57 64k   значень k  оди-

ниць за заданого 64n   становлять, відповідно, області bL  

і bH  застосування стиснення bf  на основі двійкових біно-

міальних чисел, коли   64bgL f  . 

 

Рисунок 2.3 – Графіки    bgL f k  і   64k  ,  

області bL  і bH  ефективного і bM   

неефективного використання bgf  за умови заданого 64n   

Розв’язання рівняння 

 
  

  2

2
log 1

1 1

k n k k
n n

k n k

 
       

, (2.3.16) 

0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64
0

7

14

21

28

35

42

49

56

63

70

Область Lb  

ефективного  

застосування fbg 

0 < k < 7 

Область Hb  

ефективного  

застосування fbg 

57 < k < 64 

Область Mb неефективного  

застосування fbg 

7 ≤ k ≤ 57 

n = 64 

L(fbg) = φ(k) 

αb = 7 b = 57 



Cтиснення на основі двійкових біноміальних чисел 

76 

яке випливає із (2.3.9), щодо bk   і bk  , де b bn   , 

для пошуку областей bL  і bH  дозволить ефективно вико-

ристовувати стиснення bgf  на основі двійкових біноміаль-

них чисел. 

За допомогою групування доданків, які мають од-

накові ступені 
2

k  і k , від рівності (2.3.16) перейдемо до 

повного квадратного рівняння вигляду 

      2
2 2 1 0k n k n n         , (2.3.17) 

де  2log 1n     . Знаходження коренів b , b  рівнян-

ня (2.3.17) проводиться відповідно до формули [27; 28] 

 
 

 

2
,

2 2
b b

n D
 



  



,  

де      
22

2 4 2 1D n n n         – дискримінант 

рівняння (2.3.17). 

Деякі значення b  і b , отримані внаслідок програ-

много моделювання в системі комп’ютерної алгебри 

Mathcad для різних n , подано в додатку А. 

 
2.4 Моделі адаптивного стиснення  

і відновлення на основі двійкових біноміальних  
чисел 

Наявність області bM  (рис. 2.3) неефективного ви-

користання методу стиснення bgf  на основі двійкових  

біноміальних чисел означає, що для значень b bk    
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відношення довжини n  вихідної послідовності jA  до се-

редньої довжини  bgL f  результуючих  Bin ,j jZ k X  

 2

1
log 1 ср

n

n L


   

. 

Незважаючи на це, у множині випадків для всього 

обсягу повідомлень, що генерує інформаційне джерело A , 

це співвідношення може бути більше ніж одиниця, що за-

лежить від значень імовірнісних (статистичних) показників 

самого джерела A  даних. 

З метою збільшення швидкодії методів стиснення і 

відновлення на основі двійкових біноміальних чисел про-

понується (за умови їхньої практичної реалізації) ввести в 

моделі процесів стиснення і відновлення процедуру вибору 

методів кодування bf  або vf  для вихідної двійкової  

n -розрядної послідовності  0,1
n

jA A  , яка містить 

0 k n   одиниць. 

Під час стиснення jA  необхідно застосовувати фу-

нкцію wf , яка ставить у відповідність вихідній послідов-

ності jA  вибірку  , jk Y , де j jY A  ((2.1.7), підрозділ 2.1). 

Далі, якщо отримане значення k  одиниць задовольняє си-

стемі нерівностей видуEquation Chapter 2 Section 4 

 
0

 ,
b

b

k

k n





 
  

 (2.4.1) 

то для кодування послідовності  ,j jA Y Y n k   викорис-

товують кодування bf  на основі двійкових біноміальних 

чисел. Якщо для значення k  виконується нерівність ви-

гляду b bk   , то реалізується метод векторного коду-
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вання vf . Водночас в обох випадках до комбінацій, які ко-

дуються, для однозначного відновлення стислої послідов-

ності додається двійкове число k  одиниць – Bink , тобто 

виконується додаткове кодування kf . Якщо ж значення  

k  одиниць задовольняє системі рівностей    0k k n   , 

то результуюча комбінація складається тільки з Bink , 

тобто застосовують лише метод kf . 

Отже, розглянемо відображення вигляду 

 :bvf A Z ,  

яке задається відповідною функцією 

  j bv jZ f A ,  

де 1 2... ...j i nA a a a a ,  0,1
n

jA A  , а jZ Z  може набува-

ти вигляду  Bin ,j jZ k X ,  Bin ,j jZ k Y  або BinjZ k , 

1,2
n

j  . Нижченаведена теорема 2.8 наводить властивості 

відображення bvf  і спосіб його реалізації. 

Теорема 2.8. Будь-якій двійковій n -розрядній пос-

лідовності 1 2... ...j i nA a a a a A   можна поставити у 

взаємну однозначну відповідність за допомогою ві-

дображень bvf  і 
1

bvf


 двійкову комбінацію jZ Z  

такого вигляду: 

1) якщо    0 b bk k n      , то 

 Binj jZ k X   , (2.4.2) 

де 
1

n

i

i

k a


  і  ,jX X n k ; 
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2) якщо b bk   , то 

 Binj jZ k Y  , (2.4.3) 

де  ,jY Y n k , j jY A ; 

3) в іншому разі, якщо    0k k n   , то 

 BinjZ k . (2.4.4) 

Доведення. Перш ніж почати доведення зазначимо, 

що рівноважна комбінація jY  є результатом дії функції wf , 

яка відображає відповідність  ,
w

j j
f

A k Y , j jY A . 

Наведемо доказування від протилежного. Спочатку 

розглянемо пряме відображення :bvf A Z . Припустимо, 

що для jA  існують дві двійкові комбінації jZ   і jZ  , 

.j jZ Z   

Для випадку (2.4.2), коли Binj jZ k X   , відо-

браження bvf  являє собою звуження bf  на множині 

 ,A Y n k  , A A  , елементи j jY A  якого задовольня-

ють умовам (2.4.1). Звідси bvf  зберігає властивості відо-

браження bf  і, відповідно, підпадає під дію теореми 2.1. 

Отже, у комбінаціях (2.4.2) 

 Binj jZ k X      і Binj jZ k X       

не можуть бути різними jX   і jX  , тобто j jX X  . На під-

ставі нашого припущення має бути Bin Bink k  , але jA  

не може мати два різних значення числа k  одиниць, тобто 

Bin Bink k  . Унаслідок цього j j jZ Z Z    і наше при-

пущення для випадку (2.4.2) є неправильним. 
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Для випадку (2.4.3) рівність j j jZ Z Z    визнача-

ється тим, що в комбінаціях вигляду 

Binj jZ k Y      і Binj jZ k Y      

послідовності j jY A   і j jY A   не можуть бути різними за 

умовою теореми, тобто j j jA A A   , а два відмінних один 

від одного значення числа k  одиниць для єдиної jA  не є 

можливими, тобто Bin Bink k  . Звідси маємо 

j j jZ Z Z    і для випадку (2.4.3). 

Для випадку (2.4.4) однозначна відповідність jA  і 

jZ  обумовлюється одиничністю значень 0k   або k n  

для jA , що складаються з одних тільки нулів або одиниць 

відповідно. 

Отже, наше припущення для прямого відображен-

ня bvf  виявляється неправильним. Отже, вихідній jA  мо-

жна поставити у відповідність єдину jZ  вигляду (2.4.2), 

(2.4.3) або (2.4.4). 

Тепер розглянемо зворотне відображення 
1

: .bvf Z A


  Припустимо, що для jZ  існують дві двійкові 

послідовності jA  і jA , j jA A  . 

Для випадку (2.4.2), коли Binj jZ k X   , відо-

браженням 
1

bvf


 також, як і bvf , є звуження відображен-

ня 
1

bf


 на множину Z Z  , елементи jZ  якого є образами 

послідовностей jA , котрі задовольняють (2.4.1). Тоді 
1

bvf


 

зберігає властивості 
1

bf


 і підпадає під дію теореми 2.2, 
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тобто j j jA A A   . Наше припущення щодо різних jA  

і jA  для комбінації jZ  у випадку (2.4.2) виявляється не-

правильним. 

Для випадку (2.4.3) рівність j j jA A A    визначено 

самою комбінацією Binj jZ k Y  , яка містить jA  в яв-

ному вигляді, оскільки j jY A , тобто припущення про дві 

jA  і jA , j jA A   для jZ  за умови розгляду цього випадку 

також є неправильним. 

Для випадку (2.4.4) однозначна відповідність jZ  і jA  

обумовлена одиничністю значень 0k   або k n  для jA , 

що складаються з одних тільки нулів або одиниць відповідно. 
Очевидно, що справедливість доказування не змі-

ниться і в разі розгляду більш ніж двох різних jZ  , jZ  , … 

або jA , ,jA  … . Отже, є взаємна однозначна відповідність 

між jA  і jZ  за умови прямого bvf  і зворотного 
1

bvf


 відо-

бражень. Теорему доведено. 

Наслідок. Відображення :bvf A Z  є бієктивним. 

Насправді кожний елемент jA  має єдиний образ, а 

кожний елемент jZ  – єдиний прообраз для всіх jA A  та 

jZ Z . Звідси випливає бієктивність відображення bvf . 

Об’єднуючи в одну систему рівності (2.4.2), (2.4.3) і 
(2.4.4) з урахуванням умов їхнього застосування, для ре-

зультуючої комбінації jZ  отримаємо 

   
   

Bin ,  0

Bin ,  0

Bin ,   .
j j b b

j b b

k k k n

Z k X k k n

k Y k

 

 

   


       
    

 (2.4.5) 
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Способи практичної реалізації відображень bvf  і 

1
bvf


, указаних у теоремі 2.8, можуть бути різними. Вибрані 

підходи до побудови bvf  і 
1

bvf


, розроблені методи коду-

вання та моделі процесів, які для них формуються, у кінце-

вому підсумку впливають на швидкодію та обсяг витрат 

пропонованого методу стиснення bvf  даних, який викори-

стовує процедуру перемикання між біноміальним коду-

ванням bf  на основі двійкових біноміальних чисел і векто-

рним кодуванням vf . 

Визначення 2.3. Методом біноміально-векторного 

стиснення bvf  називається відображення 

 :bvf A Z ,  

яке задається складною функцією вигляду 

   
   

,  0

,  0

,   ,

k w

bv k b w b b

k v w b b

f f k k n

f f f f k k n

f f f k

 

 

  


     
  

 (2.4.6) 

де A  – множина вихідних двійкових n -розрядних послідо-

вностей jA  

 0,1
n

jA A  , 1, 2
n

j  ,  
0

,
n

k

A Y n k



 , 

   , ,Y n k Y n k   , k k  , 0 ,k k n   ; 

Z  – множина результуючих послідовностей jZ  

o b vZ Z Z Z   , 
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    / Bin , 0o j jZ Q Z Z k k k n       , 

 

      
,

/ Bin , , 0

b

j j j b b

Z Q X n k

Z Z k X k k n 

  

      
, 

    , / Bin , ,v j j j b bZ Q Y n k Z Z k Y k       , 

 Bin / 0Q k k n   ;  ,jY Y n k ,  j w jY f A ; 

kf  – функція  j k jZ f Y , яка ставить у відпо-

відність рівноважній комбінації j jY A  двійковий за-

пис Bink  числа k  одиниць, де    0k k n   , і визначає 

відображення вигляду 

  : ,k of Y n k Z ,  

або функція  j k jZ f X , яка ставить у відповідність 

двійковому  ,n k -біноміальному числу  ,jX X n k  ре-

зультуючу послідовність Binj jZ k X   , якщо 

   0 b bk k n      , і визначає відображення вигляду 

 : ,k bf X n k Z , 

або функція  j k jZ f Y , яка ставить у відповідність 

j jY A  результуючу послідовність Binj jZ k Y  , якщо 

b bk   , і визначає відображення вигляду 

 : ,k vf Y n k Z ; 
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bf  – функція  j b jX f Y , яка ставить у відповід-

ність рівноважній комбінації jY  двійкове  ,n k -біно-

міальне число  ,jX X n k  і визначає біноміальне відо-

браження вигляду 

   : , ,bf Y n k X n k ; 

vf  – функція  j v jY f Y  або  idY j jY Y , яка перево-

дить рівноважну комбінацію jY  у себе і визначає тотож-

не відображення (перетворення) вигляду 

   : , ,vf Y n k Y n k ; 

wf  – функція  j w jY f A , яка ставить у відповід-

ність вихідній послідовності jA  упорядковану вибірку 

 , jk Y , де j jY A , і визначає відображення вигляду 

:wf A M , 

    , / 0 , ,j jM k Y k n Y Y n k    . 

На підставі визначення 2.3 і виразу (2.4.6) складну 

функцію, що реалізує відображення :bvf A Z , можна 

записати як 

 

      

       

   

, 0

, 0

,  .

j bv j

k w j

k b w j b b

k v w j b b

Z f A

f f A k k n

f f f A k k n

f f f A k

 

 

 

   



     


 


 (2.4.7) 
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Зі свого боку, зворотне відображення 
1

:bvf Z A


 , 

яке задає зворотна складна функція (беручи до уваги 
1

v vf f

 ) 

   

   

1

1 1

1 1 1

1 1

,  0

,  0

,   ,

bv

w k

w b k b b

w v k b b

f

f f k k n

f f f k k n

f f f k

 

 



 

  

 



   


     


 

 (2.4.8) 

являє собою відновлення з урахуванням наявного значен-

ня k  вихідних двійкових послідовностей jA . У випадку 

   0k k n    відновлення jA  проводиться на основі 

Bink , у випадку    0 b bk k n       – на основі 

Bink  і двійкових біноміальних чисел  ,jX X n k , а у 

випадку b bk    – на основі тотожного відображення 

відновлюваної комбінації в себе j jY A . Такий вид відно-

влення будемо називати біноміально-векторним. На підс-

таві (2.4.8) складну функцію, що реалізує зворотне відо-

браження 
1

:bvf Z A


 , можна виразити ще як 

 

      

       

   

1

1 1

1 1 1

1 1

, 0

, 0

,  .

j bv j

w k j

w b k j b b

w v k j b b

A f Z

f f Z k k n

f f f Z k k n

f f f Z k

 

 



 

  

 

 

   



     

  


  (2.4.9) 

Способи реалізації складних функцій (2.4.7) і (2.4.9) 

на підобласті визначення, коли    0k k n    і 
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   0 b bk k n      , для методу біноміально-

векторного стиснення bvf  є аналогічними способам побу-

дови функцій (2.1.1) або (2.1.3) для методу стиснення bgf  

на основі двійкових біноміальних чисел на всій області 

значень 0 k n  . 
Способи реалізації складних функцій (2.4.7) і (2.4.9) 

на підобласті визначення, коли b bk   , ґрунтуються на 

досить простих операціях обчислення k  одиниць, конка-

тенації і декатенації двійкового коду Bink  і відображення 

вихідної послідовності jA  в саму себе. 

З теорем 2.1 і 2.2, які вказують і обґрунтовують ме-
тоди реалізації відповідності, сформульованої теоре-
мою 2.8, а також із самої теореми 2.8, випливають моделі 

процесів біноміально-векторного стиснення bvf  і віднов-

лення 
1

bvf


 двійкових послідовностей. 

Моделювання процесу стиснення bvf  двійкових по-

слідовностей 1 2... ...j i nA a a a a ,  0,1
n

jA A  , 1, 2
n

j   

здійснюється на основі теорем 2.1 і 2.8, функції (2.1.1) і 
складається з таких етапів. 

Етап 1. Визначається кількість s  розрядів для 

двійкового подання Bink  числа k  одиниць, 0 k n  , ви-

хідної n -розрядної послідовності 1 2... ...j i nA a a a a  

 2log 1s n    . 

Етап 2. Проводиться обчислення числа k  двійко-

вих одиниць у вихідній n -розрядній послідовності 

1 2... ...j i nA a a a a  

1

n

i

i

k a


 , 
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у такий спосіб реалізуючи функцію    ,w j jf A k Y  і ви-

значаючи клас  ,Y n k  рівноважних комбінацій, до якого 

належить  ,jY Y n k , j jY A . 

Етап 3. Виконується перетворення числа k  оди-

ниць до його двійкового вигляду Bink , що складається із  

s  розрядів. 

Етап 4. Якщо число k  задовольняє системі рівнос-

тей    0k k n   , то результуючою буде комбінація ви-

гляду BinjZ k , j oZ Z . В іншому разі виконується пе-

рехід до наступного етапу. 

Етап 5. Якщо число k  задовольняє системі нерів-

ностей 

0

 ,
b

b

k

k n





 
  

 

то наявне значення n  і обчислене значення k  являють со-

бою параметри двійкової  ,n k -біноміальної системи чис-

лення і здійснюється перехід до наступних етапів для реа-

лізації кодування   k b j jf f Y Z , j bZ Z . В іншому разі 

виконується перехід до етапу 9 для реалізації кодування 

вигляду   k v j jf f Y Z , j vZ Z . 

Етап 6. Визначається в n -розрядній рівноважній 

комбінації 1 2... ...j i nY y y y y , що має число k  одиниць, 

значення останнього розряду ny . 

Етап 7. Якщо 0ny  , то 

1 2 1 1 2 100...0 ... ... 0 00...0 ... ... 1j j i n i rX Y y y y y x x x x    , 
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тобто від комбінації 1 2 1... ... 0j i nY y y y y   відкидаються всі 

нульові розряди, починаючи з 0ny  , до появи першої 

двійкової одиниці 1ry  , котра являтиме собою значення 

останнього розряду 1r rx y    ,n k -біноміального числа 

1 2 1... ... 1j i rX x x x x  . В іншому разі 

1 2 1 1 2 111...1 ... ... 1 11...1 ... ... 0j j i n i rX Y y y y y x x x x    , 

тобто від комбінації 1 2 1... ... 1j i nY y y y y   відкидаються всі 

одиничні розряди, починаючи з 1ny  , до появи першого 

двійкового нуля 0ry  , котрий являтиме собою значення 

останнього розряду 0r rx y    ,n k -біноміального числа 

1 2 1... ... 0j i rX x x x x  . Водночас в обох випадках значення 

інших розрядів залишаються без змін: 1 1x y , 2 2x y , …, 

1 1r rx y  . 

Етап 8. Виконується конкатенація двійкових значень 

Bink  і  ,n k -біноміального числа jX , тобто кодування ви-

гляду  k j jf X Z , для випадку    0 b bk k n       

Binj jZ k X   , 

у такий спосіб отримуючи результуючу комбінацію j bZ Z . 

Етап 9. Виконується конкатенація двійкових зна-

чення Bink  і рівноважної комбінації jY , тобто кодування 

вигляду   k v j jf f Y Z , для випадку b bk    

Binj jZ k Y  , 

у такий спосіб отримуючи результуючу комбінацію j vZ Z . 
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У моделі процесу стиснення bvf  за умови викорис-

тання двійкового рахунку етапи 2 і 3 можна сполучити. 

Моделювання процесу відновлення 
1

bvf


 послідов-

ностей 1 2... ...j i nA a a a a ,  0,1
n

jA A  , 1, 2
n

j   з комбі-

націй-образів jZ , j o b vZ Z Z Z    здійснюється на основі 

теорем 2.2 і 2.8, функції (2.1.3) і складається з таких етапів. 

Етап 1. Визначається кількість s  розрядів для 

двійкового подання Bink  числа k  одиниць, 0 k n  , ві-

дновлюваної n -розрядної послідовності 1 2... ...j i nA a a a a  

 2log 1s n    . 

Етап 2. Здійснюється декатенація s  розрядів, по-

чинаючи з першого розряду комбінації jZ  

Bin j jk Z X , Bin j jk Z Y  або Bin jk Z , 

у такий спосіб витягується 1 2Bin ... sk z z z  зі стислого об-

разу jZ , що відповідає шуканій n -розрядній послідовнос-

ті jA . Остання рівність є випадком, коли тільки Bink   

являє собою образ нульової або одиничної jA . Тоді реалі-

зується декодування  1
k jf Z


. 

Етап 3. Виконується перетворення двійкового зна-

чення Bink  до його десяткового еквівалента 

  dec Bink k .  

Етап 4. Якщо для значення k  виконується 

   0k k n   , то комбінація, що перетворюється, має ви-

гляд BinjZ k , і тоді формується послідовність jA  вигляду 

      1 1 1 1
Bin 11...1j bv j w k j wA f Z f f Z f n

   
     
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або 

      1 1 1 1
Bin 0 00...0j bv j w k j wA f Z f f Z f

   
    . 

В іншому разі робиться перехід до наступного етапу. 

Етап 5. Якщо для значення k  виконується 

 
0

 ,
b

b

k

k n





 
  

  

то комбінація має вигляд  Bin ,j jZ k X , а значення n  і 

k  являють собою параметри двійкової  ,n k -біноміальної 

системи числення. Далі здійснюється перехід до подаль-

ших етапів для реалізації декодування вигляду 

        1 1 1 1 1 1
bv j w b j w b k jf Z f f X f f f Z
     

  . В іншому 

разі комбінація має вигляд  Bin ,j jZ k Y  і для реалізації 

        1 1 1 1
bv j w v j w v k jf Z f f Y f f f Z
   

   виконується 

перехід до етапу 9. 

Етап 6. Здійснюється декатенація r  розрядів, по-

чинаючи з  1s  -го розряду комбінації jZ  

Binj jX Z k , 

у такий спосіб витягується 1 2 1 2... ... ...j s s s r i rX z z z x x x x    , 

 ,jX X n k , r n , зі стислого образу jZ , що відповідає 

шуканій n -розрядній послідовності jA . 

Етап 7. Визначається у двійковому  ,n k -біномі-

альному r -розрядному числі 1 2... ...j i rX x x x x  значення 

останнього розряду rx . 
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Етап 8. Якщо 0rx  , то 

1 2 1 1 2 111...1 ... ... 0 11...1 ... ... 1j j i r i nY X x x x x y y y y      , 

тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2 1... ... 0j i rX x x x x   приєднуються одиничні розряди 

11...1: 1 2 ... 1r r ny y y     . В іншому разі 

1 2 1 1 2 100...0 ... ... 1 00...0 ... ... 0j j i r i nY X x x x x y y y y      , 

тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2 1... ... 1j i rX x x x x   приєднуються нульові розряди 00...0 : 

1 2 ... 0r r ny y y     . В обох випадках загальна кіль-

кість розрядів отриманої двійкової рівноважної комбіна-

ції jY  повинна становити n ,  ,jY Y n k . Водночас зна-

чення інших розрядів залишаються без змін: 1 1y x , 

2 2y x , …, r ry x . Унаслідок   1
,w j jf k Y A


  отримує-

мо шукану n -розрядну послідовність 1 2... ...j i nA a a a a , де 

j jA Y  і 1 1a y , 2 2a y , …, n na y . 

Етап 9. Виконується декатенація n  розрядів, почи-

наючи з  1s  -го розряду комбінації jZ  

Binj jY Z k , 

у такий спосіб витягується рівноважна комбінація jY  зі 

стислого образу jZ . Унаслідок   1
,w j jf k Y A


  отримує-

мо шукану n -розрядну послідовність 1 2... ...j i nA a a a a , де 

j jA Y  і 1 1a y , 2 2a y , …, n na y . 
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Для реалізації етапу 8 процесу відновлення 
1

bvf


 рі-

вноважних комбінацій 1 2... ...j i nY y y y y  на основі двійко-

вих  ,n k -біноміальних чисел jX  можна також викорис-

товувати функцію  1
j b jY f X


  вигляду (2.1.6), яка вима-

гає обчислення q n  або l n . У цьому разі етапи 1–6 і 9 

зберігають свій колишній зміст, а етапи 7 і 8 перетворяться 
до наступного вигляду. 

Етап 7. Обчислюється у двійковому  ,n k -біномі-

альному числі 1 2... ...j i rX x x x x  кількість – 
1

r

i

i

q x


  оди-

ниць, 0 q k  . 

Етап 8. Якщо 0 q k  , то 

1 2 1 1 2 111...1 ... ... 0 11...1 ... ... 1j j i r i nY X x x x x y y y y      , 

тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2... ...j i rX x x x x  приєднуються одиничні розряди 11...1 

доти, поки їх не стане q k . В іншому разі 

1 2 1 1 2 100...0 ... ... 1 00...0 ... ... 0j j i r i nY X x x x x y y y y      , 

тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2... ...j i rX x x x x  приєднуються нульові розряди 00...0  до-

ти, поки їх не стане l n k  . В обох випадках маємо вихі-

дну рівноважну комбінацію jY ,  ,jY Y n k , значення ін-

ших розрядів якої 1 1y x , 2 2y x , …, r ry x . 

Унаслідок   1
,w j jf k Y A


  отримуємо шукану n -роз-



Методи біноміального адаптивного стиснення двійкових даних 

93 

рядну послідовність 1 2... ...j i nA a a a a , де j jA Y  і 1 1a y , 

2 2a y , …, n na y . 

Під час виконання операцій порівняння двійкових 
чисел етапи 3 і 4, а також етапи 3 і 5 у моделі відновлен-

ня 
1

bvf


 можна сполучити. 

З метою зменшення часу відновлення jA  операцію 

обчислення на етапі 1 можна замінити операцією пошуку 

значень s  у таблицях із довільним доступом, у яких зале-

жно від k  утримуються шукані значення чисел розрядів 

для двійкового подання Bink . 

Деякі результати відображень :bvf A Z , 

1
:bvf Z A


  для 54n  , де  

54
0,1A  , 

54
1,2j  , наведено 

в таблиці 2.4. Системи умов для реалізації функцій коду-

вання k wf f , k b wf f f  і k v wf f f  для цього випадку 

вказані в таблиці 2.5 (на основі додатка А, табл. А.1). 

Таблиця 2.4 – Відповідність між деякими двійковими 

jA  і jZ  за умови 54n   

1.1 000000000000000000000000000000000000000000000000000000 

1.2 000000 

2.1 001100100000000000000000000000000000000000000000000000 

2.2 000011.0011001 

3.1 100000000000000000100000000000100000000000000000000000 

3.2 000011.1000000000000000001000000000001 

4.1 001111111110011111111011111111111111111111111111111111 

4.2 110001.0011111111100111111110 

5.1 101111000111001110010101111010111011101111100111011100 

5.2 100011.101111000111001110010101111010111011101111100111011100 
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Таблиця 2.5 – Умови застосування функцій  

кодування k wf f , k b wf f f  і k v wf f f  за умови 54n   

k wf f  k b wf f f  k v wf f f  

 0

54

k

k




 0 6

48 54

k

k

 

 
 6 48k   

У таблиці 2.4 у рядках, пронумерованих 1.1, 2.1, 3.1, 

4.1 і 5.1, указані вихідні двійкові послідовності 

 
54

0,1 ,jA   а в рядках 1.2, 2.2, 3.2, 4.2 і 5.2 – стиснені 

комбінації jZ , які їм відповідають. У рядку 1.2 міститься 

результат кодування k wf f , у рядках 2.2, 3.2 і 4.2 – ре-

зультат застосування функції k b wf f f , а в рядку 5.2 – 

результат застосування функції k v wf f f . Двійковий за-

пис числа k  одиниць у комбінаціях jZ  умовно відділений 

крапкою від jX  або jY . Відношення довжин двійкового 

подання jA  і jZ  для цієї таблиці змінюється в межах від 

0,9 до 9, а їхнє середнє значення для всієї таблиці 2.4 ста-

новить приблизно 3,49. 

Як приклад розглянемо біноміально-векторне стис-

нення двійкової 54-розрядної послідовності jA  вигляду 

101111011110111110111111111111111111111111111111111111,  

використовуючи вищенаведену модель процесу стиснен-

ня bvf  на основі теорем 2.1 і 2.8, функції (2.1.1). 

Етап 1. Визначається кількість s  розрядів для 

двійкового подання Bink  числа k  одиниць, 0 54,k   

вихідної 54-розрядної послідовності jA  
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2log 55 6s     . 

Етап 2. Проводиться обчислення числа k  двійко-

вих одиниць у вихідній 54-розрядній послідовності jA  

54

1

50i

i

k a


  , 

у такий спосіб реалізуючи функцію    ,w j jf A k Y  і ви-

значаючи клас рівноважних комбінацій  54,50Y , до якого 

належать ,jA   54,50j jA Y Y  . 

Етап 3. Виконується перетворення числа 50k   

одиниць до його двійкового вигляду Bin50 110010 , який 

складається із 6s   розрядів. 

Етап 4. Оскільки число 50k   не задовольняє сис-

темі рівностей    0 54k k   , то виконується перехід до 

наступного етапу. 

Етап 5. Оскільки число 50k   задовольняє системі 

нерівностей 

 0 6

48 54 ,

k

k

 

 
  

то наявне значення 54n   та обчислене значення 50k   

являють собою параметри двійкової  54,50 -біноміальної 

системи числення і здійснюється перехід до подальших 

етапів для реалізації кодування вигляду   k b j jf f Y Z , 

j jY A : формування  54,50 -біноміального числа 

 j b jX f Y ,  54,50jX X , і конкатенації двійкового за-

пису Bin50 110010  до сформованого jX . 



Cтиснення на основі двійкових біноміальних чисел 

96 

Етап 6. Визначається в 54-розрядній рівноважній 

комбінації jY , яка має число 50k   двійкових одиниць, 

значення останнього розряду 54 1y  . 

Етап 7. Оскільки 54 1y  , то 

111111111111111111111111111111111111

101111011110111110 ,
j jX Y 


 

тобто від комбінації jY  відкидаються всі одиничні роз-

ряди, починаючи з 54 1y  , до появи першого двійко-

вого нуля 18 0y  , який буде являти собою значення 

останнього 18 18 0x y    54,50 -біноміального числа 

101111011110111110jX  . Водночас значення інших роз-

рядів залишаються без змін: 1 1 1,x y   2 2 0x y  , …, 

17 17 1x y  . 

Етап 8. Виконується конкатенація двійкових зна-

чення Bin50 110010  і  54,50 -біноміального числа 

101111011110111110jX  , тобто кодування вигляду 

 k j jf X Z  для випадку    0 6 48 54k k      

110010 101111011110111110

110010101111011110111110 ,
jZ    


 

у такий спосіб отримуючи результуючу комбінацію jZ . 

Тепер розглянемо приклад біноміально-вектор-

ного відновлення двійкової 54-розрядної послідовності 

1 2 54... ...j iA a a a a  (значення 54n   є попередньо відомим) 

з комбінації-образу 

110010101111011110111110jZ  , 
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використовуючи вищенаведену модель процесу віднов-

лення 
1

bvf


 на основі теорем 2.2 і 2.8, функції (2.1.3). 

Етап 1. Визначається кількість s  розрядів для 

двійкового подання Bink  числа k  одиниць, 0 54k  , ві-

дновлюваної 54-розрядної послідовності 1 2 54... ...j iA a a a a  

2log 55 6s     . 

Етап 2. Здійснюється декатенація 6s   розрядів, 

починаючи з першого розряду комбінації jZ , у такий спо-

сіб витягується 

Bin 110010k   

зі стислого образу jZ , відповідного шуканій двійковій  

54-розрядній послідовності jA . Отже, реалізується 

 1
Bink jf Z k


 . 

Етап 3. Виконується перетворення двійкового зна-

чення Bin 110010k   до його десяткового еквівалента 

 dec 110010 50k   . 

Етап 4. Оскільки для значення 50k   не виконуєть-

ся    0 54k k   , то здійснюється перехід до етапу 5. 

Етап 5. Оскільки для значення 50k   виконується 

 0 6

48 54 ,

k

k

 

 
  

то комбінація має вигляд  Bin50,j jZ X , а значення 

54n   і 50k   являють собою параметри двійкової 

 54,50 -біноміальної системи числення. Далі здійснюється 
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перехід до наступних етапів, починаючи з етапу 6, для реа-

лізації декодування 

    
      

1 1

1 1 1 1 1

,

 ,

bv j w j

w b j w b k j

f Z f k Y

f f X f f f Z

 

    

 

 
 

тобто декатенації двійкових запису Bin50 110010  і 

 54,50 -біноміального числа jX  із наявної комбінації 

110010101111011110111110jZ  , формування рівноваж-

ної комбінації jY , яка має 50k   двійкових одиниць, і на її 

основі вихідної послідовності jA . 

Етап 6. Здійснюється декатенація 18r   розря-

дів, починаючи із 7-го розряду комбінації 

110010101111011110111110jZ   

110010 101111011110111110j jX Z  , 

у такий спосіб витягується 101111011110111110jX  , 

 54,50jX X , 18 54r n    зі стислого образу jZ , від-

повідного шуканій 54-розрядній послідовності jA . 

Етап 7. Визначається у двійковому  54,50 -біномі-

альному 18-розрядному числі 101111011110111110jX   

значення останнього розряду 18 0x  . 

Етап 8. Оскільки 18 0x  , то 

36 36

36

11...1 101111011110111110 11...1

10111101111011111011...1 ,

j jY X      


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тобто до двійкового біноміального числа 

101111011110111110jX   приєднуються одиничні розря-

ди 
36

11...1: 19 20 54... 1y y y    . Загальна кількість розря-

дів одержуваної двійкової рівноважної комбінації jY  по-

винна становити 54n  ,  54,50jY Y . Водночас значення 

інших розрядів залишаються без змін: 1 1 1y x  , 

2 2 0y x  , …, 18 18 0y x  . Унаслідок цього отримуємо 

вихідну 54-розрядну послідовність 

36

10111101111011111011...1jA  , 

де j jA Y  і 1 1 1a y  , 2 2 0a y  , …, 53 53 1a y  , 

54 54 1.a y   
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Розділ 3  
СТИСНЕННЯ НА ОСНОВІ  

БІНОМІАЛЬНОЇ ЧИСЛОВОЇ ФУНКЦІЇ 
 

3.1 Моделі стиснення і відновлення  
рівноважних комбінацій на основі біноміальної  
числової функції 

Подальшим розвитком біноміального стискального 

кодування є розроблення методу стиснення на основі біномі-

альної числової функції (1.1.2) [29–31]. Функція (1.1.2), що є 

нумераційною, дозволяє ставити у відповідність двійковим 

 ,n k -біноміальним числам jX  їхні десяткові еквіваленти – 

номери 

 Bin decj jD X , 

які подають у двійковому вигляді. 

Обґрунтування доцільності розроблення методу 

стиснення двійкових n -розрядних кодів-сполучень 

 ,j YY Y n R  на основі біноміальної числової функції (1.1.2) 

містить такі твердження [32]:Equation Chapter 3 Section 1 

1) довжина номерів jD  задовольняє нерівностям 

jD n  і j срD L , що забезпечує коефіцієнт стиснення 

більше ніж одиниця; 

2) функціональність відповідностей H D X  , 

 ,j jD X H  і S X D  ,  ,j jX D S  між множина-

ми D  двійкових номерів jD  і X  двійкових біноміальних 

чисел jX  заснована на теоремах однозначності подання бі-

номіальних чисел [3; 4], що призводить до бієктивних біно-

міальних відображень вигляду 
1

: D X


  та : X D  , 
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і забезпечує взаємну однозначність кодування та декоду-
вання; 

3) рівномірність двійкових номерів jD , що суттєво 

дозволяє знизити апаратні та/або програмні витрати за 
умови побудови пристроїв та/або програмних модулів сти-

снення і відновлення кодів-сполучень jY  на основі біномі-

альної числової функції; 

4) поширеність кодів-сполучень jY  (рівноважних, 

квазірівноважних, з обмеженнями на взаємне розташуван-
ня одиниць тощо), які використовують для подання інфор-
мації в цифрових пристроях і системах [22; 23]. 

Реалізація біноміального відображення вигляду 

: X D   за умови існування бієктивного відображення 

   : , ,bf Y n k X n k  (теорема 2.1) у межах побудови ма-

тематичної моделі перерахування [22; 33; 34] для вихідних 

двійкових n -розрядних послідовностей  ,j YY Y n R  із за-

даним обмеженням YR k  являє собою стиснення 

    : , ,ef Y n k D n k  (3.1.1) 

рівноважних комбінацій  ,jY Y n k  на основі двійкових 

номерів  ,jD D n k , які обчислюються за допомогою бі-

номіальної числової функції (1.1.2). Такий вид стиснення 
будемо називати біноміальним нумераційним стисненням, 
або стисненням на основі біноміальної числової функції. От-

же, маємо складну функцію 
1

e bf f  


   

        1
j e j j b jD f Y Y f Y  


   . (3.1.2) 

Зі свого боку, реалізація біноміального відображен-

ня 
1

: D X


  за умови існування бієктивного відобра-
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ження    1
: , ,bf X n k Y n k


  (теорема 2.2) у межах побу-

дови математичної моделі генерування [22; 33; 34] для 

 ,j YY Y n R  із заданим обмеженням YR k  означає від-

новлення 

    1
: , ,ef D n k Y n k


  (3.1.3) 

вихідних рівноважних комбінацій  ,jY Y n k  на основі 

двійкових номерів  ,jD D n k , які обчислюють за допомо-

гою біноміальної числової функції (1.1.2). Такий вид віднов-

лення будемо називати біноміальним нумераційним, або від-

новленням на основі біноміальної числової функції. Отже, 

маємо складну зворотну функцію 
1 1 1 1

e bf f  
   
   

       1 1 1 1
j e j j b jY f D D f D  

   
   . (3.1.4) 

Для розроблення методу біноміального нумерацій-

ного стиснення як методу комбінаторного кодування зада-

чі перерахування і генерування рівноважних комбінацій 

 ,jY Y n k  зводяться до знаходження способів практичної 

реалізації складних функцій (3.1.2), (3.1.4) і відповідних 

їм відображень (3.1.1), (3.1.3), в основу побудови яких 

запропоновано взяти біноміальні відображення вигляду 

: X D   і 
1

: D X


 . 

Побудову відображень : X D   і 
1

: D X


  

визначено числовою функцією (1.1.2) і системами кодоут-

ворювальних обмежень (1.1.3) і (1.1.4). 

Нижченаведена теорема 3.1 наводить властивості 

відображення ef  і спосіб його практичної реалізації. 
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Теорема 3.1. Будь-якій двійковій послідовності 

1 2... ...j i nY y y y y ,  ,jY Y n k , 1,
k
nj C , складеної з 

n  розрядів iy , сума значень яких рівна k , можна 

поставити у відповідність єдине ціле позитивне чи-

сло     , Bin 0, 1
k

j nD D n k C    за допомогою ві-

дображення ef  у два етапи: 

1) перехід від послідовності 1 2... ...j i nY y y y y  до 

двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2... ...j i rX x x x x ,  ,jX X n k , r n  за допомогою 

функції  j b jX f Y  

 1 2 1
1 2

1 2 1

... ... 0 00...0
... ...

... ... 1 11...1
i n

j i r
i n

y y y y
X x x x x

y y y y





  


;  

2) обчислення номера  Bin decj jD X  двійко-

вого  ,n k -біноміального числа jX  відповідно до 

числової функції (1.1.2) 

 
1

dec
r

j i i

i

X x 


 ,  

де ik q
i n iC


 . 

Доведення. Перший етап    : , ,bf Y n k X n k  уза-

гальненого відображення    : , ,ef Y n k D n k  обґрунто-

вано теоремою 2.1. 

Для доказування другого етапу (можливості відобра-

ження вигляду    : , ,X n k D n k   за допомогою (1.1.2)) 
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зробимо послідовне ділення номера dec jX  із залишком. 

На кожному черговому i -му кроці будемо ділити залишок 

1i   на i , отримуючи приватне i  і залишок i  

 1 1 1dec jX     , 1 2 2 2     ,…,  

 1i i i i      ,…, 2 1 1 1r r r r        , 1r r r r      ,  

де 1,i r , а ik q
i n iC


  є ваговий коефіцієнт i -го кроку ді-

лення. Загальна кількість  ,n k -біноміальних чисел є 

k
nN C , тобто значення біноміального числа dec jX  ле-

жить у діапазоні 0 dec
k

j nX C   [3; 4]. Тоді, якщо

1 1 1dec jX     , то за умови 1i   отримуємо 1
1 1

k q
nC

  і 

1
1 11dec

k q
j nX C 


  , але відомим є вираз суми біноміаль-

них коефіцієнтів 
1

1 1
k k k
n n nC C C


    [16; 17; 25]. Отже, з од-

ного боку 

 
1

1 1
k k k
n n nC C C


   , (3.1.5) 

а з іншого – 

 1
1 11dec

k q
j nX C 


  . (3.1.6) 

Порівнюючи два вирази (3.1.5), (3.1.6), і з огляду на 

dec
k

j nX C  доходимо висновку, що 10 1  , 1 0q   і 

1
1 1

k
nC

 . 

Далі проводимо ділення залишку 1  на ваговий ко-

ефіцієнт 2  за умови 2i  , тобто 1 2 2 2     . За зада-
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ного 2i   отримуємо 2
2 2

k q
nC

 . Розглядаючи (3.1.5) уже 

у вигляді 

1 1 2
1 2 2

k k k
n n nC C C
  
    , 

а вираз (3.1.6), подавши як 

 2
1 2 22

k q
nC  

  ,  

можна зробити висновок, що 20 1  , 2 1q   і 
2

2 2
k
nC

 . 

На i -му кроці ділення залишку 1i   вирази для суми 

біноміальних коефіцієнтів і ділення  1i  -го залишку ма-

тимуть вигляд 

 
1 1
1

k i k i k i
n i n i n iC C C
    
     , 1

ik q
i i n i iC  


   ,  

на підставі якого можна зробити висновок, що за умови 
1

1 1
k i

i n iC
 

    маємо 0 1i  , 1iq i   і 
k i

i n iC

 . 

На 1i r   кроці маємо 
2

2 2
k r

r n rC
 

   , біноміаль-

ний коефіцієнт уже вигляду 
2
2

k r
n rC
 
   розбиваємо відповід-

но до властивості підсумовування чисел сполучень 

[16; 17; 25] і здійснюємо ділення залишку 2r   на ваговий 

коефіцієнт 1r   

2 2 1
2 1 1

k r k r k r
n r n r n rC C C
     
       , 1

2 1 11
rk q

r r rn rC  
     . 

На підставі наведених виразів для кроку 1i r   за 

умови 
2

2 2
k r

r n rC
 

    отримуємо 10 1r   , 1 2rq r    і 

1
1 1

k r
r n rC

 
   . 
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На останньому кроці i r , аналогічно формуючи 

вирази суми біноміальних коефіцієнтів і ділення залишку, 

отримуємо 

1 1
1

k r k r k r
n r n r n rC C C
    
     , 1

rk q
r r n r rC  


   . 

На підставі вигляду наведених рівностей можна 

зробити висновок, що за умови 
1

1 1
k r

r n rC
 

    маємо 

0 1r  , 1rq r   і 
k r

r n rC

 . 

Розглянемо нерівність для останнього залишку 

k r
r n rC


 . 

Змінна k  являє собою максимальну кількість вклю-

чень вагових коефіцієнтів вигляду ik q
i n iC


  у чис-

ло dec jX . Очевидно, якщо r  – кількість етапів поділу ви-

хідного числа dec jX , то .r k  Звідси 

 
0

1
k r k k

r n r n r n rC C C
 
      ,  

а отже, 0r  . 

Виконавши послідовну підстановку виразів для i  у 

рівності для 1i  , отримуємо необхідне подання 

2
1 1 2 2

1

dec ... ...

,

i r

i

k qk q k qk
j n i n i r n rn

r
k q

i n i

i

X C C C C

C

   



 
  






      


 

де 0 1i  , iq  – сума i  від першого до  1i  -го кроку 

включно, тобто 
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1

1

i

i t

t

q 




 . 

Отже, прирівнюючи i ix  , існування розкладання 

вигляду (1.1.2) доведено. 

Доведемо тепер єдиність розкладання (1.1.2). Нехай 

за умови незмінних параметрів n  і k  номера dec jX  від-

повідають два біноміальних числа 1 2... ...j i rX x x x x       і 

1 2... ...j i rX x x x x      , які мають розкладання вигляду (1.1.2) 

 1

1

dec  ,

dec  ,

i

i

r
k q

j i n i

i
r

k q
j i n i

i

X F x C

X F x C














  

  





 (3.1.7) 

причому 0 1ix   і 0 1ix  . 

Біноміальні числа jX   і jX   можна розбити на зага-

льні 
g
jX  , 

g
jX   і власні 

s
jX  , 

s
jX   частини [3; 4]. Водночас 

для відповідних номерів F   і F  , обчислених відповідно 

до (3.1.7), повинні виконуватися рівності 
g s

F F F     і 
g s

F F F    , де 
g

F , 
g

F  і 
s

F  , 
s

F  – кількісні еквіва-

ленти відповідно до загальних і власних кодових частин 

біноміальних чисел jX   і jX  . Очевидно, для загальних ча-

стин 
g g

F F  . Тоді 
s s

F F F F       і з урахуванням 

нашого припущення ця різниця повинна бути рівною нулю. 

Припустимо, що власні частини 
s

jX   і 
s
jX   відріз-

няються один від одного максимально, маючи протилежні 
значення відповідних розрядів, починаючи зі старших. Не-

хай 100...0
s

jX    і 011...1
s
jX   . Але відповідно до 
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[4, теорема 7.5] для такого випадку 1
s s

F F F F       , 
тобто F F  . З [4, лема 5.1] випливає, що власна частина 

011...1
s
jX    досягає свого максимального значення. Тому 

поява одного або декількох нулів замість одиниць у 

011...1
s
jX    змінить величину 

s
F   у менший бік і, відпо-

відно, різниця F F   стане більше за одиницю. 
Поява однієї або декількох одиниць замість нулів у 

100...0
s

jX    призведе до збільшення 
s

F  і, відповідно, до 

збільшення різниці F F  , яка стане також більшою за 
одиницю. 

Одночасна наявність нулів і одиниць у старших ро-

зрядах у кодових частинах jX   і jX   заборонена, оскільки 

вони тоді будуть належати до загальної частини розкладів 

F   і F  . Інших варіантів побудови власних частин 
s

jX   і 

s
jX   із тим, щоб домогтися рівності нулю різниці F F  , 

немає. 
Унаслідок цього за умови будь-яких можливих зна-

чень цифр у розрядах власних частин 
s
jX   і 

s
jX   буде спо-

стерігатися нерівність 
s s

F F   і, отже, F F  . Тоді за 

умови незмінних параметрів n  і k  номера dec jX  не мо-

жуть відповідати два різних біноміальних числа 

1 2... ...j i rX x x x x       і 1 2... ...j i rX x x x x      , тобто i ix x  , r r   

і звідси j jX X  . Оскільки j j jX X X   , то можна зроби-

ти висновок, що розкладання (1.1.2) є єдиним для номе-

ра dec jX . Теорему доведено. 

Визначення 3.1. Методом стиснення ef  на основі 

біноміальної числової функції (біноміальним нумераційним 
стисненням) називається відображення 
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   : , ,ef Y n k D n k , 

яке задається функцією вигляду 

e bf f , 

де  ,Y n k  – множина вихідних двійкових n -розрядних пос-

лідовностей 1 2... ...j i nY y y y y , які мають число k  одиниць, 

 ,jY Y n k  

   1 2

1

, ... ... / , 0,1
n

j i n i i

i

Y n k Y y y y y y k y


  
    
  

 ; 

 ,D n k  – множина двійкових номерів  ,jD D n k , об-

числення яких проводять відповідно до біноміальної число-

вої функції (1.1.2) 

    , Bin 0, 1
k
nD n k C  . 

Моделювання процесу стиснення ef  двійкових рів-

новажних комбінацій 1 2... ...j i nY y y y y  на основі двійкової 

біноміальної числової функції (1.1.2) з використанням тео-

реми 3.1 і виразу (2.1.1) складається з таких етапів. 

Етап 1. Визначається в n -розрядній рівноважній 

комбінації 1 2... ...j i nY y y y y , що має число k  одиниць, зна-

чення останнього розряду ny . 

Етап 2. Якщо 0ny  , то 

1 2 1 1 2 100...0 ... ... 0 00...0 ... ... 1j j i n i rX Y y y y y x x x x    , 

тобто від комбінації 1 2 1... ... 0j i nY y y y y   відкидаються всі 

нульові розряди, починаючи з 0ny  , до появи першої 
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двійкової одиниці 1ry  , котра являтиме собою значення 

останнього розряду 1r rx y   вихідного  ,n k -біно-

міального числа 1 2 1... ... 1j i rX x x x x  . В іншому разі 

1 2 1 1 2 111...1 ... ... 1 11...1 ... ... 0j j i n i rX Y y y y y x x x x    , 

тобто від комбінації 1 2 1... ... 1j i nY y y y y   відкидаються всі 

одиничні розряди, починаючи з 1ny  , до появи першого 

двійкового нуля 0ry  , котрий являтиме собою значення 

останнього розряду 0r rx y   вихідного  ,n k -біномі-

ального числа 1 2 1... ... 0j i rX x x x x  . Водночас в обох випа-

дках значення інших розрядів залишаються без змін: 

1 1x y , 2 2x y ,…, 1 1r rx y  . 

Етап 3. Обчислюється кількісний еквівалент dec jX  

двійкового  ,n k -біноміального числа 1 2... ...j i rX x x x x  

відповідно до числової функції (1.1.2) 

1

dec i

r
k q

j i n i

i

X x C





 . 

Етап 4. Виконується перетворення кількісного ек-

вівалента dec jX  до його двійкового вигляду 

 Bin decj jD X , 

у такий спосіб отримуючи шуканий номер 

    , Bin 0, 1
k

j nD D n k C   , – стислий образ вихідної  

n -розрядної послідовності 1 2... ...j i nY y y y y . 
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Подаючи вагові коефіцієнти ik q
n iC

  у двійковому ви-

гляді і проводячи операції в числовій функції (1.1.2), за 
правилами двійкової арифметики етапи 3 і 4 моделі стис-

нення ef  можна сполучити. 

Теорема 3.2. Усякому двійковому номеру 

    , Bin 0, 1
k

j nD D n k C    можна поставити у 

взаємну однозначну відповідність єдину двійкову 

послідовність 1 2... ...j i nY y y y y ,  ,jY Y n k , 

1, ,
k
nj C  складену з n  розрядів iy , сума значень 

яких рівна k , за допомогою відображення 
1

ef


 у 

два етапи: 

1) обчислення значень розрядів  0,1ix    

нерівномірного  ,n k -біноміального числа 

1 2... ...j i rX x x x x ,  ,jX X n k , r n  відповідно до 

рекурентного співвідношення 

    sign sign 1iF i   , (3.1.8) 

де  1 jF F ,    1 i iF i F i x    , ik q
i n iC


 , 

decj jF D ; 

2) перехід від двійкового  ,n k -біноміального 

числа 1 2... ...j i rX x x x x  до двійкової послідовності 

1 2... ...j i nY y y y y  за допомогою функції 

 1
j b jY f X


  вигляду 

1 2 1
1 2

1 2 1

... ... 0 11...1
... ...

... ... 1 00...0
i r

j i n
i r

x x x x
Y y y y y

x x x x





    

.  
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Доведення. Для доведення істинності першого ета-

пу, за допомогою якого виконується  1
: ,D X n k


 , 

продемонструємо спочатку, що для рекурентного співвід-

ношення (3.1.8)  0,1ix  . Насправді, за визначенням фун-

кції sign x  [34] маємо: 

1) якщо   iF i  , то 1ix  ; 

2) якщо   iF i  , то 0ix  . 

Оскільки інших варіантів порівняння  F i  і i  не-

має, то для (3.1.8)  0,1ix  . 

Доведемо тепер правильність рекурентного співвід-

ношення (3.1.8). Розкладання на вагові коефіцієнти, яке ви-

значає числову функцію (1.1.2), на першому кроці за умови 

знаходженні 1x  можна подати як 

  1 1 2 2 1 11 ... r r r rF x x x x         , 

де  1 decj jF F D  . 

Позначивши     1 12 1F F x   , на другому кроці за 

умови знаходження 2x  отримуємо розкладання вигляду 

  2 2 3 3 1 12 ... r r r rF x x x x         . 

Далі, на i -му кроці за умови знаходження ix  

   1 1 1 1...i i i i r r r rF i x x x x           . (3.1.9) 

Процес віднімання з лівої і правої частин i ix   (3.1.9) 

триватиме доти, поки   0i iF i x   . 
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Значення ix  визначає факт входження (одноразово-

го) вагового коефіцієнта i  у число jF . Тоді з урахуван-

ням (3.1.9) і того, що 

 1 decj jF F D  ,    1 i iF i F i x    , ik q
i n iC


 , 

доходимо виразу (3.1.8). 

Однозначність зіставлення чисел decj jF D  і 

1 2... ...j i rX x x x x  випливає з існування та єдиності розкла-

дання (1.1.2), яке обґрунтовано теоремою 3.1. Звідси пра-

вильність першого етапу  1
: ,D X n k


  на основі (3.1.8) 

доведено. 

Другий етап    1
: , ,bf X n k Y n k


  як частину зво-

ротного відображення  1
: ,ef D Y n k


  обґрунтовує тео-

рема 2.2. Теорему доведено. 

Моделювання процесу відновлення 
1

ef


 двійкових 

рівноважних комбінацій 1 2... ...j i nY y y y y  на основі двійко-

вої біноміальної числової функції (1.1.2) з використанням 

теореми 2.2 і функції (2.1.3) складається з таких етапів. 

Етап 1. Виконується перетворення двійкового но-

мера     , Bin 0, 1
k

j nD D n k C    стислого образу шука-

ної n -розрядної послідовності 1 2... ...j i nY y y y y  до його 

десяткового еквівалента 

decj jF D . 
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Етап 2. Проводиться обчислення розрядів  0,1ix   

   sign sign 1i ix F i    , 

де  1 jF F ,    1 i iF i F i x    , ik q
i n iC


 , у такий спо-

сіб формуючи  ,n k -біноміальне число 1 2... ...j i rX x x x x , 

 ,jX X n k , r n . Обчислення ix  триває доти, поки 

  0i iF i x   . 

Етап 3. Визначається у двійковому  ,n k -біно-

міальному числі 1 2... ...j i rX x x x x  значення останнього ро-

зряду rx . 

Етап 4. Якщо 0rx  , то 

1 2 1 1 2 111...1 ... ... 0 11...1 ... ... 1j j i r i nY X x x x x y y y y      , 

тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2 1... ... 0j i rX x x x x   приєднуються одиничні розряди 

11...1: 1 2 ... 1r r ny y y     . В іншому разі 

1 2 1 1 2 100...0 ... ... 1 00...0 ... ... 0j j i r i nY X x x x x y y y y      , 

тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2 1... ... 1j i rX x x x x   приєднуються нульові розряди 00...0 : 

1 2 ... 0r r ny y y     . В обох випадках загальна кіль-

кість розрядів отриманої двійкової рівноважної комбіна-

ції jY  повинна становити n ,  ,jY Y n k . Водночас зна-

чення інших розрядів залишаються без змін: 1 1y x , 

2 2y x , …, r ry x . 
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Для реалізації етапу 4 процесу відновлення 
1

ef


 

двійкових рівноважних комбінацій 1 2... ...j i nY y y y y  на ос-

нові двійкової біноміальної числової функції (1.1.2) можна 

також використовувати функцію  1
j b jY f X


  вигляду 

(2.1.6), яка потребує обчислення q n  або l n . У цьому 

разі етапи 1 і 2 зберігають колишній зміст, а етапи 3 і 4 пе-

ретворюються до наступного вигляду. 

Етап 3. Обчислюється у двійковому  ,n k -біно-

міальному числі 1 2... ...j i rX x x x x  кількість 
1

r

i

i

q x


  оди-

ниць, 0 q k  . 

Етап 4. Якщо 0 q k  , то 

1 2 1 1 2 111...1 ... ... 0 11...1 ... ... 1j j i r i nY X x x x x y y y y      , 

тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2... ...j i rX x x x x  приєднуються одиничні розряди 11...1 

доти, поки їх не стане q k . В іншому разі 

1 2 1 1 2 100...0 ... ... 1 00...0 ... ... 0j j i r i nY X x x x x y y y y      , 

тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2... ...j i rX x x x x  приєднуються нульові розряди 00...0  до-

ти, поки їх не стане l n k  . В обох випадках маємо шу-

кану рівноважну комбінацію jY ,  ,jY Y n k , значення ін-

ших розрядів якої 1 1y x , 2 2y x , …, r ry x . 

Теорема 3.3. Відображення    : , ,ef Y n k D n k  є 

бієктивним. 
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Доведення. Відповідності  j e jD f Y  і 

 1
j e jY f D


  є функціональні (теореми 3.1 і 3.2). Під час 

відображення ef  кожний елемент  ,jY Y n k  має єдиний 

образ  ,jX X n k , який, зі свого боку, має єдиний образ 

 ,jD D n k . Під час відображення 
1

ef


 кожний елемент 

 ,jD D n k  має єдиний образ  ,jX X n k , який, зі свого 

боку, має єдиний образ  ,jY Y n k . Звідси 

   : , ,ef Y n k D n k  є взаємно однозначним, або бієктив-

ним. Теорему доведено. 

Результати відображень    : , ,ef Y n k D n k  і, отже, 

   1
: , ,ef D n k Y n k


  для випадку 8n   і 2k   наведено 

в таблиці 3.1, у нижньому рядку якої вказують довжини 

8,2L  і нL  двійкових біноміальних чисел jX  і номерів jD . 

Значення 8,2L  визначається відповідно до (1.2.3), а значен-

ня нL  обчислюється як 
2

2 8log 5нL C  
 

 розрядів. 

Як приклад розглянемо біноміальне нумераційне 

стиснення двійкової 8-розрядної рівноважної комбінації, 

яка має 2k   одиниць, вигляду 

 10000100jY  ,  

використовуючи вищенаведену модель процесу стиснен-

ня ef  на основі біноміальної числової функції (1.1.2). 

Етап 1. Визначається у 8-розрядній рівноважній 

комбінації 10000100jY  , яка має число 2k   двійкових 

одиниць, значення останнього розряду рівне 8 0y  . 
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Етап 2. Оскільки 8 0y  , то відповідне  8,2 -біно-

міальне число  8,2jX X  має вигляд 

10000100 00 100001jX   , 

тобто від комбінації 10000100jY   відкидаються всі ну-

льові розряди, починаючи з 8 0y  , до появи першої двій-

кової одиниці 6 1y  , яка являтиме собою значення остан-

нього розряду 6 6 1x y    8,2 -біноміального числа 

100001jX  . Водночас значення інших розрядів залиша-

ються без змін: 1 1 1x y  , 2 2 0x y  , 3 3 0x y  , 

4 4 0x y  , 5 5 0x y  . 

Етап 3. Обчислюється кількісний еквівалент 

dec jX  двійкового  8,2 -біноміального числа 100001jX   

відповідно до числової функції (1.1.2) з використанням рі-

вності (1.1.1) 

 

61

6
2
8

1
22 2 1

7 28 1 8 6

dec 100001

21 2 23 .

iq
i i

i
qq

x C

C C C C







 

 

      


 

Етап 4. Виконується перетворення кількісного ек-

вівалента  dec 100001 23  до його двійкового вигляду 

  Bin dec 100001 Bin 23 10111jD    , 

у такий спосіб отримуючи шуканий номер із множини 

    8,2 Bin 0,27D   – стислий образ вихідної 8-розрядної 

послідовності 10000100jY  . 
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Таблиця 3.1 – Відповідність між  8,2Y ,  8,2X  

і двійковими номерами 

№ 

пор. 

Рівноважний код 

 8, 2Y  
Множина  8, 2X  

Двійковий 

номер 

0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 

2 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 

3 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 

4 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 

5 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1  0 0 1 0 1 

6 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 

7 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 

8 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1  0 1 0 0 0 

9 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1   0 1 0 0 1 

10 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 

11 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 1 

12 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1  0 1 1 0 0 

13 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1   0 1 1 0 1 

14 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1    0 1 1 1 0 

15 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 

16 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 
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Продовження таблиці 3.1 

№ 

пор. 

Рівноважний код 

 8, 2Y  
Множина  8, 2X  

Двійковий 

номер 

17 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1  1 0 0 0 1 

18 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1   1 0 0 1 0 

19 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1    1 0 0 1 1 

20 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1     1 0 1 0 0 

21 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 

22 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 

23 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1  1 0 1 1 1 

24 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1   1 1 0 0 0 

25 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1    1 1 0 0 1 

26 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1     1 1 0 1 0 

27 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1      1 1 0 1 1 

 8n   8,2 5,71L   5нL   

Отриманий двійковий номер далі можна викорис-

товувати для зберігання в пам’яті, передання по кана-

лу зв’язку або обчислювального оброблення. Отже,  

8-розрядна послідовність 10000100jY   перетворюється у 

двійкове  8,2 -біноміальне 6-розрядне число 100001jX   

і двійковий 5-розрядний номер 10111jD  , довжини яких 

менше, відповідно, на два та три розряди від довжини вихі-

дної комбінації. 
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Тепер розглянемо зворотне перетворення 
1

ef


 за за-

даним двійковим номером 10111jD   відновлення двійко-

вої рівноважної комбінації, складеної з 8n   розрядів і яка 

містить 2k   одиниць, у межах вищенаведеної моделі 

процесу відновлення 
1

ef


 на основі біноміальної числової 

функції (1.1.2). 

Етап 1. Виконується перетворення двійкового но-

мера 10111jD   з множини     8,2 Bin 0,27D  , стисло-

го образу вихідної 8-розрядної послідовності 

1 2 3 4 5 6 7 8jY y y y y y y y y  до його десяткового еквівалента 

 dec 10111 23jF   . 

Етап 2. Проводиться обчислення згідно з (3.1.8) 

значень розрядів  0,1ix    8,2 -біноміального числа 

1 2... ...j i rX x x x x ,  8,2jX X , 8r   

значення розряду 1x :  1 23jF F  , 12 2
1 78 1 21

q
C C


   , 

   
    

1 1sign sign 1 1

sign sign 23 21 1 sign 1 1 1 ;

x F    

     
 

значення розряду 2x :     1 12 1 23 1 21 2 0F F x        , 

22 2 1 1
2 8 2 68 2 6

q
C C C

 
    , 

   
    

2 2sign sign 2 1

sign sign 2 6 1 sign 1 1 0 ;

x F    

      
 

значення розряду 3x :     2 23 2 2 0 6 2 0F F x        , 
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32 2 1 1
3 8 3 58 3 5

q
C C C

 
    , 

   
    

3 3sign sign 3 1

sign sign 2 5 1 sign 1 1 0 ;

x F    

      
 

значення розряду 4x :     3 34 3 2 0 5 2 0F F x        , 

42 2 1 1
4 8 4 48 4 4

q
C C C

 
    , 

   
    

4 4sign sign 4 1

sign sign 2 4 1 sign 1 1 0 ;

x F    

      
 

значення розряду 5x :     4 45 4 2 0 4 2 0F F x        , 

52 2 1 1
5 8 5 38 5 3

q
C C C

 
    , 

   
    

5 5sign sign 5 1

sign sign 2 3 1 sign 1 1 0 ;

x F    

      
 

значення розряду 6x :     5 56 5 2 0 3 2 0F F x        , 

62 2 1 1
6 8 6 28 6 2

q
C C C

 
    , 

   
    

6 6sign sign 6 1

sign sign 2 2 1 sign 0 1 1 .

x F    

     
 

Оскільки   6 66 2 1 2 0F x      , то на розряді 

6 1x   застосування рекурентного співвідношення (3.1.8) 

завершується. Оскільки водночас кількість отриманих 

двійкових одиниць 2q k  , то відповідно до системи ко-

доутворювальних обмежень (1.1.4) потрібно вважати  
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 8,2 -біноміальне число jX  довжини 6 8r    сформо-

ваним 

1 2 3 4 5 6 100001jX x x x x x x  . 

Етап 3. Визначається у  8,2 -біноміальному  

6-розрядному числі 100001jX   значення останнього роз-

ряду 6 1x  . 

Етап 4. Оскільки 6 1x  , то 

 100001 00 10000100jY    ,  

тобто до двійкового біноміального числа 100001jX   при-

єднуються нульові розряди 00: 7 8 0y y   так, щоб загаль-

на кількість розрядів шуканої двійкової рівноважної ком-

бінації jY  становило 8n  ,  8,2jY Y . Водночас значення 

інших розрядів залишаються без змін: 1 1 1y x  , 

2 2 0y x  , 3 3 0y x  , 4 4 0y x  , 5 5 0y x  , 

6 6 1.y x   

Унаслідок цього отримуємо шукану двійкову  

8-розрядну рівноважну комбінацію 10000100jY  , яка має 

2k   одиниць. 

 

3.2 Моделі узагальнених стиснення  
і відновлення на основі біноміальної числової  
функції 

Відображення вигляду e bf f  і 
1 1 1

e bf f 
  
  

оперують двійковими n -розрядними послідовностями 

 j YY R Y  із заданим обмеженням YR k , тобто число k  
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одиниць є величиною постійною, а  ,Y Y n k . Водночас 

потрібно врахувати, що на підставі властивостей двійкових 

 ,n k -біноміальних чисел (1.1.6) min 1k   і max 1k n  . 

Більш загальним є випадок, коли k  може набувати будь-

яких значень із діапазону 0 k n  , а масив A , що стиска-

ється, являє собою множину 

 
0

,
n

k

A Y n k



  і  0,1
n

jA A  , 1, 2
n

j  , 

двійкових n -розрядних послідовностей jA , для яких від-

сутнє обмеження за числом k  одиниць [32]. 

З урахуванням того, що двійкові номери jD  є рів-

номірними за довжиною тільки для постійного ,k  то для 

однозначного відновлення  0,1
n

jA A   із номерів jD  

необхідно буде додатково використовувати значення ,k  

виражене у двійковому вигляді Bink . Equation Chapter 3 

Section 2 

Під час стиснення jA  необхідно застосовувати фун-

кцію wf  ((1.2.7), підрозділ 1.2), яка ставить у відповідність 

вихідній послідовності jA  вибірку  , jk Y , де j jY A . Далі, 

якщо отримане значення k  задовольняє нерівності 

0 ,k n   то для стиснення рівноважної комбінації jY , ві-

дповідній jA , використовують кодування ef  на основі бі-

номіальної числової функції. Водночас до стиснених ком-

бінацій для однозначного відновлення додається Bink , 

тобто виконується додатково кодування kf . Якщо ж зна-

чення k  задовольняє системі рівностей    0 ,k k n    то 

кодована результуюча комбінація буде складатися тільки 
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з Bink , тобто використовується єдиний метод кодуван-

ня .kf  

Отже, розглянемо відображення вигляду 

 :egf A Z ,  

яке задається відповідною функцією 

  j eg jZ f A ,  

де 1 2... ...j i nA a a a a ,  0,1
n

jA A  ,  Bin ,j jZ k D  або 

BinjZ k , jZ Z , 1, 2
n

j  . Теорема 3.4 наводить власти-

вості відображення egf  і спосіб його реалізації. 

Теорема 3.4. Будь-якій двійковій послідовності 

1 2... ...j i nA a a a a ,  0,1
n

jA A  , 1, 2
n

j   можна 

поставити у взаємно однозначну відповідність двій-

кову комбінацію jZ Z  такого вигляду: 

1) якщо 0 k n  , то 

 Binj jZ k D  , (3.2.1) 

де 
1

n

i

i

k a


 ,  j e jD f Y ,  ,jY Y n k A  ,

    , Bin 0, 1
k

j nD D n k C   ; 

2) в іншому разі, якщо    0k k n   , то 

 BinjZ k . (3.2.2) 

Доведення. Наведемо доказ від протилежного. 

Спочатку розглянемо пряме :egf A Z  і зворотне 
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1
:egf Z A


  відображення для першого випадку – отри-

мання комбінації jZ  вигляду (3.2.1). 

Припустимо, що за умови прямого відображення 

egf  для jA  існують дві двійкові комбінації jZ   і jZ  , 

j jZ Z  . Нехай рівноважна комбінація jY  є результатом 

дії функції wf  (1.2.7), яка відображає функціональну від-

повідність між jA  і  , jk Y , де j jY A , тобто  ,
w

j j
f

A k Y . 

Оскільки j jY A , то відповідно до теореми 3.1 у комбіна-

ціях вигляду 

 Binj jZ k D      і Binj jZ k D       

не можуть бути різними jD  і jD , тобто j jD D  . На під-

ставі нашого припущення від зворотного має бути 

Bin Bink k  , але jA  не може мати два різних значення 

числа k  одиниць, тобто Bin Bink k  . Унаслідок цього

j j jZ Z Z    і наше припущення для прямого відображен-

ня egf  є неправильним. Отже, послідовності jA  можна пос-

тавити у відповідність єдину комбінацію jZ  вигляду (3.2.1). 

Тепер припустимо, що за умови зворотного відо-

браження 
1

egf


 для jZ  існують дві двійкові послідовності 

jA  і jA , j jA A  . Згідно з теоремою 3.2 двійковому номе-

ру jD  можна поставити у відповідність єдину комбіна-

цію jY . На підставі зворотної функції 
1

wf


, маємо 

 
1

,
w

j j
f

k Y A

  і j jY A , тобто j j jA A A   . Тоді наше при-

пущення про різні послідовності jA  і jA  для комбіна-
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ції jZ  і випадку (3.2.1) також є неправильним. Отже, для 

(3.2.1) за умови прямого egf  і зворотного 
1

egf


 відображен-

нях існує взаємна однозначна відповідність між jA  і jZ . 

Для другого випадку (3.2.2) взаємна однозначна ві-

дповідність jZ  і jA  обумовлюється одиничністю значень 

0k   або k n  для jA , що складаються з одних тільки 

нулів або одиниць відповідно. 

Очевидно, що справедливість доказування не змі-

ниться і в разі розгляду більш ніж двох різних jZ  , jZ  , … 

або jA , ,jA  … . Отже, є взаємна однозначна відповідність 

між jA  і jZ  за умови прямого egf  і зворотного 
1

egf


 відо-

бражень. Теорему доведено. 

Наслідок. Відображення :egf A Z  є бієктивним. 

Насправді, кожен елемент jA  має єдиний образ, а 

кожен елемент jZ  – єдиний прообраз для всіх jA A  і 

jZ Z . Звідси випливає бієктивність відображення egf . 

Способи практичної реалізації відображень egf  і 

1
,egf


 указаних у теоремі 3.4, можуть бути різними. Вибрані 

підходи до побудови egf  і 
1

egf


, розроблені методи коду-

вання і моделі процесів, які формуються для них, у кінце-

вому підсумку впливають на швидкодію та обсяг апаратно-

програмних витрат за умови практичної реалізації пропо-

нованого узагальненого методу стиснення egf  двійкових 

послідовностей на основі біноміальної числової функції 

для випадку, коли кількість k  двійкових одиниць може 

набувати будь-яких значень у діапазоні 0 k n  . 
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Визначення 3.2. Узагальненим методом стиснен-

ня egf  на основі біноміальної числової функції називається 

відображення 

:egf A Z , 

яке задається складною функцією вигляду 

 
   ,  0

,  0  ,
k w

eg
k e w

f f k k n
f

f f f k n

  
 

 
 (3.2.3) 

де A  – множина вихідних двійкових n -розрядних послідо-

вностей jA  

 0,1
n

jA A  , 1, 2
n

j  ,  
0

,
n

k

A Y n k



 , 

   , ,Y n k Y n k   , k k  , 0 ,k k n   ; 

Z  – множина результуючих послідовностей jZ  

o eZ Z Z  , 

    / Bin , 0o j jZ Q Z Z k k k n       , 

    , / Bin , ,0e j j jZ Q D n k Z Z k D k n      , 

 Bin / 0Q k k n   ,     , Bin 0, 1
k

j nD D n k C   ; 

kf  – функція  j k jZ f Y , яка ставить у відповідність 

рівноважній комбінації j jY A  двійкову запис Bink  числа 

k  одиниць, де    0k k n   , і визначає відображення 

вигляду 

 : ,k of Y n k Z , 
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або функція  j k jZ f D , яка ставить у відповідність 

двійковому номеру jD  результуючу послідовність 

Binj jZ k D  , якщо 0 k n  , і визначає відображен-

ня вигляду 

 : ,k ef D n k Z ; 

e bf f  − складна функція     j e j b jD f Y f Y  , яка 

ставить у відповідність рівноважній комбінації jY  на ос-

нові біноміальної числової функції її двійковий номер 

 ,jD D n k  і визначає відображення вигляду 

   : , ,ef Y n k D n k ; 

wf  – функція  j w jY f A , яка ставить у відповідність 

вихідній послідовності jA  упорядковану вибірку вигляду 

 , jk Y , де j jY A , і визначає відображення вигляду 

:wf A M , 

    , / 0 , ,j jM k Y k n Y Y n k    . 

На підставі визначення 3.2 і виразу (3.2.3) складну 

функцію, що реалізує відображення :egf A Z , можна 

записати як 

 
      

   
,  0

,  0  .

k w j

j eg j

k e w j

f f A k k n
Z f A

f f f A k n

   
  

 


 (3.2.4) 



Методи біноміального адаптивного стиснення двійкових даних 

129 

Зі свого боку, зворотне відображення 
1

:egf Z A


 , 

яке задається зворотною складною функцією 

 
   1 1

1

1 1 1

,  0

,  0  ,

w k
eg

w e k

f f k k n
f

f f f k n

 


  

   
 

 

 (3.2.5) 

являє собою відновлення з урахуванням наявного значен-

ня k  вихідних двійкових послідовностей jA . У разі 

0 k n   відновлення jA  здійснюється на основі Bink  і 

двійкових номерів  ,jD D n k  із застосуванням біноміа-

льних чисел  ,jX X n k  за умови переходу від номе-

ра jD  до рівноважної комбінації jY , а в разі 0k   або 

k n  – на основі Bink  за допомогою генерування n  нулів 

або одиниць відповідно. Такий вид відновлення будемо на-

зивати узагальненим на основі біноміальної числової функ-

ції. На підставі (3.2.5) складну функцію, що реалізує зворотне 

відображення 
1

:egf Z A


 , можна виразити ще як 

 

      

   

1

1 1

1 1 1

,  0

,  0  .

j eg j

w k j

w e k j

A f Z

f f Z k k n

f f f Z k n



 

  

 

   


 
 



 (3.2.6) 

Способи реалізації ef  і 
1

ef


 для узагальнених стис-

нення egf  (3.2.4) і відновлення 
1

egf


 (3.2.6) на підобласті 

визначення 0 k n   є аналогічними способам побудови 

цих функцій (теореми 3.1 і 3.2) для методів стиснення і ві-

дновлення рівноважних комбінацій на основі біноміальної 

числової функції. 
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Способи реалізації складних функцій (3.2.4) і (3.2.6) 

на підобласті визначення    0k k n    визначаються 

простою операцією обчислення k  одиниць за умови стис-

нення egf  і формуванням вихідної нульової або одиничної 

послідовності jA  за умови відновлення 
1

egf


. 

З теореми 3.4, що обґрунтовує взаємну однознач-

ність відображень egf  і 
1

egf


, а також із теорем 3.1 і 3.2, які 

доводять взаємну однозначність відображень ef  і 
1

ef


, які 

лежать в основі egf  і 
1

egf


 відповідно, випливають моделі 

процесів узагальнених стиснення egf  і відновлення 
1

egf


 на 

основі біноміальної числової функції. 

Моделювання процесу стиснення egf  двійкових по-

слідовностей 1 2... ...j i nA a a a a ,  0,1
n

jA A  , 1, 2
n

j   

здійснюється на основі теорем 3.1 і 3.4, функції (2.1.1) і 

складається з таких етапів. 

Етап 1. Визначається кількість s  розрядів для двій-

кового подання Bink  числа k  одиниць, 0 ,k n   вихідної 

n -розрядної послідовності 1 2... ...j i nA a a a a  

  2log 1s n    .  

Етап 2. Проводиться обчислення числа k  двійко-

вих одиниць у вихідній n -розрядній послідовності 

1 2... ...j i nA a a a a  

 
1

n

i

i

k a


 ,  
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у такий спосіб реалізуючи функцію    ,w j jf A k Y  і ви-

значаючи клас  ,Y n k  рівноважних комбінацій, до якого 

належить  ,jY Y n k , j jY A . 

Етап 3. Виконується перетворення числа k  оди-

ниць до його двійкового вигляду Bink , що складається із  

s  розрядів. 

Етап 4. Якщо число k  задовольняє системі рівнос-

тей    0k k n   , то результуючою буде комбінація  

вигляду BinjZ k , j oZ Z . В іншому разі наявне значен-

ня n  і обчислене значення k  являють собою параметри  

 ,n k -біноміальної системи числення і здійснюється пе-

рехід до подальших етапів для реалізації кодування 

   ,k e j jf f Y Z  j eZ Z . 

Етап 5. Обчислюється кількість m  розрядів 

для двійкового подання номера  ,jD D n k 

  Bin 0, 1
k
nC  , відповідного  ,jY Y n k  

 2log
k
nm C 

 
.  

Етап 6. Визначається в n -розрядній рівноважній 

комбінації 1 2... ...j i nY y y y y , що має число k  одиниць, 

значення останнього розряду ny . 

Етап 7. Якщо 0ny  , то 

 1 2 1 1 2 100...0 ... ... 0 00...0 ... ... 1j j i n i rX Y y y y y x x x x    ,  

тобто від комбінації 1 2 1... ... 0j i nY y y y y   відкидаються всі 

нульові розряди, починаючи з 0ny  , до появи першої 
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двійкової одиниці 1ry  , котра являтиме собою значення 

останнього розряду 1r rx y    ,n k -біноміального числа 

1 2 1... ... 1j i rX x x x x  . В іншому разі 

 1 2 1 1 2 111...1 ... ... 1 11...1 ... ... 0j j i n i rX Y y y y y x x x x    ,  

тобто від комбінації 1 2 1... ... 1j i nY y y y y   відкидаються всі 

одиничні розряди, починаючи з 1ny  , до появи першого 

двійкового нуля 0ry  , котрий являтиме собою значення 

останнього розряду 0r rx y    ,n k -біноміального числа 

1 2 1... ... 0j i rX x x x x  . Водночас в обох випадках значення 

інших розрядів залишаються без змін: 1 1x y , 2 2x y ,…, 

1 1r rx y  . 

Етап 8. Обчислюється кількісний еквівалент dec jX  

двійкового  ,n k -біноміального числа 1 2... ...j i rX x x x x  ві-

дповідно до числової функції (1.1.2) 

 
1

dec i

r
k q

j i n i

i

X x C





 .  

Етап 9. Виконується перетворення кількісного ек-

вівалента dec jX  до його двійкового вигляду, що склада-

ється з m  розрядів 

  Bin decj jD X ,  

у такий спосіб отримуючи шуканий номер  ,jD D n k 

  Bin 0, 1
k
nC  , – стислий образ вихідної n -розрядної 

послідовності 1 2... ...j i nY y y y y . 
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Етап 10. Виконується конкатенація двійкових зна-

чення Bink  і номера jD , тобто кодування вигляду 

 k j jf D Z  для випадку 0 k n   

 Binj jZ k D  ,  

у такий спосіб отримуючи результуючу комбінацію j eZ Z . 

У моделі стиснення egf  можна поєднати етапи 2 і 3 

за умови використання двійкового рахунку, а також етапи 

8 і 9 за умови подання вагових коефіцієнтів ik q
n iC

  у двій-

ковому вигляді і проведення операцій у біноміальній чис-

ловій функції (1.3.2) за правилами двійкової арифметики. 

Моделювання процесу відновлення 
1

egf


 послідовно-

стей 1 2... ...j i nA a a a a ,  0,1
n

jA A  , 1,2
n

j   з комбіна-

цій-образів jZ , j o eZ Z Z   здійснюється на основі тео-

рем 3.2 і 3.4, функції (2.1.3) і складається з таких етапів. 

Етап 1. Визначається кількість s  розрядів для 

двійкового подання Bink  числа k  одиниць, 0 ,k n   ві-

дновлюваної n -розрядної послідовності 1 2... ...j i nA a a a a  

  2log 1s n    .  

Етап 2. Здійснюється декатенація s  розрядів, по-

чинаючи з першого розряду комбінації jZ  

 Bin j jk Z D  або Bin jk Z ,  

у такий спосіб витягується 1 2Bin ... sk z z z  зі стислого об-

разу jZ , що відповідає шуканій n -розрядній послідовнос-

ті jA . Остання рівність є випадком, коли тільки Bink  ста-
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новить образ нульової або одиничної jA . Отже, реалізу-

ється декодування  1
k jf Z


. 

Етап 3. Виконується перетворення двійкового зна-

чення Bink  до його десяткового еквівалента 

  dec Bink k .  

Етап 4. Якщо для значення k  виконується 

   0k k n   , то комбінація, що перетворюється, має 

вигляд BinjZ k  і тоді формується вихідна послідовність 

       1 1 1 1
Bin 11...1j eg j w k j wA f Z f f Z f n

   
      

або 

       1 1 1 1
Bin 0 00...0j eg j w k j wA f Z f f Z f

   
    .  

В іншому разі комбінація має вигляд  Bin ,j jZ k D , 

а значення n  і k  являють собою параметри двійкової 

 ,n k -біноміальної системи числення. Далі здійснюється 

перехід до подальших етапів для реалізації декодуван-
ня вигляду 

 
    
      

1 1

1 1 1 1 1

,

 .

eg j w j

w e j w b j

f Z f k Y

f f D f f D

 

    

 

 
  

Етап 5. Обчислюється кількість m  розрядів 

для двійкового подання номера  ,jD D n k 

  Bin 0, 1
k
nC  , відповідного  ,jY Y n k  

 2log
k
nm C 

 
.  
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Етап 6. Здійснюється декатенація m  розрядів, по-

чинаючи з  1s  -го розряду комбінації jZ  

 Binj jD Z k ,  

у такий спосіб витягується двійковий номер jD  зі стислого 

образу jZ , відповідного рівноважній комбінації jY . 

Етап 7. Виконується перетворення двійкового  

номера     , Bin 0, 1
k

j nD D n k C    стислого образу  

n -розрядної послідовності 1 2... ...j i nY y y y y  до його деся-

ткового еквівалента 

decj jF D . 

Етап 8. Обчислюються значення розрядів  0,1ix 
 

   sign sign 1i ix F i    , 

де  1 jF F ,    1 i iF i F i x    , ik q
i n iC


 , у такий спо-

сіб формуючи  ,n k -біноміальне число 1 2... ...j i rX x x x x , 

 ,jX X n k , r n . Обчислення ix  триває доти, поки 

  0i iF i x   . 

Етап 9. Визначається у двійковому  ,n k -біно-

міальному числі 1 2... ...j i rX x x x x  значення останнього ро-

зряду rx . 

Етап 10. Якщо 0rx  , то 

1 2 1 1 2 111...1 ... ... 0 11...1 ... ... 1j j i r i nY X x x x x y y y y      , 

тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2 1... ... 0j i rX x x x x   приєднуються одиничні розряди 

11...1: 1 2 ... 1r r ny y y     . В іншому разі 
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1 2 1 1 2 100...0 ... ... 1 00...0 ... ... 0j j i r i nY X x x x x y y y y      , 

тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2 1... ... 1j i rX x x x x   приєднуються нульові розряди 00...0 : 

1 2 ... 0r r ny y y     . В обох випадках загальна кіль-

кість розрядів отриманої двійкової рівноважної комбіна-

ції jY  повинно становити n ,  ,jY Y n k . Водночас зна-

чення інших розрядів залишаються без змін: 1 1y x , 

2 2y x , …, r ry x . Унаслідок   1
,w j jf k Y A


  отримує-

мо шукану n -розрядну послідовність 1 2... ...j i nA a a a a , де 

j jA Y  і 1 1a y , 2 2a y , …, n na y . 

Для реалізації етапу 10 процесу відновлення 
1

egf


 

рівноважних комбінацій 1 2... ...j i nY y y y y  на основі двій-

кових  ,n k -біноміальних чисел jX  можна також викори-

стовувати функцію  1
j b jY f X


  вигляду (2.1.6), яка пот-

ребує обчислення q n  або l n . У цьому разі етапи 1–8 

зберігають свій колишній зміст, а етапи 9 і 10 перетворю-
ються до наступного вигляду. 

Етап 9. Обчислюється у двійковому  ,n k -біно-

міальному числі 1 2... ...j i rX x x x x , кількість 
1

r

i

i

q x


  оди-

ниць, 0 q k  . 

Етап 10. Якщо 0 q k  , то 

1 2 1 1 2 111...1 ... ... 0 11...1 ... ... 1j j i r i nY X x x x x y y y y      , 
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тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2... ...j i rX x x x x  приєднуються одиничні розряди 11...1 

доти, поки їх не стане q k . В іншому разі 

1 2 1 1 2 100...0 ... ... 1 00...0 ... ... 0j j i r i nY X x x x x y y y y      , 

тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2... ...j i rX x x x x  приєднуються нульові розряди 00...0  до-

ти, поки їх не стане l n k  . В обох випадках маємо двій-

кову рівноважну комбінацію jY ,  ,jY Y n k , значення ін-

ших розрядів якої 1 1,y x  2 2y x , …, r ry x . Унаслідок 

  1
,w j jf k Y A


  отримуємо шукану n -розрядну послідо-

вність 1 2... ...j i nA a a a a , де j jA Y  і 1 1a y , 2 2 ,a y  …, 

n na y . 

Під час виконання операцій порівняння над двійко-
вими числами етапи 3 і 4 в моделі процесу відновлен-

ня 
1

egf


 можна сполучити. Аналогічно поєднуються етапи 7 

і 8, якщо здійснювати обчислення значень розрядів ix  

двійкового  ,n k -біноміального числа jX  за правилами 

двійкової арифметики. 

З метою зменшення часу відновлення jA  операції 

обчислення в етапах 1 і 5 можна замінити на операції по-

шуку значень s  і m  у таблицях із довільним доступом, у 

яких залежно від k  і n  містяться шукані значення чисел 

розрядів для двійкового подання Bink  і jD . 

Деякі результати розглянутого відображення 

:egf A Z  і, отже, 
1

:egf Z A


  для 24n  , де 

 
24

0,1jA A  , 
24

1,2j  , наведені в таблиці 3.2. Якщо 
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0 23k  , то застосовується складна функція кодування 

k e wf f f , в іншому разі, тобто за умови    0 24k k    – 

складна функція кодування k wf f . Відношення довжин 

двійкового подання jA  і jZ  для цієї таблиці змінюється в 

межах від 0,89 до 4,8, а їхнє середнє значення для всієї розг-
лянутої таблиці становить приблизно 2,16. Для кожної послі-

довності jA  в таблиці 3.2 вказані як відповідне двійкове 

 24,k -біноміальне число jX , що використовується за умо-

ви переходу до номера, так і сам результуючий номер jD . 

Як приклад розглянемо узагальнене нумераційне 
стиснення двійкової 24-розрядної послідовності вигляду 

000000001000011000000000jA  , 

використовуючи вищенаведену модель процесу стиснен-

ня egf  на основі біноміальної числової функції (1.1.2). 

Етап 1. Визначається кількість s  розрядів для двій-

кового подання Bink  числа k  одиниць, 0 24k  , вихідної 

24-розрядної послідовності 000000001000011000000000jA   

2log 25 5s     . 

Етап 2. Проводиться обчислення числа k  двійко-
вих одиниць у вихідній 24-розрядній послідовності 

000000001000011000000000jA   

24

1

3i

i

k a


  , 

у такий спосіб реалізуючи функцію    ,w j jf A k Y  і ви-

значаючи клас рівноважних комбінацій  24,3Y , до якого 

належить j jY A ,  24,3jY Y . 
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Таблиця 3.2 – Відповідність egf  між деякими jA  

і jZ  за умови 24n   

Двійкова послідовність jA  

Двійкова комбінація jZ  

Bin k  

Число jX  або пустий рядок 

Номер jD  або пустий рядок 

000000000000000000000000 00000  

000000000000000000001001 00010 
00000000000000000000100 

000000011 

000000001000011000000000 00011 
000000001000011 

00111111101 

001100001110011100100000 01001 
0011000011100111001 

001101001001101101000 

011100010000000000000000 00100 
01110001 

10001010001011 

011111011001010000101100 01100 
0111110110010100001011 

0101000110100101110100 

100000000000000000000000 00001 
1 

10111 

111000010001110111111111 10000 
111000010001110 

10000010000001000000 

111111111111111111111110 10111 
11111111111111111111111 

10111 

111111111111111111111111 11000  
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Етап 3. Виконується перетворення числа 3k   

одиниць до його двійкового вигляду Bin3 00011 , що 

складається із 5s   розрядів. 

Етап 4. Оскільки число 3k   не задовольняє сис-

темі рівностей    0 24k k   , то наявне значення 

24n   та обчислене значення 3k   являють собою парамет-

ри двійкової  24,3 -біноміальної системи числення, що ге-

нерує відповідне  24,3 -біноміальне число  24,3jX X , і 

здійснюється перехід до подальших етапів для реалізації 

  k e j jf f Y Z , j eZ Z . 

Етап 5. Обчислюється кількість m  розрядів  

для двійкового подання номера  24,3jD D 

  3
24Bin 0, 1C  , відповідного  24,3jY Y  

3
2 24 2log log 2024 11m C      

. 

Етап 6. Визначається у 24-розрядній рівноважній 

комбінації 000000001000011000000000jY  , яка має число 

3k   одиниць, значення останнього розряду 24 0y  . 

Етап 7. Оскільки 24 0y  , то відповідне  24,3 -бі-

номіальне число  24,3jX X  має вигляд 

000000001000011000000000 000000000

000000001000011 ,
jX  


 

тобто від комбінації 000000001000011000000000jY   від-

кидаються всі нульові розряди, починаючи з 24 0y  , до 

появи першої одиниці 15 1y  , яка являтиме собою значен-
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ня останнього розряду 15 15 1x y    24,3 -біноміального 

числа 000000001000011jX  . Водночас значення інших 

розрядів залишаються без змін, тобто 1 1 0x y  , 

2 2 0x y  , …, 14 14 1x y  . 

Етап 8. Обчислюється кількісний еквівалент 

dec jX  двійкового  24,3 -біноміального числа 

000000001000011jX   відповідно до функції (1.1.2) 

 
15

3 3 2 1
15 10 924

1

dec 000000001000011

455 45 9 509 .iq
i i

i

x C C C C







       
 

Етап 9. Виконується перетворення кількісного ек-

вівалента  dec 000000001000011 509  до двійкового ви-

гляду, що складається з 11m   розрядів 

  Bin dec 000000001000011

Bin509 00111111101 ,
jD  

 
 

у такий спосіб маємо шуканий номер  24,3jD D 

  3
24Bin 0, 1C   – стислий образ рівноважної  

24-розрядної комбінації 000000001000011000000000jY  . 

Етап 10. Виконується конкатенація двійкових зна-

чення Bin3 00011  і номера Bin 509jD    

00111111101 , тобто кодування вигляду  k j jf D Z  для 

випадку 0 24k   

00011 00111111101 0001100111111101jZ    , 

у такий спосіб отримуючи результуючу комбінацію j eZ Z . 
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Тепер розглянемо приклад узагальненого нумера-

ційного відновлення двійкової 24-розрядної послідовності 

1 2 24... ...j iA a a a a  (значення 24n   є попередньо відомим) 

з комбінації-образу 

0001100111111101jZ  , 

використовуючи вищенаведену модель процесу віднов-

лення 
1

egf


 на основі числової функції (1.1.2). 

Етап 1. Визначається кількість s  розрядів для 

двійкового подання Bink  числа k  одиниць, 0 24k  , 

відновлюваної 24-розрядної послідовності 

1 2 24... ...j iA a a a a  

2log 25 5s     . 

Етап 2. Здійснюється декатенація 5s   розрядів, 

починаючи з першого розряду комбінації jZ , у такий спо-

сіб витягується 

Bin 00011k  , 

зі стислого образу jZ , відповідного шуканій 24-розрядній 

послідовності jA . Отже, реалізується  1
Bink jf Z k


 . 

Етап 3. Виконується перетворення двійкового зна-

чення Bin 00011k   до його десяткового еквівалента 

 dec 00011 3k   . 

Етап 4. Оскільки для значення k  не виконується 

   0 24k k   , то комбінація має вигляд  Bin3,j jZ D , 

а значення 24n   і 3k   являють собою параметри двій-

кової  24,3 -біноміальної системи числення. Далі здійс-
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нюється перехід до подальших етапів для реалізації деко-

дування вигляду 

    
      

1 1

1 1 1 1 1

,

 ,

bg j w j

w e j w b j

f Z f k Y

f f D f f D

 

    

 

 
 

тобто декатенації двійкових запису Bin3 00011  і номе-

ра jD  із наявної комбінації 0001100111111101jZ  , 

отримання з номера jD  двійкового  24,3 -біноміального 

числа jX , формування рівноважної комбінації 

 24,3 ,jY Y  яка має 3k   двійкових одиниць, і на її ос-

нові формування вихідної двійкової послідовності jA . 

Етап 5. Обчислюється кількість m  розрядів для двій-

кового подання номера  24,3jD D    3
24Bin 0, 1C  , 

відповідного  24,3jY Y , 

 
3

2 24 2log log 2024 11m C      
.  

Етап 6. Здійснюється декатенація 11m   розрядів, 

починаючи з 6-го розряду комбінації 0001100111111101jZ   

 00011 00111111101j jD Z  ,  

так витягується двійковий номер  зі стис-

лого образу 0001100111111101jZ  , відповідного 24-роз-

рядній рівноважній комбінації 1 2 24... ...j iY y y y y . 

Етап 7. Виконується перетворення двійкового но-

мера 00111111101jD   до його десяткового еквівалента 

00111111101jD 
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 dec 00111111101 509jF   . 

Етап 8. Обчислюються значення розрядів  0,1ix   

 24,3 -біноміального числа 1 2... ...j i rX x x x x ,  24,3jX X , 

24r  : 

значення розряду 1x  

 1 509jF F  , 13 3
1 2324 1 1771

q
C C


    

   
    

1 1sign sign 1 1

sign sign 509 1771 1 sign 1 1 0 ;

x F    

      
 

значення розряду 2x  

    1 12 1 509 0 1771 509 0F F x        , 

23 3
2 2224 2 1540

q
C C


   , 

   
    

2 2sign sign 2 1

sign sign 509 1540 1 sign 1 1 0 ;

x F    

      
 

значення розряду 3x  

    2 23 2 509 0 1540 509 0F F x        , 

33 3
3 2124 3 1330

q
C C


   , 

   
    

3 3sign sign 3 1

sign sign 509 1330 1 sign 1 1 0 ;

x F    

      
 

далі аналогічно здійснюється обчислення значень розрядів 

4 5 8... 0x x x    , 9 1x  , 10 11 12x x x   ... 13 0;x   
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14 15 1x x  . Оскільки   15 1515 9 1 9 0,F x       то на ро-

зряді 15 1x   застосування рекурентного співвідношення 

(3.1.8) закінчується. Оскільки водночас кількість отриманих 

одиниць 3q k  , то згідно із системою кодоутворюваль-

них обмежень (1.1.4) потрібно вважати  24,3 -біноміальне 

число jX  довжини 15 24r    сформованим 

1 2 15... ... 000000001000011j iX x x x x  . 

Етап 9. Визначається у  24,3 -біноміальному числі 

000000001000011jX   останній розряд 15 1x  . 

Етап 10. Оскільки 15 1x  , то 

000000000 000000001000011 000000000

000000001000011000000000 ,
j jY X    


 

тобто до двійкового  24,3 -біноміального числа 

000000001000011jX   приєднуються нульові розряди 

000000000: 16 17 24... 0y y y    . Водночас загальна кіль-

кість розрядів одержуваної двійкової рівноважної комбіна-

ції jY  повинна становити 24n  ,  24,3jY Y . Значення 

інших розрядів залишаються без змін: 1 1 0y x  , 

2 2 0y x  , …, 15 15 1y x  . Унаслідок   1
3,w j jf Y A


  

отримуємо шукану 24-розрядну послідовність 

000000001000011000000000jA  , 

де j jA Y  і 1 1 0a y  , 2 2 0a y  , …, 24 24 0a y  . 
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3.3 Метод оцінювання меж застосування  
стиснення на основі біноміальної числової  
функції 

Області застосування будь-якого методу стиснення 
інформації визначається насамперед тим, що довжина ре-
зультуючого стисненого образу повинна бути менше, ніж 
довжина вихідної інформаційної послідовності [5–7]. 
З метою підвищення ефективності застосування методу 

нумераційного стиснення ef  на основі біноміальної чис-

лової функції необхідно виконати такі завдання:  

1) визначення області застосування ef  для випадку, 

коли k  є величиною постійною, а вихідний масив, який сти-

скається, являє собою масив двійкових n -розрядних кодів-

сполучень jY , які задовольняють обмеженню YR k , тобто 

масив рівноважних комбінацій  ,jY Y n k ; 

2) визначення області застосування ef  для випадку, 

коли k  може набувати будь-яких значень із заданого діа-

пазону 0 k n  , а вихідний масив, який стискається, являє 

собою масив двійкових n -розрядних кодів-сполучень jY  з 

різними значеннями обмежень YR k . 

Для нумераційного стиснення ef  двійкової  

n -розрядної послідовності  ,jY Y n k  у розв’язку першо-

го завдання йдеться про виконання такої нерівності: 

 jD n , (3.3.1) 

де jD  – довжина результуючого стислого образу jD . Роз-

гляд рішень для (3.3.1) необхідно проводити для 0 k n  , 

зважаючи на те, що за умови 0k   або k n  існує єдина 
послідовність, що має всі нулі або всі одиниці. Унаслідок її 
єдиності така послідовність не містить інформації. 
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На підставі того, що кількість рівноважних комбіна-

цій  ,jY Y n k  становить 
k
nC  [4; 33; 34], можна записати 

 2log
k

j nD C 
 

 (3.3.2) 

і, отже, (3.3.1) матиме вигляд 2log
k
nC n  

 
. 

Теорема 3.5. Для будь-яких значень 0 k n   вико-

нується нерівність 

 2log
k
nC n  

 
. (3.3.3) 

Доведення. З огляду на те, що [16; 17; 34] 

 2 2log log 1
k k
n nC C    

   
, (3.3.4) 

нерівність (3.3.3) подамо як 

 2log 1
k
nC n   

 
. (3.3.5) 

Відомо також 2 2log log
k k
n nC C  

 
. Отже, доказ 

тільки посилиться, якщо буде доведено нерівність вигляду 

2log 1
k
nC n   або 2log 1

k
nC n  . (3.3.6) 

Виконаємо над лівою і правою частинами останньої 

нерівності операцію потенціонування 

 
1

2
k n
nC


 . (3.3.7) 

На підставі відомих [16; 17; 25] рівностей 

0 2 4

1 3 5 1 1

...

... 2  ,

n
n n n n

n n
n n n n

C C C C

C C C C
 

    

     
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якщо n  парне, 

0 2 4 1

1 3 5 1

...

... 2  ,

n
n n n n

n n
n n n n

C C C C

C C C C





    

     
 

якщо n  непарне, можна зробити висновок, що за будь-

яких значень k  із діапазону 0 k n   нерівність (3.3.7) є 

справедливою, а отже, істинними будуть і нерівності (3.3.6). 

Звідси випливає справедливість (3.3.5), а з урахуванням 

виразу (3.3.4) справедливою є і нерівність (3.3.3). Теорему 

доведено. 

Отже, з погляду зменшення довжини комбінацій jY  

на підставі теореми 3.5 застосування нумераційного стис-

нення ef  є доцільним за умови будь-якого фіксованого 

значення 0 k n   одиниць у послідовностях jY , що ста-

новлять вихідну множину  ,Y n k  рівноважних комбінацій. 

Виконання другого завдання – визначення області 

стиснення ef  для випадку, коли 0 k n  , йдеться про 

розв’язок щодо значень n  і k  нерівності вигляду 

 js D n  , (3.3.8) 

де s  – кількість розрядів, необхідних для зберігання чис-

ла k  одиниць послідовності jY , яка стискається. 

Сума в лівій частині відношення (3.3.8) являє собою 

довжину j jl s D   результуючої стислої послідовності 

після egf  для випадку, коли k  є змінна величина з діапа-

зону 0 .k n   Оскільки кількість різних значень k  дорів-

нює 1n , то число двійкових розрядів s  для подання k , 

зберігання якого необхідно для однозначного відновлен-

ня jY  зі стислого образу jD , становить  2log 1s n    . 
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Тоді загальний вигляд для довжини jl  стислої послідовно-

сті з урахуванням (3.3.2) 

 2 2log 1 log
k

j nl n C       
, (3.3.9) 

а нерівність (3.3.8) для визначення області стиснення egf  з 

урахуванням (3.3.2) перетвориться до вигляду 

  2 2log 1 log
k
nn C n       

.  

Теорема 3.6. Максимальне значення jl , 1,
k
nj C , 

наявне за умови 2k n   , якщо n  – парне, або 

 2k n   , якщо n  – непарне число: 

  max 2 2
0
max log 1 logj n

k n
L l n C



 

        
, (3.3.10) 

а мінімальне – 

  min 2
0
min log 1j

k n
L l n

 
      (3.3.11) 

за умови 0k   або k n , де 2n  . 

Доведення. Максимум (3.3.10) і мінімум (3.3.11) за 

умови фіксованого цілого позитивного 2n   визначається 

тільки найбільшим і найменшим значеннями доданка 

2log
k
nC 

 
 із виразу (3.3.9). 

На підставі властивості біноміальних коефіцієнтів 

[16; 17; 25] максимальне значення 
k
nC  наявне за умови 

2k n  , якщо n  – парне, або  2k n  , якщо n  – 

непарне число. Оскільки функція логарифма за умови ос-

нови більшої за 1 є точно зростаючою, то за умови 2n    

2 2
0
max log log

k
n n

k n
C C



 

   
   

. 
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Отже, з (3.3.9) отримуємо рівність (3.3.10). 

Мінімальне значення 1
k
nC   наявне за умови 0k   

або k n . Звідси 

0
2 2

0 0

2 2
0 0

min log min log

min log min log 1 0.

k
n n

k n k n

n
n

k n k n

C C

C

   

   

    
   

      

 

Отже, з (3.3.9) отримуємо рівність (3.3.11). Теорему 

доведено. 

Наслідок. За умови n  – непарне число 

 

 

2
max 2 2

2
2 2

log 1 log

log 1 log  .

n
n

n
n

L n C

n C

  

  

         

        

 

Справедливість наслідку обґрунтовується на підставі 

властивості симетрії біноміальних коефіцієнтів [16; 17; 25] 

 2 2 2 2n n n n n
n n n nC C C C

             . 

Теорема 3.7. Для цілих 2n   наявне 

  max 2 2log 1 log nL n C n
        

, (3.3.12) 

де 2n  , якщо n  – парне число, і 2n      або 

2n     , якщо n  – непарне число, а для 2n    

наявне 

  min 2log 1L n n     . (3.3.13) 

Доведення. Доведемо спочатку справедливість 

maxL n  за умови 2n  . Перейдемо від (3.3.12) до нері-

вності 
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  2 2log 1 log nn C n


   , (3.3.14) 

доказ якого однозначно буде визначати істинність нерів-

ності (3.3.12), оскільки    2 2log 1 log 1n n      і 

2 2log logn nC C
   

 
. 

Потенціюючи за основою логарифма ліву і праву 

частини вищенаведеної нерівності, отримуємо 

  1 2
n

nn C


   .  

Оскільки  
0

1
n

n n

z

n C C
 



   , а 
0

2
n

n k
n

k

C


  

[16; 17; 25], то 

 
0 0

n n
k

n n

z k

C C


 

  . (3.3.15) 

Розглянемо цю нерівність, коли 2, 4,...n   – парне. 

За умови 2n  , а також рівної  1n   кількості членів 

сум лівої і правої частин маємо один доданок 
2k

n nC C
 
 , 

коли 2k n , і n  інших 
k

n nC C

 , коли 0 2k n   і 

2n k n  . Очевидно, що в цьому разі (3.3.15) виконується. 

Розглянемо тепер (3.3.15), коли 3,5,...n   – непарне. 

Тоді  1 2n   , або  1 2n   . Відомо, що 
k n k
n nC C


  

[16; 17; 25], тобто 
   1 2 1 2n n
n nC C
 

 . За рівної  1n   кіль-

кості членів сум лівої і правої частин маємо тепер два до-

данки у правій частині нерівності 
 1 2k n

n nC C
  
 , коли 

 1 2k n   і  1 2k n   й інші  2n  доданків 
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,
k

n nC C

  коли  0 1 2k n    і  1 2n k n   . Очевид-

но, що і в цьому разі (3.3.15) виконується. 

Отже, як для парних, так і для непарних n , тобто 

для всіх цілих 2n  , виконується нерівність (3.3.15), звід-

си випливає істинність (3.3.14) і, отже, справедливість не-

рівності (3.3.12). 

Тепер наведемо обґрунтування minL n  за умови 

2n  . Скористаємося рівністю    2 2log 1 log 1 1n n           

і перейдемо від (3.3.13) до нерівності 

 2log 1 1n n   , 

доказ якого однозначно визначає і посилює істинність не-

рівності (3.3.13), оскільки    2 2log 1 log 1n n     . 

У наведеній вище нерівності перенесемо одиницю з 

лівої частини в праву для зручності потенціонування. Далі, 

потенціюючи обидві частини цієї нерівності за основою 2, 

отримуємо 
1

1 2
n

n


   або 2 2 2
n

n  . 

Відомо [16; 17; 25], що числа сполучень 
1 1n
n nC C n


   і 

0
1

n
n nC C  . Праву частину нерівності по-

дамо в такому вигляді: 

 

2
0 1 1

2
2

2

2

2 2  .

n
n n n k

n n n n n

k
n

k
n

k

C C C C C

n C









     

  





 

Повертаючись до попередньої нерівності, маємо 

 
2

2

2 2 2 2
n

k
n

k

n n C




    . 
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Очевидно, що ліва частина нерівності точно менше 

за праву за умови цілих 2n  . Отже, нерівність (3.3.13) та-

кож справедлива. Теорему доведено. 

З теореми 3.7 можна зробити висновок, що за умови 

2n   функція (3.3.9) має точки перетину з лінією  f k n , 

паралельною осі абсцис. З огляду на те, що функція біно-

міального коефіцієнта є симетричною щодо лінії 2k n  

(допустивши для n  – непарного, що 2k n  для цього ви-

падку є раціональним числом), а також властивість симет-

рії біноміальних коефіцієнтів 
k n k
n nC C


  [16; 17; 25], мож-

на зробити висновок, що таких точок перетину буде дві – 

e  і e , де e en   . Водночас 

 max
e

e
k L

k


  і min
e

e
k H

k


   

являють собою межі множин – нижньої  0,1,...,e eL   і 

верхньої  , 1,...,e e eH n    області значень k  двійкових 

одиниць, за умови яких застосування методу стиснення egf  

на основі біноміальної числової функції є доцільним. І, на-

впаки, існує множина  1, 2,..., 1e e e eM        – серед-

ня область значень k  двійкових одиниць, за умови яких 

розглянутий раніше метод стиснення egf  дає збільшення 

довжини jl  результуючої комбінації. 

Графіки функцій  jl f k  і  f k n  за умови 

64n   і 0 64k   подано на рисунку 3.1. Їхній перетин 

наявний для значень 22   і 42   числа одиниць, які 

розташовуються симетрично щодо вертикальної лінії 

2 32k n  . Очевидно, що діапазони 0 22k   і 

42 64k   значень k  за умови заданого 64n   станов-
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лять, відповідно, області eL  і eH  використання нумера-

ційного стиснення egf  на основі біноміальної числової 

функції, коли jl n . 

 

Рисунок 3.1 – Графіки  jl f k ,  f k n ,  

області eL , eH  ефективного  

і eM  неефективного використання egf   

за умови заданого 64n   

 

Рішення нерівності 

  2 2log 1 log e
nn C n
       

 (3.3.16) 
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щодо меж e  (або e en   ) для пошуку областей eL  і 

eH  використання egf  є важливим завданням для підви-

щення ефективності біноміального стиснення, але воно 

стикається з певними труднощами з вилучення шукано-

го e  з біноміального коефіцієнта e
nC


. 

Тривіальним підходом до знаходження меж e  і e  

є послідовне перебирання 0 k n  , поки не буде викону-

ватися умова рівності (3.3.16). Деякі значення e  і e , 

отримані внаслідок програмного моделювання для різних n , 

подані в додатку Б. Вихідний код програми для знахо-

дження e  і e  для різних n  подано в додатку В. 

Більш ефективним підходом до виявлення значень 

меж e  і e  є побудова регресійної моделі області вико-

ристання біноміального нумераційного стиснення egf  на 

основі базових методів регресійного аналізу [35; 36]. Цей 

підхід дозволить уникнути труднощів, пов’язаних із переби-

ранням рішень нерівності (3.3.16) і обчисленням біноміаль-

них коефіцієнтів за умови великих значень n  і k , і, отже, 

знизити обсяг обчислювальних витрат за умови знаходжен-

ня e  і e . Але водночас буде існувати погрішність обчи-

слення e  і e , яка з урахуванням дискретності функції 

 f n   і за умови великих n  істотно мало впливає на 

визначення областей eL  і eH  використання методу стис-

нення egf . 

У роботі [37] було зазначено про близький до ліній-

ного характер залежності e  від n , тому як вихідне рів-

няння для методу найменших квадратів застосовують  

лінійне рівняння e a n b    . Унаслідок цього для обчис-
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лення e  і e  була запропонована функція  e f n   тако-

го вигляду: 

 0,46284 10,25e n      . (3.3.17) 

Коефіцієнт кореляції, формула якого подана в [38] і 

який характеризує точність знайденого рівняння, стано-

вить 0,99986лінr  . 

Більш точну залежність можна отримати, як-

що задаватися поліноміальною залежністю вигляду 
2

e a n b n c      . Унаслідок розрахунку за формулами з 

[35; 36] коефіцієнтів a , b  і c  отримуємо для визначення 

значення межі e  поліноміальне рівняння 

5 2
2,75 10 0, 4345 5,3e n n

      
 

. (3.3.18) 

Коефіцієнт кореляції з [38], що характеризує точ-

ність отриманого поліноміального рівняння, становить 

0,999978полr  . 

Крім співвідношень (3.3.17) і (3.3.18), отриманих за 

допомогою методу найменших квадратів, експерименталь-

ним способом виявлено співвідношення, яке більш точно 

описує залежність  e n  

 
 ln 10

1
2

e

nn

n


  
   

    

. (3.3.19) 

Коефіцієнт кореляції рівняння (3.3.19) становить 

0,999983ексr  . 
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На підставі того, що екс пол лінr r r  , можна зробити 

такі висновки: 

 рівняння (3.3.18) і (3.3.19) дають більш точні  

рішення, ніж рівняння (3.3.17), що особливо важливо за 

умови малих значень n , коли точність знайденого значен-

ня e  може суттєво впливати на ступінь стиснення двійко-

вих послідовностей jA ; 

 співвідношення (3.3.17) доцільно застосовувати 

для значень n , більших за 128, оскільки в цьому разі фун-

кція  e f n   незначно відрізняється від лінійної; 

 співвідношення (3.3.19) більш точно описує зале-

жність  e f n  , особливо за умови n , кратних ступеню 

двійки, але обчислення меж e  є більш складним, ніж об-

числення з використанням формули (3.3.18), тому співвід-

ношення (3.3.18) доцільно застосовувати, коли потрібна 

досить висока точність підрахунку e  за умови обмеження 

на час обчислення та обсягу апаратно-програмних витрат. 

 

3.4 Моделі адаптивного нумераційно-
векторного стиснення і відновлення двійкових даних 

Наявність області eM  (рис. 3.1) неефективного  

використання методу біноміального нумераційного стис-

нення egf  означає, що для значень k    відношення 

довжини n  вихідної послідовності jA  до довжини jl  ре-

зультуючої комбінації  Bin ,j jZ k D  Equation Chapter 3 Section 

4 

 
 2 2

1
log 1 log

k
n

n

n C


      

. (3.4.1) 
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Незважаючи на це, у безлічі випадків для всього ма-

сиву повідомлень, що генеруються інформаційним джере-

лом A , це відношення може бути більше за одиницю, що 

залежить від значень імовірнісних (статистичних) показ-

ників власне джерела даних. 

Потрібно звернути увагу на те, що за умови великих 

n  і k  формування  Bin ,j jZ k D , для яких виконується 

нерівність (3.4.1), пов’язане зі значними часовими та апа-

ратно-програмними витратами, що є наслідком засто-

сування біноміальної числової функції (1.1.2), а саме обчи-

слення вагових коефіцієнтів ik q
n iC

 , які в сумі дають  

номер jD . Аналогічно, значний обсяг часових і апаратно-

програмних витрат, як наслідок необхідності визначення 

ik q
n iC

  за умови великих n  і k , наявний і за умови віднов-

лення на основі jZ  вихідної послідовності jA , яка містить 

k    одиниць. 

Обчислення біноміальних коефіцієнтів ik q
n iC

  за 

умови великих значень верхнього і нижнього параметрів 

являє собою складну задачу з погляду як практичної реалі-

зації, так і зниження обчислювальних (часових) витрат 

[17; 39–41]. Насамперед це пов’язано з обчисленням фак-

торіалів вигляду  !n i  і  !ik q , значення яких можуть 

досягати величезних величин. Наприклад, якщо для вихід-

ної послідовності jY  маємо 64n   і 32k  , тобто саме кі-

лькість одиниць з області eM  (див. рис. 3.1), то для одини-

чного розряду 32 1x   двійкового біноміального числа jX , 

відповідного jY , за умови 32 15q   ваговий коефіцієнт 
17
32C  

матиме значення, яке складається з 9 значущих цифр. Вод-
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ночас обчислення 
17
32C  за спрощеною класичною схемою 

[17; 25] вимушено буде стикатися зі значеннями чисельни-

ка 32 31 ... 18    і знаменника 15! , які містять 21 і 13 деся-

ткових знаків відповідно. 

Очевидно, що труднощі, пов’язані з громіздкістю 

обчислень факторіалів і складністю уявлення кінцевого ці-

лочислового результату біноміальних коефіцієнтів за умо-

ви великих значень їхніх параметрів, набувають особливої 

гостроти за умови обмежень на час стиснення / відновлен-

ня даних та обсягу апаратно-програмних витрат у процесі 

практичної реалізації систем біноміального нумераційного 

стиснення на основі біноміальної числової функції. Подо-

лання зазначених труднощів або їхнє часткове вирішення 

можливе на основі підходів і методів канонічного розкла-

дання чисел сполучень і їхнього двійково-канонічного ко-

дування [39–41], обчислення біноміальних коефіцієнтів за 

допомогою послідовностей чисел сполучень [2], компактного 

розміщення біноміальних коефіцієнтів у пам’яті [42]. 

Іншим ефективним заходом для збільшення швид-

кодії методів стиснення і відновлення на основі біноміаль-

ної числової функції і зменшення витрат за умови їхньої 

практичної реалізації є введення в моделі процесів стис-

нення і відновлення, що розробляються, процедури ви-

бору методу кодування ef  або vf  для вихідної двійкової  

n -розрядної послідовності  0,1 ,
n

jA A   яка містить 

0 k n   одиниць. 

Під час стиснення jA  необхідно використовувати 

функцію wf , яка ставить у відповідність вихідній послідо-

вності jA  вибірку  , jk Y , де j jY A  ((2.1.7), підроз-

діл 2.1). Далі, якщо отримане значення k  задовольняє сис-

темі нерівностей такого вигляду: 
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0

 ,
e

e

k

k n





 
  

 (3.4.2) 

то для кодування послідовності  ,j jA Y Y n k   викорис-

товується нумераційне кодування ef  на основі біноміаль-

ної числової функції. Якщо для значення k  виконується 

нерівність вигляду e ek   , то реалізується метод век-

торного кодування vf . Водночас в обох випадках до кодо-

ваних комбінацій для однозначного відновлення стислої 

послідовності додається двійкове число k  одиниць – 

Bink , тобто виконується додаткове кодування kf . Якщо ж 

значення k  задовольняє системі рівностей    0k k n   , 

то результуюча комбінація, яка кодується, буде складатися 

тільки з Bink , тобто використовується єдиний метод ко-

дування kf . 

Отже, розглянемо відображення вигляду 

 :evf A Z ,  

яке задається відповідною функцією 

  j ev jZ f A ,  

де 1 2... ...j i nA a a a a ,  0,1
n

jA A  , а jZ Z  може набува-

ти вигляду  Bin ,j jZ k D ,  Bin ,j jZ k A  або BinjZ k , 

1, 2
n

j  . Нижченаведена теорема 3.8 наводить властивості 

відображення evf  і спосіб його реалізації. 

Теорема 3.8. Будь-якій двійковій n -розрядній пос-

лідовності 1 2... ...j i nA a a a a A   можна поставити у 

взаємну однозначну відповідність за допомогою ві-
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дображень evf  і 
1

evf


 двійкову комбінацію jZ Z  

такого вигляду: 

1) якщо    0 e ek n k n       , то 

 Binj jZ k D  , (3.4.3) 

де 
1

n

i

i

k a


  і     , Bin 0, 1
k

j nD D n k C   ; 

2) якщо e ek n    , то 

 Binj jZ k Y  , (3.4.4) 

де  ,jY Y n k , j jY A ; 

3) в іншому разі, якщо    0k k n   , то 

 BinjZ k . (3.4.5) 

Доведення. Перш ніж почати доказ зазначимо, що 

рівноважна комбінація jY  є результатом дії функції wf , 

яка відображає функціональну відповідність  ,
w

j j
f

A k Y , 

де j jY A . 

Також візьмемо до уваги, що на області визначення 

   0 e ek n k n        відображення evf  і 
1

evf


, які 

розглядаються, являють собою звуження відповідних відо-

бражень egf  і 
1

egf


:    ev j eg jf A f A ,    1 1
ev j eg jf Z f Z
 

 . 

Але взаємна однозначність egf  і 
1

egf


 вже обґрунтована те-

оремою 3.4. Отже, випадки (3.4.3) і (3.4.5) умови теоре-

ми 3.8 підпадають під дію раніше доведеної теореми 3.4. 
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Для випадку e ek n     наведемо доказ від про-

тилежного. Спочатку розглянемо пряме відображення 

:evf A Z . Припустимо, що для jA  існують дві двійкові 

послідовності jZ   і jZ  , j jZ Z  . Але в результуючих пос-

лідовностях (3.4.4) 

 Binj jZ k Y      і Binj jZ k Y       

комбінації jY   і jY   з урахуванням взаємної однозначності 

відображення wf  не можуть бути різними за умовою тео-

реми, тобто j j jY Y Y   , а два відмінних один від одного 

значення числа k  одиниць для єдиної jY  не можливі, тоб-

то Bin Bink k  . Звідси маємо j jZ Z   і для випадку

e ek n    . Отже, наше припущення для відображен-

ня evf  виявляється неправильним. Отже, jA  можна поста-

вити у відповідність єдину jZ  вигляду (3.4.4) за умови 

e ek n    . 

Тепер припустимо для зворотного відображення 
1

evf


 за умови e ek n    , що для jZ  існують дві двій-

кові комбінації jA  і jA , j jA A  . Але для випадку (3.4.4) 

рівність j j jA A A    визначається самою результуючою 

послідовністю Binj jZ k Y  , яка містить jY  у явному 

вигляді, тобто за умови взаємної однозначності відобра-

ження 
1

wf


 маємо j jY A , і наше припущення щодо двох 

jA  і jA , j jA A   для jZ  також виявляється неправильним. 

Очевидно, що справедливість доказів не зміниться і 

в разі розгляду більш ніж двох різних jZ  , jZ  , … або jA , 
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,jA  … за умови e ek n    . Отже, з урахуванням дії 

теореми 3.4 і доказування для e ek n     є взаємна од-

нозначна відповідність між jA  і jZ . Теорему доведено. 

Наслідок. Відображення :evf A Z  є бієктивним. 

Насправді, кожний елемент jA  має єдиний образ, а 

кожний елемент jZ  – єдиний прообраз для всіх jA A  і 

jZ Z . Звідси випливає бієктивність відображення evf . 

Об’єднуючи в одну систему рівностей відношення 

(3.4.3), (3.4.4) і (3.4.5), для результуючої комбінації jZ  

отримуємо 

   
   

Bin ,  0

Bin ,  0

Bin ,   .
j j e e

j e e

k k k n

Z k D k k n

k Y k

 

 

   


       
    

 (3.4.6) 

Способи практичної реалізації відображень evf  і 

1
evf


, указаних у теоремі 3.8, можуть бути різними. Вибрані 

підходи до побудови evf  і 
1

evf


, розроблені методи кодуван-

ня і моделі процесів, які формуються для них, у кінцевому 

підсумку впливають на швидкодію та обсяг апаратно-

програмних витрат запропонованого методу стиснення да-

них, що використовує перемикання між біноміальним нуме-

раційним кодуванням ef  і векторним кодуванням vf . 

Визначення 3.3. Методом нумераційно-векторного 

стиснення evf  на основі біноміальної числової функції (або 

біноміального нумераційно-векторного стиснення) назива-

ється відображення 

 :evf A Z ,  
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яке задається складною функцією вигляду 

   
   

,  0

,  0

,   ,

k w

ev k e w e e

k v w e e

f f k k n

f f f f k k n

f f f k

 

 

  


     
  

 (3.4.7) 

де A  – множина вихідних двійкових n -розрядних послідо-

вностей jA  

 0,1
n

jA A  , 1, 2
n

j  ,  
0

,
n

k

A Y n k



 , 

   , ,Y n k Y n k   , k k  , 0 ,k k n   ; 

Z  – множина результуючих послідовностей jZ  

o e vZ Z Z Z   , 

    / Bin , 0o j jZ Q Z Z k k k n       , 

 

      
,

/ Bin , , 0  ,

e

j j j e e

Z Q D n k

Z Z k D k k n 

  

      
 

    , / Bin , ,v j j j e eZ Q Y n k Z Z k Y k       , 

 Bin / 0Q k k n   ,     , Bin 0, 1
k

j nD D n k C   , 

 ,jY Y n k ,  j w jY f A ; 

kf  – функція  j k jZ f Y , яка ставить у відповідність 

рівноважній комбінації j jY A  двійковий запис Bink  чис-
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ла k  одиниць, де    0k k n   , і визначає відображен-

ня вигляду 

 : ,k of Y n k Z , 

або функція  j k jZ f D , яка ставить у відповідність 

двійковому номеру jD  результуючу послідовність 

Binj jZ k D  , якщо    0 e ek k n      , і визна-

чає відображення вигляду 

 : ,k ef D n k Z , 

або функція  j k jZ f Y , яка ставить у відповідність 

j jY A  результуючу послідовність Binj jZ k Y  , якщо 

e ek   , і визначає відображення вигляду 

 : ,k vf Y n k Z ; 

e bf f  – складна функція     j e j b jD f Y f Y  , 

яка ставить у відповідність рівноважній комбінації jY  на 

основі біноміальної числової функції її двійковий номер 

 ,jD D n k  і визначає відображення вигляду 

    : , ,ef Y n k D n k ;  

vf  – функція  j v jY f Y  або  idY j jY Y , яка перево-

дить рівноважну комбінацію jY  у себе і визначає тотож-

не відображення (перетворення) вигляду 

    : , ,vf Y n k Y n k ;  
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wf  – функція  j w jY f A , яка ставить у відповід-

ність вихідній послідовності jA  впорядковану вибірку ви-

гляду  , jk Y , де j jY A , і визначає відображення 

:wf A M , 

    , / 0 , ,j jM k Y k n Y Y n k    . 

На підставі визначення 3.3 і виразу (3.4.7) складну 

функцію, що реалізує відображення :evf A Z , можна за-

писати як 

 

      

       

   

, 0

, 0

,  .

j ev j

k w j

k e w j e e

k v w j e e

Z f A

f f A k k n

f f f A k k n

f f f A k

 

 

 

   



     


 


 (3.4.8) 

Зі свого боку, зворотне відображення 
1

:evf Z A


 , 

яке задається зворотною складною функцією 

 
   

   

1

1 1

1 1 1

1 1

, 0

, 0

,  ,

ev

w k

w e k e e

w v k e e

f

f f k k n

f f f k k n

f f f k

 

 



 

  

 



   


     


 

 (3.4.9) 

(беручи до уваги 
1

v vf f

 ) являє собою відновлення з ура-

хуванням наявного значення k  вихідних двійкових послі-

довностей jA . У разі    0k k n    відновлення jA  
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здійснюється на основі Bink , за умови 

   0 e ek k n       – на основі Bink  і двійкових 

номерів  ,jD D n k  із використанням біноміальної чис-

лової функції (1.1.2), а за умови e ek    – на основі то-

тожного відображення відновлюваної комбінації в себе 

j jY A . Такий вид відновлення будемо називати нумера-

ційно-векторним на основі біноміальної числової функції, 

або скорочено біноміальним нумераційно-векторним. На 

підставі (3.4.9) складну функцію, що реалізує зворотне ві-

дображення 
1

:evf Z A


 , можна виразити ще як 

 

 

      

       

   

1

1 1

1 1 1

1 1

, 0

, 0

,  .

j ev j

w k j

w e k j e e

w v k j e e

A f Z

f f Z k k n

f f f Z k k n

f f f Z k

 

 



 

  

 

 

   



     

  


 (3.4.10) 

Довжина  j evl f  результуючих комбінацій jZ  з 

урахуванням системи рівностей (3.4.6) обчислюється так: 

 

   

   2

, 0

log , 0

,  .

j ev

k
n e e

e e

l f

s k k n

s C k k n

s n k

 

 



  


         


  

 (3.4.11) 

де  2log 1s n    . 

Способи реалізації складних функцій (3.4.8) і 

(3.4.10) на підобласті визначення, коли    0k k n    і 

   0 e ek k n      , для методу біноміального нуме-
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раційно-векторного стиснення evf  є аналогічними спосо-

бам побудови функцій (3.2.4) або (3.2.6) для методу уза-

гальненого стиснення egf  на основі біноміальної числової 

функції. 

Способи реалізації складних функцій (3.4.8) і 

(3.4.10) на підобласті визначення, коли e ek   , ґрун-

туються на досить простих операціях обчислення k  оди-

ниць, конкатенації і декатенації двійкового коду Bink  і 

відображення вихідної jA  послідовності в саму себе. 

З теореми 3.4, яка вказує та обґрунтовує методи реа-

лізації відповідності, сформульованої теоремою 3.8, а також 

із власне теореми 3.8, випливають моделі процесів біноміа-

льного нумераційно-векторного стиснення evf  і відновлен-

ня 
1

evf


 двійкових послідовностей. 

Моделювання процесу стиснення evf  двійкових по-

слідовностей 1 2... ...j i nA a a a a ,  0,1
n

jA A  , 1, 2
n

j   

здійснюється на основі теорем 3.4 і 3.8, функції (2.1.1) і 

складається з таких етапів. 

Етап 1. Визначається кількість s  розрядів для двій-

кового подання Bink  числа k  одиниць, 0 ,k n   вихід-

ної n -розрядної послідовності 1 2... ...j i nA a a a a  

 2log 1s n    . 

Етап 2. Проводиться обчислення числа k  двійко-

вих одиниць у вихідній n -розрядній послідовності 

1 2... ...j i nA a a a a  

1

n

i

i

k a


 , 
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у такий спосіб реалізуючи функцію    ,w j jf A k Y  і ви-

значаючи клас  ,Y n k  рівноважних комбінацій, до якого 

належить  ,jY Y n k , j jY A . 

Етап 3. Виконується перетворення числа k  оди-

ниць до його двійкового вигляду Bink , що складається із  

s  розрядів. 

Етап 4. Якщо число k  задовольняє системі рівнос-

тей    0k k n   , то результуючою буде комбінація ви-

гляду BinjZ k , j oZ Z . В іншому разі виконується пе-

рехід до наступного етапу. 

Етап 5. Якщо число k  задовольняє системі нерів-

ностей 

 
0

 ,
e

e

k

k n





 
  

  

то наявне значення n  і обчислене значення k  являють со-

бою параметри двійкової  ,n k -біноміальної системи чис-

лення і здійснюється перехід до подальших етапів для реа-

лізації кодування вигляду   k e j jf f Y Z , j eZ Z . 

В іншому разі виконується перехід до етапу 12 для реалі-

зації кодування вигляду   k v j jf f Y Z , j vZ Z . 

Етап 6. Обчислюється кількість m  розрядів  

для двійкового подання номера  ,jD D n k   

  Bin 0, 1
k
nC  , відповідного  ,jY Y n k  

2log
k
nm C 

 
. 
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Етап 7. Визначається в n -розрядній рівноважній 

комбінації 1 2... ...j i nY y y y y , що має число k  одиниць, 

значення останнього розряду ny . 

Етап 8. Якщо 0ny  , то 

1 2 1 1 2 100...0 ... ... 0 00...0 ... ... 1j j i n i rX Y y y y y x x x x    , 

тобто від комбінації 1 2 1... ... 0j i nY y y y y   відкидаються всі 

нульові розряди, починаючи з 0ny  , до появи першої 

двійкової одиниці 1ry  , котра являтиме собою значення 

останнього розряду 1r rx y    ,n k -біноміального числа 

1 2 1... ... 1j i rX x x x x  . В іншому разі 

1 2 1 1 2 111...1 ... ... 1 11...1 ... ... 0j j i n i rX Y y y y y x x x x    , 

тобто від комбінації 1 2 1... ... 1j i nY y y y y   відкидаються всі 

одиничні розряди, починаючи з 1ny  , до появи першого 

двійкового нуля 0ry  , котрий являтиме собою значення 

останнього розряду 0r rx y    ,n k -біноміального числа 

1 2 1... ... 0j i rX x x x x  . Водночас в обох випадках інші роз-

ряди залишаються без змін: 1 1x y , 2 2x y , …, 1 1r rx y  . 

Етап 9. Обчислюється кількісний еквівалент 

dec jX  двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2... ...j i rX x x x x  відповідно до числової функції (1.1.2) 

1

dec i

r
k q

j i n i

i

X x C





 . 
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Етап 10. Виконується перетворення кількісного ек-

вівалента dec jX  до його двійкового вигляду, що склада-

ється з m  розрядів 

 Bin decj jD X , 

у такий спосіб отримуючи шуканий номер 

    , Bin 0, 1
k

j nD D n k C   , – стислий образ вихідної  

n -розрядної послідовності 1 2... ...j i nY y y y y . 

Етап 11. Виконується конкатенація двійкових зна-

чення Bink  і номера jD , тобто кодування вигляду 

 k j jf D Z  для випадку    0 e ek k n       

Binj jZ k D  , 

у такий спосіб отримуючи результуючу комбінацію j eZ Z . 

Етап 12. Виконується конкатенація двійкових зна-

чення Bink  і рівноважної комбінації jY , тобто кодування 

вигляду   k v j jf f Y Z  для випадку e ek    

 Binj jZ k Y  ,  

у такий спосіб отримуючи результуючу комбінацію j vZ Z . 

У моделі стиснення evf  можна поєднати етапи 2 і 3 

під час використання двійкового рахунку, а також етапи 9 і 

10 за подання вагових коефіцієнтів ik q
n iC

  у двійковому ви-

гляді і проведення операцій у біноміальній числовій функ-
ції (1.1.2) за правилами двійкової арифметики. 
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Моделювання процесу відновлення 
1

evf


 послідовнос-

тей 1 2... ...j i nA a a a a ,  0,1
n

jA A  , 1,2
n

j   з комбінацій-

образів jZ , j o e vZ Z Z Z    здійснюється на основі тео-

рем 3.4 і 3.8, функції (2.1.3) і складається з таких етапів. 

Етап 1. Визначається кількість s  розрядів для двій-

кового подання Bink  числа k  одиниць, 0 ,k n   віднов-

люваної n -розрядної послідовності 1 2... ...j i nA a a a a  

 2log 1s n    . 

Етап 2. Здійснюється декатенація s  розрядів, по-

чинаючи з першого розряду комбінації jZ  

Bin j jk Z D , Bin j jk Z Y  або Bin jk Z , 

у такий спосіб витягується 1 2Bin ... sk z z z  зі стислого об-

разу jZ , що відповідає n -розрядній послідовності jA . 

Остання рівність є випадком, коли тільки Bink  становить 

образ нульової або одиничної jA . Отже, реалізується де-

кодування  1
.k jf Z


 

Етап 3. Виконується перетворення двійкового зна-

чення Bink  до його десяткового еквівалента 

 dec Bink k . 

Етап 4. Якщо для значення k  виконується 

   0k k n   , то комбінація, що перетворюється, має 

вигляд BinjZ k  і тоді формується вихідна послідовність 

      1 1 1 1
Bin 11...1j ev j w k j wA f Z f f Z f n

   
      
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або 

      1 1 1 1
Bin 0 00...0j ev j w k j wA f Z f f Z f

   
    . 

В іншому разі виконується перехід до етапу 5. 

Етап 5. Якщо для значення k  виконується 

0

 ,
e

e

k

k n





 
  

 

то комбінація має вигляд  Bin ,j jZ k D  і для відновлення 

    1 1 1
j ev j w e jA f Z f f D

  
  , використовуючи відповід-

не  ,n k -біноміальне число jX , переходимо до подаль-

ших етапів. В іншому разі  Bin ,j jZ k Y  і для відновлення 

    1 1
j ev j w v jA f Z f f Y

 
   робиться перехід до етапу 12. 

Етап 6. Обчислюється кількість m  розрядів для 

двійкового подання номера  ,jD D n k 

  Bin 0, 1
k
nC  , відповідного  ,jY Y n k  

 2log
k
nm C 

 
.  

Етап 7. Здійснюється декатенація m  розрядів, по-

чинаючи з  1s  -го розряду комбінації jZ  

 Binj jD Z k ,  

у такий спосіб витягується двійковий номер jD  зі стислого 

образу jZ , відповідного рівноважній комбінації jY . 
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Етап 8. Виконується перетворення двійкового но-

мера jD  до його десяткового еквівалента 

decj jF D . 

Етап 9. Проводиться обчислення значень розрядів 

 0,1 :ix   

   sign sign 1i ix F i    , 

де  1 jF F ,    1 i iF i F i x    , ik q
i n iC


 , у такий спо-

сіб формуючи  ,n k -біноміальне число 1 2... ...j i rX x x x x , 

 ,jX X n k , r n . Обчислення ix  триває, поки 

  0i iF i x   . 

Етап 10. Визначається у двійковому  ,n k -біно-

міальному r -розрядному числі 1 2... ...j i rX x x x x  значення 

останнього rx . 

Етап 11. Якщо 0rx  , то 

1 2 1 1 2 111...1 ... ... 0 11...1 ... ... 1j j i r i nY X x x x x y y y y      , 

тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2 1... ... 0j i rX x x x x   приєднуються одиничні розряди 

11...1: 1 2 ... 1r r ny y y     . В іншому разі 

1 2 1 1 2 100...0 ... ... 1 00...0 ... ... 0j j i r i nY X x x x x y y y y      , 

тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2 1... ... 1j i rX x x x x   приєднуються нульові розряди 00...0 : 

1 2 ... 0r r ny y y     . В обох випадках загальна кіль-

кість розрядів отриманої двійкової рівноважної комбіна-

 



Методи біноміального адаптивного стиснення двійкових даних 

175 

ції jY  повинно становити n ,  ,jY Y n k . Водночас інші 

розряди залишаються без змін: 1 1y x , 2 2y x , …, r ry x . 

Унаслідок   1
,w j jf k Y A


  отримуємо шукану n -розряд-

ну послідовність 1 2... ...j i nA a a a a , де j jA Y  і 1 1a y , 

2 2 ,a y  …, n na y . 

Етап 12. Виконується декатенація n  розрядів, по-

чинаючи з  1s  -го розряду комбінації jZ  

Binj jY Z k , 

у такий спосіб витягується рівноважна комбінація jY  зі 

стислого образу jZ . Унаслідок   1
,w j jf k Y A


  отримує-

мо шукану n -розрядну послідовність 1 2... ...j i nA a a a a , де 

j jA Y  і 1 1a y , 2 2a y , …, n na y . 

Для реалізації етапу 11 процесу відновлення 
1

evf


 

рівноважних комбінацій 1 2... ...j i nY y y y y  на основі двій-

кових  ,n k -біноміальних чисел jX  можна також викори-

стовувати функцію  1
j b jY f X


  вигляду (2.1.6), яка ви-

магає обчислення q n  або l n . У цьому разі етапи 1–9 і 

12 зберігають свій колишній зміст, а етапи 10 і 11 перетво-
рюються до наступного вигляду. 

Етап 10. Обчислюється у двійковому  ,n k -біно-

міальному числі 1 2... ...j i rX x x x x  кількість 
1

r

i

i

q x


  оди-

ниць, 0 q k  . 

Етап 11. Якщо 0 q k  , то 
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1 2 1 1 2 111...1 ... ... 0 11...1 ... ... 1j j i r i nY X x x x x y y y y      , 

тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2... ...j i rX x x x x  приєднуються одиничні розряди 11...1 

доти, поки їх не стане q k . В іншому разі 

 1 2 1 1 2 100...0 ... ... 1 00...0 ... ... 0j j i r i nY X x x x x y y y y      ,  

тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2... ...j i rX x x x x  приєднуються нульові розряди 00...0  до-

ти, поки їх не стане l n k  . В обох випадках маємо двій-

кову рівноважну комбінацію jY ,  ,jY Y n k , значення ін-

ших розрядів якої 1 1,y x  2 2y x , …, r ry x . 

Унаслідок   1
,w j jf k Y A


  отримуємо шукану n -розряд-

ну послідовність 1 2... ...j i nA a a a a , де j jA Y  і 1 1a y , 

2 2 ,a y  …, n na y . 

Під час виконання операцій порівняння над двійко-
вими числами етапи 3 і 4 в моделі процесу відновлен-

ня 
1

evf


 можна поєднати. Аналогічно поєднуються етапи 8 і 

9, якщо здійснювати обчислення значень розрядів ix  двій-

кового  ,n k -біноміального числа jX  за правилами двій-

кової арифметики. 

З метою зменшення часу відновлення jA  операції 

обчислення в етапах 1 і 6 можна замінити на операції по-

шуку значень s  і m  у таблицях із довільним доступом, у 

яких залежно від k  і n  містяться шукані значення чисел 

розрядів для двійкового подання Bink  і jD . 

Під час використання системи нерівностей (3.4.2) 

графік залежності довжини    j evl f f k  (3.4.11) від зна-
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чення k  для результуючої комбінації jZ  за умови вихід-

ного 64n   матиме вигляд на рисунку 3.2. На нижній 

 0,1,..., 21eL   і верхній  43,44,...,64eH   областях зна-

чень k  двійкових одиниць, де реалізується нумераційне 

кодування egf , довжина  j evl f  комбінації jZ  змінюється 

в таких межах –  7 63j evl f  . На середній області 

 22,23,..., 42eM  , де реалізується векторне кодуван-

ня ,vf  значення  j evl f  є постійним і має максимальну ве-

личину, яка становить   71j evl f   двійкових розрядів. 

 

Рисунок 3.2 – Графіки    j evl f f k  і  f k n ,  

області eL , eH  для застосування egf   

і eM  для застосування vf  за умови 64n   
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Деякі результати розглянутого відображення 

:evf A Z  і, отже, 
1

:evf Z A


  для 24n  , де 

 
24

0,1jA A  , 
24

1,2j  , наведені в таблиці 3.3. Система 

рівностей перемикання до складної функції кодування k wf f  

має вигляд    0 24k k   , система нерівностей переми-

кання до складної функції кодування k e wf f f  (додаток Б)  

0 7

17 24 ,

k

k

 

 
 

для інших значень 7 17k   застосовується складна фун-

кція кодування k v wf f f . Відношення довжин двійкового 

подання jA  і jZ  для цієї таблиці змінюється в межах від 

0,83 до 2,4, а їхнє середнє значення для всієї розглянутої 
таблиці становить приблизно 1,47. 

Таблиця 3.3 – Відповідність між деякими двійковими 

jA  і jZ  за умови 24n   

Двійкова послідовність 

jA  

Двійкова комбінація jZ  

Bin k  jD  або jY  

000000000000000000001001 00010 000000011 

000000000000001000100010 00011 00001011111 

000100000110011100100110 01001 000100000110011100100110 

001000000001000000101000 00100 01100001001010 

011001011001010000101111 01100 011001011001010000101111 

100000000000000000000000 00001 10111 

110100010100110111111111 10000 11010001010011011111111 

111111111111111111111110 10111 10111 
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Як приклад розглянемо біноміальне нумераційно-

векторне стиснення двійкової 24-розрядної послідовності 

001000000001000000101000jA  , 

використовуючи вищенаведену модель процесу стиснен-

ня evf  на основі біноміальної числової функції (1.1.2) і си-

стеми нерівностей (3.4.2). 

Етап 1. Визначається кількість s  розрядів для двій-

кового подання Bink  числа k  одиниць, 0 24k  , вихідної 

24-розрядної послідовності 001000000001000000101000jA   

2log 25 5s     . 

Етап 2. Проводиться обчислення числа k  двійко-

вих одиниць у вихідній 24-розрядній послідовності 

001000000001000000101000jA   

24

1

4i

i

k a


  , 

у такий спосіб реалізуючи функцію    ,w j jf A k Y  і ви-

значаючи клас рівноважних комбінацій  24,4Y , до якого 

належить j jY A ,  24, 4jY Y . 

Етап 3. Виконується перетворення числа 4k   

одиниць до його двійкового вигляду Bin4 00100 , що 

складається із 5s   розрядів. 

Етап 4. Оскільки число 4k   не задовольняє сис-

темі рівностей    0 24k k   , то виконується перехід до 

наступного етапу. 

Етап 5. Оскільки 4k   задовольняє системі нерів-

ностей 
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0 7

17 24 ,

k

k

 

 
 

то наявне значення 24n   та обчислене значення 4k   

являють собою параметри двійкової  24,4 -біноміальної 

системи числення і здійснюється перехід до подальших 

етапів, починаючи з етапу 6, для реалізації кодування 

  k e j jf f Y Z , j eZ Z  – генерування  24,4 -біноміаль-

ного числа  j b jX f Y ,  24, 4jX X  і формування но-

мера  j jD X . 

Етап 6. Обчислюється кількість m  розрядів  

для двійкового подання номера  24,4jD D 
 

  4
24Bin 0, 1C  , відповідного  24, 4jY Y  

4
2 24 2log log 10626 14m C      

. 

Етап 7. Визначається у 24-розрядній рівноважній 

комбінації 001000000001000000101000jY  , яка має число 

4k   одиниць, значення останнього розряду 24 0y  . 

Етап 8. Оскільки 24 0y  , то відповідне  24,4 -бі-

номіальне число  24, 4jX X  має вигляд 

001000000001000000101000 000

001000000001000000101 ,
jX  


 

тобто від комбінації 001000000001000000101000jY   від-

кидаються всі нульові розряди, починаючи з 24 0y  , до 

появи першої двійкової одиниці 21 1y  , яка являє собою 
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значення останнього розряду 21 21 1x y    24,4 -біноміа-

льного числа 001000000001000000101jX  . Водночас 

значення інших розрядів залишаються без змін, тобто 

1 1 0x y  , 2 2 0x y  , …, 20 20 0x y  . 

Етап 9. Обчислюється еквівалент dec jX  двійкового 

 24,4 -біноміального числа 001000000001000000101jX   

згідно з функцією (1.1.2) 

24
4 4 3 2 1

21 12 5 324
1

dec

5985 220 10 3 6218 .

iq
j i i

i

X x C C C C C





     

    

  

Етап 10. Виконується перетворення кількісного ек-

вівалента dec 6218jX   до двійкового вигляду, що склада-

ється з 14m   розрядів 

Bin 6218 01100001001010jD   , 

у такий спосіб отримуючи шуканий номер 

01100001001010jD  , – стислий образ 24-розрядної рів-

новажної комбінації 001000000001000000101000jY  . 

Етап 11. Виконується конкатенація двійкових зна-

чення Bin4 00100  і номера 01100001001010jD  ,  

тобто кодування вигляду  k j jf D Z  для випадку

   0 7 17 24k k      

00100 01100001001010 0010001100001001010jZ    , 

у такий спосіб отримуючи результуючу комбінацію 

j eZ Z . 
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Тепер розглянемо приклад біноміального нумера-

ційно-векторного відновлення двійкової 24-розрядної пос-

лідовності 1 2 24... ...j iA a a a a  (значення 24n   є поперед-

ньо відомим) з комбінації-образу 

0010001100001001010jZ  , 

використовуючи вищенаведену модель процесу віднов-

лення 
1

evf


 на основі біноміальної числової функції (1.1.2) і 

системи нерівностей (3.4.2). 

Етап 1. Визначається кількість s  розрядів для двій-

кового подання Bink  числа k  одиниць, 0 24k  , відно-

влюваної 24-розрядної послідовності 1 2 24... ...j iA a a a a  

2log 25 5s     . 

Етап 2. Здійснюється декатенація 5s   розрядів, 

починаючи з першого розряду комбінації 

0010001100001001010jZ   

Bin 0010001100001001010 01100001001010 00100k   , 

у такий спосіб витягується Bin 00100k   зі стислого обра-

зу ,jZ  відповідного шуканій 24-розрядній послідовнос-

ті jA . Отже, реалізується  1
Bink jf Z k


 . 

Етап 3. Виконується перетворення двійкового зна-

чення Bin 00100k   до його десяткового еквівалента 

 dec 00100 4k   . 

Етап 4. Оскільки 4k   не задовольняє системі рів-

ностей    0 24k k   , то виконується перехід до насту-

пного етапу. 
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Етап 5. Оскільки 4k   задовольняє системі рів-

ностей 

 0 7

17 24 ,

k

k

 

 
  

то комбінація має вигляд  Bin ,j jZ k D  і для відновлен-

ня вигляду     1 1 1
j ev j w e jA f Z f f D

  
   з використанням 

відповідного  24,4 -біноміального числа jX  здійснюється 

перехід до подальших етапів. 

Етап 6. Обчислюється кількість m  розрядів  

для двійкового подання номера  24,4jD D 
 

  4
24Bin 0, 1C  , відповідного  24, 4jY Y  

4
2 24 2log log 10626 14m C      

. 

Етап 7. Здійснюється декатенація 14m   розря-

дів, починаючи з 6-го розряду комбінації 

0010001100001001010jZ   

00100 01100001001010j jD Z  , 

у такий спосіб витягується двійковий номер 

01100001001010jD   зі стислого образу 

0010001100001001010jZ  , відповідного 24-розрядній рі-

вноважній комбінації 1 2 24... ...j iY y y y y . 

Етап 8. Виконується перетворення номера 

01100001001010jD   до його десяткового еквівалента 

 dec 01100001001010 6218jF   . 
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Етап 9. Проводиться обчислення згідно з (3.1.8) 

значень розрядів  0,1ix    24,4 -біноміального числа 

1 2... ...j i rX x x x x ,  24,3jX X , 24r  : 

значення розряду 1x  

 1 6218jF F  , 14 4
1 2324 1 8855

q
C C


   , 

   
    

1 1sign sign 1 1

sign sign 6218 8855 1 sign 1 1 0 ;

x F    

      
 

значення розряду 2x  

    1 12 1 6218 0 8855 6218 0F F x        , 

24 4
2 2224 2 7315

q
C C


   , 

   
    

2 2sign sign 2 1

sign sign 6218 7315 1 sign 1 1 0 ;

x F    

      
 

значення розряду 3x  

    2 23 2 6218 0 7315 6218 0F F x        , 

34 4
3 2124 3 5985

q
C C


   , 

   
    

3 3sign sign 3 1

sign sign 6218 5985 1 sign 1 1 1 ;

x F    

     
 

далі аналогічно триває обчислення значень розрядів 

4 5 11... 0x x x    , 12 1x  , 13 14 18... 0,x x x     19 1x  , 

20 0x  , 21 1x  . Оскільки   21 2121F x   3 1 3 0    , то 

на розряді 21 1x   застосування рекурентного співвідно-



Методи біноміального адаптивного стиснення двійкових даних 

185 

шення (3.1.8) закінчується. Оскільки водночас кількість 

отриманих двійкових одиниць 4,q k   то відповідно до 

системи кодоутворювальних обмежень (1.1.4) потрібно 

вважати  24,4 -біноміальне число jX  довжини 21 24r    

сформованим 

1 2 21... ... 001000000001000000101j iX x x x x  . 

Етап 10. Визначається у двійковому  24,4 -біно-

міальному числі 001000000001000000101jX   значення 

останнього розряду 21 1x  . 

Етап 11. Оскільки 21 1x  , то 

000 001000000001000000101 000

001000000001000000101000 ,
j jY X      


 

тобто до двійкового  24,4 -біноміального числа 

001000000001000000101jX   приєднуються нульові роз-

ряди 000: 22 23 24 0y y y   . Водночас загальна кількість 

розрядів одержуваної двійкової рівноважної комбінації jY  

повинно становити 24n  ,  24, 4jY Y . Значення інших 

розрядів залишаються без змін: 1 1 0y x  , 2 2 0y x  , …, 

21 21 1y x  . Унаслідок   1
4,w j jf Y A


  отримуємо шу-

кану 24-розрядну послідовність 

001000000001000000101000jA  , 

де j jA Y  і 1 1 0a y  , 2 2 0a y  , …, 24 24 0a y  . 
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3.5 Моделі адаптивного нумераційно-
числового стиснення і відновлення двійкових даних 

Введення процедури вибору методу кодування до-

зволяє досить істотно прискорити процеси стиснення і від-

новлення двійкових послідовностей на основі біноміальної 

числової функції. У зв’язку з цим метод біноміального ну-

мераційно-векторного стиснення evf  є більш швидкісним, 

ніж метод стиснення egf  на основі біноміальної числової 

функції. Це особливо буде проявлятися для інформаційних 

джерел, що генерують двійкові послідовності з числами  

k  одиниць, близьких за значеннями до граничних параме-

трів e  і e . 

Перемикання до векторного кодування vf  від нуме-

раційного кодування ef  на основі біноміальної числової 

функції для випадку e ek    (див. також (3.4.2)) дає 

можливість уникнути громіздких обчислень, пов’язаних із 

знаходженням вагових коефіцієнтів ik q
n iC

  за великих зна-

чень n  і k , що в кінцевому підсумку призводить до збі-

льшення швидкості стиснення / відновлення і зменшення 

обсягу апаратно-програмних витрат. Платою за таке рі-

шення є зниження загального коефіцієнта стиснення evf , 

оскільки спостерігається збільшення довжини результу-

ючої комбінації завдяки додаванню Bink  до вихідної  

n -розрядної послідовності. 

Компенсувати зниження показників стиснення, але 

внаслідок деякого зменшення швидкодії є можливим за 

допомогою перемикання згідно з (3.4.2) не до векторного 

кодування vf , а до біноміального bf  на основі двійкових 

біноміальних чисел для вихідної двійкової n -розрядної пос-

лідовності  0,1
n

jA A  , яка містить 0 k n   одиниць. 
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Під час стиснення jA  необхідно використовувати 

функцію wf , яка ставить у відповідність вихідній послідо-

вності jA  вибірку  , jk Y , де j jY A . Далі, якщо обчисле-

не значення k  задовольняє системі нерівностей (3.4.2), то 

для кодування послідовності  ,j jA Y Y n k   буде вико-

ристовуватися нумераційне кодування ef  на основі біно-

міальної числової функції. Якщо для значення k  викону-

ється нерівність вигляду e ek   , то реалізується метод 

біноміального кодування bf  на основі двійкових біноміа-

льних чисел. Водночас в обох випадках до комбінацій, які 

кодуються, для однозначного відновлення стислої послідо-

вності додається двійкове число k  одиниць – Bink , тобто 

виконується додаткове кодування kf . Якщо ж значення k  

задовольняє системі рівностей    0k k n   , то кодова-

на результуюча комбінація буде складатися тільки з Bink , 

тобто використовується лише метод кодування kf .Equation 

Chapter 3 Section 5 
Отже, розглянемо відображення вигляду 

:bef A Z , 

яке задається відповідною функцією 

 j be jZ f A , 

де 1 2... ...j i nA a a a a ,  0,1
n

jA A  , а jZ Z  може набу-

вати вигляду  Bin ,j jZ k D ,  Bin ,j jZ k X  або 

BinjZ k , 1, 2
n

j  . Нижченаведена теорема 3.9 наводить 

властивості відображення bef  і спосіб його реалізації. 
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Теорема 3.9. Будь-якій двійковій n -розрядній пос-

лідовності 1 2... ...j i nA a a a a A   можна поставити у 

взаємну однозначну відповідність за допомогою ві-

дображень bef  і 
1

bef


 двійкову комбінацію jZ Z  

такого вигляду: 

1) якщо    0 e ek n k n       , то 

 Binj jZ k D  , (3.5.1) 

де 
1

n

i

i

k a


  і     , Bin 0, 1
k

j nD D n k C   ; 

2) якщо e ek n    , то 

 Binj jZ k X   , (3.5.2) 

де jX  – двійкове  ,n k -біноміальне число, 

 ,jX X n k ; 

3) в іншому разі, якщо    0k k n   , то 

 BinjZ k . (3.5.3) 

Доведення. Візьмемо до уваги, що на області ви-

значення    0 e ek n k n        відображення bef  і 

1
bef


, які розглядаються, являють собою звуження відпові-

дних відображень egf  і 
1

egf


:    be j eg jf A f A , 

   1 1
be j eg jf Z f Z
 

 . Але взаємна однозначність egf  і 
1

egf


 

вже обґрунтована теоремою 3.4. Отже, випадки (3.5.1) і 

(3.5.3) умов теореми 3.9 підпадають під дію раніше дове-

деної теореми 3.4. 



Методи біноміального адаптивного стиснення двійкових даних 

189 

На області визначення e ek n     відображення 

bef  і 
1

bef


 також являють собою звуження, але вже відо-

бражень bf  і 
1

bf


:    be j b jf A f A ,    1 1
be j b jf Z f Z
 

 . 

Але взаємна однозначність bf  і 
1

bf


 вже обґрунтована тео-

ремами 2.1, 2.2 і 2.3. Отже, випадок (3.5.2) умов теореми 3.9 

зазнає дії раніше доведених теорем 2.1, 2.2 і 2.3. 

Отже, твердження взаємної однозначності прямо-

го bef  і зворотного 
1

bef


 відображень на всьому діапазоні 

0 k n   є справедливим. Теорему доведено. 

Наслідок. Відображення :bef A Z  є бієктивним. 

Насправді, кожний елемент jA  має єдиний образ, а 

кожний елемент jZ  – єдиний прообраз для всіх jA A  і 

jZ Z . Звідси випливає бієктивність відображення bef . 

Об’єднуючи в одну систему рівностей відношення 

(3.5.1), (3.5.2) і (3.5.3), для результуючої комбінації jZ  

отримуємо 

   
   

Bin ,  0

Bin ,  0

Bin ,   .
j j e e

j e e

k k k n

Z k D k k n

k X k

 

 

   


       
    

 (3.5.4) 

Способи практичної реалізації відображень bef  і 

1
bef


, указаних у теоремі 3.9, можуть бути різними. Вибрані 

підходи до побудови bef  і 
1

bef


, розроблені методи кодуван-

ня і моделі процесів, які формуються для них, у кінцевому 

підсумку впливають на швидкодію та обсяг апаратно-

програмних витрат запропонованого методу стиснення да-

них, що використовує перемикання між біноміальним ну-
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мераційним кодуванням ef  і кодуванням bf  на основі 

двійкових біноміальних чисел. 

Визначення 3.4. Методом нумераційно-числового 

стиснення bef  на основі біноміальної числової функції (або 

біноміального нумераційно-числового стиснення) назива-

ється відображення 

:bef A Z , 

яке задається такою складною функцією 

   
   

,  0

,  0

,   ,

k w

be k e w e e

k b w e e

f f k k n

f f f f k k n

f f f k

 

 

  


     
  

 (3.5.5) 

де A  – множина вихідних двійкових n -розрядних послідо-

вностей jA  

 0,1
n

jA A  , 1, 2
n

j  ,  
0

,
n

k

A Y n k



 , 

   , ,Y n k Y n k   , k k  , 0 ,k k n   ; 

Z  – множина результуючих послідовностей jZ : 

o e bZ Z Z Z   , 

    / Bin , 0o j jZ Q Z Z k k k n       , 

 

      
,

/ Bin , , 0 ,

e

j j j e e

Z Q D n k

Z Z k D k k n 

  

      
 

    , / Bin , ,b j j j e eZ Q X n k Z Z k X k       , 
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 Bin / 0Q k k n   ,     , Bin 0, 1
k

j nD D n k C   , 

 ,jY Y n k ,  j w jY f A ; 

kf  – функція  j k jZ f Y , яка ставить у відповідність 

рівноважній комбінації j jY A  двійковий запис Bink  чис-

ла k  одиниць, де    0k k n   , і визначає відображен-

ня вигляду 

 : ,k of Y n k Z , 

або функція  j k jZ f D , яка ставить у відповідність 

двійковому номеру jD  результуючу послідовність 

Binj jZ k D  , якщо    0 e ek k n      , і визна-

чає відображення вигляду 

 : ,k ef D n k Z , 

або функція  j k jZ f X , яка ставить у відповідність 

двійковому  ,n k -біноміальному числу jX  результуючу 

послідовність Binj jZ k X   , якщо e ek   , і визна-

чає відображення вигляду 

 : ,k bf X n k Z ; 

e bf f  – складна функція     j e j b jD f Y f Y  , 

яка ставить у відповідність рівноважній комбінації jY  на 

основі біноміальної числової функції її двійковий номер 

 ,jD D n k  і визначає відображення вигляду 
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   : , ,ef Y n k D n k ; 

bf  – функція  j b jX f Y , яка ставить у відповідність 

рівноважній комбінації jY  двійкове  ,n k -біноміальне число 

 ,jX X n k  і визначає біноміальне відображення вигляду 

   : , ,bf Y n k X n k ; 

wf  – функція  j w jY f A , яка ставить у відповідність 

вихідній послідовності jA  упорядковану вибірку вигляду 

 , jk Y , де j jY A , і визначає відображення 

:wf A M , 

    , / 0 , ,j jM k Y k n Y Y n k    . 

На підставі визначення 3.4 і вираження (3.5.5) склад-

ну функцію, яка реалізує відображення :bef A Z , можна 

записати так: 

 

      

       

   

,  0

,  0

,   .

j be j

k w j

k e w j e e

k b w j e e

Z f A

f f A k k n

f f f A k k n

f f f A k

 

 

 

   



     


 


 (3.5.6) 

Зі свого боку, зворотне відображення 
1

:bef Z A


 , 

яке задається зворотною складною функцією 
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   

   

1

1 1

1 1 1

1 1 1

,  0

,  0

,   ,

be

w k

w e k e e

w b k e e

f

f f k k n

f f f k k n

f f f k

 

 



 

  

  



   


     


 

 (3.5.7) 

являє собою відновлення з урахуванням наявного значен-

ня k  вихідних двійкових послідовностей jA . У разі 

   0k k n    відновлення jA  проводиться на основі 

Bink , за умови    0 e ek k n       – на основі 

Bink  і двійкових номерів  ,jD D n k  із використанням 

біноміальної числової функції (1.1.2), а за умови 

e ek    – на основі Bink  і відповідного двійкового бі-

номіального числа jX  – з використанням співвідношен-

ня (2.1.3). Такий вид відновлення будемо називати нумера-

ційно-числовим на основі біноміальної числової функції, 

або скорочено нумераційно-числовим. На підставі (3.5.6) 

складну функцію, яка реалізує зворотне відображен-

ня 
1

:bef Z A


 , можна виразити ще як 

 

 

      

       

   

1

1 1

1 1 1

1 1 1

, 0

, 0

,  .

j be j

w k j

w e k j e e

w b k j e e

A f Z

f f Z k k n

f f f Z k k n

f f f Z k

 

 



 

  

  

 

   



     

  


 (3.5.8) 

Довжина  j bel f  результуючих комбінацій jZ  з 

урахуванням системи нерівностей (3.5.4) обчислюється як 
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 

   

   2

,  0

log ,  0

,   ,

j be

k
n e e

j e e

l f

s k k n

s C k k n

s r k

 

 



   


         


  

 (3.5.9) 

де  2log 1s n    . 

Способи реалізації складних функцій (3.5.6) і (3.5.8) 

на підобласті визначення, коли    0k k n    і 

   0 e ek k n      , для методу біноміального нуме-

раційно-числового стиснення bef  є аналогічними способам 

побудови функцій (3.2.4) або (3.2.6) для методу узагальне-

ного стиснення egf  на основі біноміальної числової функ-

ції (1.1.2). 

Способи реалізації складних функцій (3.5.6) і (3.5.8) 

на підобласті визначення, коли e ek   , ідентичні тим, 

що використовуються для побудови методів узагальненого 

стиснення bgf  на основі двійкових біноміальних чисел. 

З теореми 3.4, яка вказує та обґрунтовує методи реалі-

зації відповідності, сформульованої теоремою 3.9, а також із 

власне теореми 3.9, випливають моделі процесів біноміаль-

ного нумераційно-числового стиснення bef  і відновлен-

ня 
1

bef


 двійкових послідовностей. 

Моделювання процесу стиснення bef  двійкових по-

слідовностей 1 2... ...j i nA a a a a ,  0,1
n

jA A  , 1, 2
n

j   

здійснюється на основі теорем 3.4 і 3.9, функції (2.1.1) і 

складається з таких етапів. 
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Етап 1. Визначається кількість s  розрядів для двій-

кового подання Bink  числа k  одиниць, 0 ,k n   вихід-

ної n -розрядної послідовності 1 2... ...j i nA a a a a  

 2log 1s n    . 

Етап 2. Проводиться обчислення числа k  двійко-

вих одиниць у вихідній n -розрядній послідовності 

1 2... ...j i nA a a a a  

1

n

i

i

k a


 , 

у такий спосіб реалізуючи функцію    ,w j jf A k Y  і ви-

значаючи клас  ,Y n k  рівноважних комбінацій, до якого 

належить  ,jY Y n k , j jY A . 

Етап 3. Виконується перетворення числа k  оди-

ниць до його двійкового вигляду Bink , що складається із  

s  розрядів. 

Етап 4. Якщо число k  задовольняє системі рівнос-

тей    0k k n   , то результуючою буде комбінація ви-

гляду BinjZ k , j oZ Z . В іншому разі виконується пе-

рехід до наступного етапу. В іншому разі наявне значення 

n  і обчислене значення k  являють собою параметри двій-

кової  ,n k -біноміальної системи числення і виконується 

перехід до наступного етапу. 

Етап 5. Визначається в n -розрядній рівноважній 

комбінації 1 2... ...j i nY y y y y , що має число k  одиниць, зна-

чення останнього розряду ny . 
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Етап 6. Якщо 0ny  , то 

1 2 1 1 2 100...0 ... ... 0 00...0 ... ... 1j j i n i rX Y y y y y x x x x    , 

тобто від комбінації 1 2 1... ... 0j i nY y y y y   відкидаються всі 

нульові розряди, починаючи з 0ny  , до появи першої 

двійкової одиниці 1ry  , котра буде являти собою значен-

ня останнього розряду 1r rx y    ,n k -біноміального чи-

сла 1 2 1... ... 1j i rX x x x x  . В іншому разі 

1 2 1 1 2 111...1 ... ... 1 11...1 ... ... 0j j i n i rX Y y y y y x x x x    , 

тобто від комбінації 1 2 1... ... 1j i nY y y y y   відкидаються всі 

одиничні розряди, починаючи з 1ny  , до появи першого 

двійкового нуля 0ry  , котрий являтиме собою значення 

останнього розряду 0r rx y    ,n k -біноміального числа 

1 2 1... ... 0j i rX x x x x  . Водночас в обох випадках інші роз-

ряди залишаються без змін: 1 1x y , 2 2x y , …, 1 1r rx y  . 

Етап 7. Якщо число k  задовольняє системі нері-

вностей 

 
0

 ,
e

e

k

k n





 
  

  

то здійснюється перехід до подальших етапів для реалізації 

кодування вигляду   k e j jf f Y Z , j eZ Z . В іншому ра-

зі виконується перехід до етапу 12 для реалізації кодування 

вигляду   k b j jf f Y Z , j bZ Z . 



Методи біноміального адаптивного стиснення двійкових даних 

197 

Етап 8. Обчислюється кількість m  розрядів  

для двійкового подання номера  ,jD D n k 

  Bin 0, 1
k
nC  , відповідного  ,jY Y n k  

2log
k
nm C 

 
. 

Етап 9. Обчислюється кількісний еквівалент dec jX  

двійкового  ,n k -біноміального числа 1 2... ...j i rX x x x x  ві-

дповідно до числової функції (1.1.2) 

1

dec i

r
k q

j i n i

i

X x C





 . 

Етап 10. Виконується перетворення кількісного ек-

вівалента dec jX  до його двійкового вигляду, що склада-

ється з m  розрядів 

 Bin decj jD X , 

у такий спосіб отримуючи шуканий номер 

    , Bin 0, 1
k

j nD D n k C    – стислий образ вихідної  

n -розрядної послідовності 1 2... ...j i nY y y y y . 

Етап 11. Виконується конкатенація двійкових зна-

чення Bink  і номера jD , тобто кодування вигляду 

 k j jf D Z  для випадку    0 e ek k n       

Binj jZ k D  , 

у такий спосіб отримуючи результуючу комбінацію j eZ Z . 



Стиснення на основі біноміальної числової функції 

198 

Етап 12. Виконується конкатенація двійкових зна-

чення Bink  і  ,n k -біноміального числа  ,jX X n k , 

тобто кодування вигляду  k j jf X Z , для випадку 

:e ek    

Binj jZ k X   , 

у такий спосіб отримуючи результуючу комбінацію j bZ Z . 

У моделі стиснення bef  можна поєднати етапи 2 і 3 

за умови використання двійкового рахунку, а також етапи 

9 і 10 за умови подання вагових коефіцієнтів ik q
n iC

  у двій-

ковому вигляді і проведення операцій у числовій функції 

(1.1.2) за правилами двійкової арифметики. 

Моделювання процесу відновлення 
1

bef


 послідовно-

стей 1 2... ...j i nA a a a a ,  0,1
n

jA A  , 1,2
n

j   з комбіна-

цій-образів jZ , j o e bZ Z Z Z    здійснюється на основі 

теорем 3.4 і 3.9, функції (2.1.3) i складається з таких етапів. 

Етап 1. Визначається кількість s  розрядів для двій-

кового подання Bink  числа k  одиниць, 0 ,k n   вихід-

ної n -розрядної послідовності 1 2... ...j i nA a a a a  

 2log 1s n    . 

Етап 2. Здійснюється декатенація s  розрядів, по-

чинаючи з першого розряду комбінації jZ  

Bin j jk Z D , Bin j jk Z X  або Bin jk Z , 

у такий спосіб витягується 1 2Bin ... sk z z z  зі стислого об-

разу jZ , відповідного n -розрядній послідовності jA . 
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Остання рівність є випадком, коли тільки Bink  становить 

образ нульової або одиничної jA . Отже, реалізується де-

кодування  1
k jf Z


. 

Етап 3. Виконується перетворення двійкового зна-

чення Bink  до його десяткового еквівалента 

 dec Bink k . 

Етап 4. Якщо для значення k  виконується 

   0k k n   , то комбінація, що перетворюється, має 

вигляд BinjZ k  і тоді формується вихідна послідовність 

      1 1 1 1
Bin 11...1j be j w k j wA f Z f f Z f n

   
     

або 

      1 1 1 1
Bin 0 00...0j be j w k j wA f Z f f Z f

   
    . 

В іншому разі виконується перехід до етапу 5. 

Етап 5. Якщо для значення k  виконується 

0

 ,
e

e

k

k n





 
  

 

то комбінація має вигляд  Bin ,j jZ k D  і для відновлен-

ня вигляду     1 1 1
j be j w e jA f Z f f D

  
   з використанням 

відповідного  ,n k -біноміального числа jX , здійснюється 

перехід до подальших етапів. В іншому разі  Bin ,j jZ k X  

і для відображення вигляду  1
j be jA f Z


 

  1 1
w b jf f X
 

  виконується перехід до етапу 10. 
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Етап 6. Обчислюється кількість m  розрядів  

для двійкового подання номера  ,jD D n k    

  Bin 0, 1
k
nC  , відповідного  ,jY Y n k  

2log
k
nm C 

 
. 

Етап 7. Здійснюється декатенація m  розрядів, по-

чинаючи із  1s  -го розряду комбінації jZ  

Binj jD Z k , 

у такий спосіб витягується двійковий номер jD  зі стислого 

образу jZ , відповідного рівноважній комбінації jY . 

Етап 8. Виконується перетворення двійкового но-

мера jD  до його десяткового еквівалента 

decj jF D . 

Етап 9. Проводиться обчислення значень розрядів 

 0,1 :ix   

   sign sign 1i ix F i    , 

де  1 jF F ,    1 i iF i F i x    , ik q
i n iC


 , у такий спо-

сіб формуючи  ,n k -біноміальне число 1 2... ...j i rX x x x x , 

 ,jX X n k , r n . Обчислення ix  триває доти, поки 

  0i iF i x   . Далі здійснюється перехід до етапу 11. 

Етап 10. Виконується декатенація r  розрядів, по-

чинаючи із  1s  -го розряду комбінації jZ  
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Binj jX Z k , 

у такий спосіб витягується двійкове  ,n k -біноміальне чи-

сло 1 2 1 2... ... ...j s s s r i rX z z z x x x x    ,  ,jX X n k , r n  зі 

стислого образу jZ . Витягання jX  виконується доти, поки 

не виявиться k -та одиниця або  n k -й нуль згідно із си-

стемами (1.1.3) і (1.1.4) кодоутворювальних обмежень для 

двійкових  ,n k -біноміальних чисел. 

Етап 11. Визначається у двійковому  ,n k -біно-

міальному r -розрядному числі 1 2... ...j i rX x x x x  значення 

останнього розряду rx . 

Етап 12. Якщо 0rx  , то 

1 2 1 1 2 111...1 ... ... 0 11...1 ... ... 1j j i r i nY X x x x x y y y y      , 

тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2 1... ... 0j i rX x x x x   приєднуються одиничні розряди 

11...1: 1 2 ... 1r r ny y y     . В іншому разі 

1 2 1 1 2 100...0 ... ... 1 00...0 ... ... 0j j i r i nY X x x x x y y y y      , 

тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2 1... ... 1j i rX x x x x   приєднуються нульові розряди 00...0 : 

1 2 ... 0r r ny y y     . В обох випадках загальна кількість 

розрядів отриманої двійкової рівноважної комбінації jY  по-

винно становити n ,  ,jY Y n k . Водночас значення інших 

розрядів залишаються без змін: 1 1y x , 2 2y x , …, r ry x . 

Унаслідок   1
,w j jf k Y A


  отримуємо шукану  



Стиснення на основі біноміальної числової функції 

202 

n -розрядну послідовність 1 2... ...j i nA a a a a , де j jA Y  і 

1 1a y , 2 2a y , …, n na y . 

Для реалізації етапу 12 процесу відновлення 
1

bef


 рі-

вноважних комбінацій 1 2... ...j i nY y y y y  на основі двійко-

вих  ,n k -біноміальних чисел jX  можна також викорис-

товувати функцію  1
j b jY f X


  вигляду (2.1.6), яка вима-

гає обчислення q n  або l n . У цьому разі етапи 1–10 

зберігають свій колишній зміст, а етапи 11 і 12 перетво-

рюються до наступного вигляду. 

Етап 11. Обчислюється у двійковому  ,n k -біно-

міальному числі 1 2... ...j i rX x x x x  кількість 
1

r

i

i

q x


  оди-

ниць, 0 q k  . 

Етап 12. Якщо 0 q k  , то 

1 2 1 1 2 111...1 ... ... 0 11...1 ... ... 1j j i r i nY X x x x x y y y y      , 

тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2... ...j i rX x x x x  приєднуються одиничні розряди 11...1 

доти, поки їх не стане q k . В іншому разі 

1 2 1 1 2 100...0 ... ... 1 00...0 ... ... 0j j i r i nY X x x x x y y y y      , 

тобто до двійкового  ,n k -біноміального числа 

1 2... ...j i rX x x x x  приєднуються нульові розряди 00...0  до-

тих, поки їх не стане l n k  . В обох випадках маємо ви-

хідну рівноважну комбінацію jY ,  ,jY Y n k , значення 

інших розрядів якої 1 1y x , 2 2y x , …, r ry x . Унаслідок 
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  1
,w j jf k Y A


  отримуємо шукану n -розрядну послідо-

вність 1 2... ...j i nA a a a a , де j jA Y  і 1 1a y , 2 2 ,a y  …,

n na y . 

Під час виконання операцій порівняння над двійко-

вими числами етапи 3 і 4 в моделі процесу відновлен-

ня 
1

bef


 можна поєднати. Аналогічно поєднуються етапи 8 і 

9, якщо здійснювати обчислення значень розрядів ix  двій-

кового  ,n k -біноміального числа jX  за правилами двій-

ковій арифметики. 

З метою зменшення часу відновлення jA  операції 

обчислення в етапах 1 і 6 можна замінити на операції по-

шуку значень s  і m  у таблицях із довільним доступом, у 

яких залежно від k  і n  містяться шукані значення чисел 

розрядів для двійкового подання Bink  і jD . 

Деякі результати розглянутого відображення 

:bef A Z  і, отже, 
1

:bef Z A


  для 24n  , де 

 
24

0,1jA A  , 
24

1,2j  , наведені в таблиці 3.4. Система 

рівностей увімкнення складної функції кодування k wf f  

має вигляд    0 24k k   , система нерівностей переми-

кання до складної функції кодування k e wf f f  (додаток А)  

0 7

17 24 ,

k

k

 

 
 

для інших значень 7 17k   застосовується складна фун-

кція k b wf f f . В основу побудови таблиці 3.4 закладені 

двійкові послідовності jA  з таблиці 3.3, яка демонструє 

результати відображення evf . Як свідчить порівняльний 
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аналіз таблиць 3.3 і 3.4, за зміни відношення довжин двій-

кового подання jA  і jZ  у межах від 0,86 до 2,4 їхнє серед-

нє значення, що відбиває ступінь стиснення для табли-
ці 3.4, є вже помітно кращим і становить приблизно 1,54. 

Таблиця 3.4 – Відповідність між деякими двійковими 

jA  і jZ  за умови 24n   

Двійкова послідовність jA  
Двійкова комбінація jZ  

Bin k  jD  або jX  

000000000000000000001001 00010 000000011 

000000000000001000100010 00011 00001011111 

000100000110011100100110 01001 00010000011001110010011 

001000000001000000101000 00100 01100001001010 

011001011001010000101111 01100 01100101100101000010 

100000000000000000000000 00001 10111 

110100010100110111111111 10000 110100010100110 

111111111111111111111110 10111 10111 

 
Як приклад розглянемо біноміальне нумераційно-

числове стиснення двійкової 24-розрядної послідовності 

110100010100110111111111jA  , 

використовуючи вищенаведену модель стиснення bef  на 

основі числової функції (1.1.2) і системи нерівнос-
тей (3.4.2). 

Етап 1. Визначається кількість s  розрядів для двій-

кового подання Bink  числа k  одиниць, 0 24k  , вихідної 

24-розрядної послідовності 110100010100110111111111jA   

2log 25 5s     . 
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Етап 2. Проводиться обчислення числа k  двійко-
вих одиниць у вихідній 24-розрядній послідовності 

110100010100110111111111jA   

24

1

16i

i

k a


  , 

у такий спосіб реалізуючи функцію    ,w j jf A k Y  і ви-

значаючи клас рівноважних комбінацій  24,16Y , до якого 

належить j jY A ,  24,16jY Y . 

Етап 3. Виконується перетворення числа 16k   

одиниць до його двійкового вигляду Bin16 10000 , який 

складається із 5s   розрядів. 

Етап 4. Оскільки число 16k   не задовольняє сис-

темі рівностей    0 24k k   , то виконується перехід до 

наступного етапу. 
Етап 5. Визначається у 24-розрядній рівноважній 

комбінації 110100010100110111111111jY  , яка має число 

16k   одиниць, значення останнього розряду 24 1y  . 

Етап 6. Оскільки 24 1y  , то 

110100010100110111111111 111111111

110100010100110 ,
jY  


 

тобто від комбінації 110100010100110111111111jY   від-

кидаються всі одиничні розряди, починаючи з 24 1y  , до 

появи першого двійкового нуля 15 0y  , який являє собою 

значення останнього розряду 15 15 0x y    24,16 -біномі-

ального числа 110100010100110jX  . Водночас значення 

інших розрядів залишаються без змін, тобто 1 1 1x y  , 

2 2 1x y  , …, 14 14 1x y  . 
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Етап 7. Оскільки число 16k   не задовольняє сис-

темі нерівностей 

0 7

17 24 ,

k

k

 

 
 

то здійснюється перехід до етапу 12 для реалізації коду-

вання вигляду   k b j jf f Y Z , j bZ Z . 

Етап 12. Виконується конкатенація Bin16 10000  і 

 24,16 -біноміального числа 110100010100110jX  , від-

повідного 110100010100110111111111jA  , тобто реалі-

зується кодування вигляду  k j jf X Z  для випадку 

7 17k   

Bin16 10000 110100010100110

10000110100010100110 ,
j jZ X      


 

у такий спосіб отримуючи результат, – комбінацію 

10000110100010100110jZ  . 

Тепер розглянемо приклад біноміального нумера-

ційно-числового відновлення двійкової 24-розрядної пос-

лідовності 1 2 24... ...j iA a a a a  (значення 24n   є поперед-

ньо відомим) з комбінації-образу 

10000110100010100110jZ  , 

використовуючи вищенаведену модель процесу віднов-

лення 
1

bef


 на основі біноміальної числової функції (1.1.2) і 

системи нерівностей (3.4.2). 

Етап 1. Визначається кількість s  розрядів для двій-

кового подання Bink  числа k  одиниць, 0 24k  , відно-

влюваної 24-розрядної послідовності 1 2 24... ...j iA a a a a  
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2log 25 5s     . 

Етап 2. Здійснюється декатенація 5s   розря-

дів, починаючи з першого розряду комбінації 

10000110100010100110jZ   

Bin 10000110100010100110 110100010100110 10000k   , 

у такий спосіб витягується Bin 10000k   зі стислого обра-

зу ,jZ  відповідного шуканій 24-розрядній послідовнос-

ті jA . Отже, реалізується  1
Bink jf Z k


 . 

Етап 3. Виконується перетворення двійкового зна-

чення Bin 10000k   до його десяткового еквівалента 

 dec 10000 16k   . 

Етап 4. Оскільки 16k   не задовольняє системі рі-

вностей    0 24k k   , то виконується перехід до на-

ступного етапу. 

Етап 5. Оскільки 16k   не задовольняє системі не-

рівностей 

 0 7

17 24 ,

k

k

 

 
  

то комбінація має вигляд  Bin ,j jZ k X  і для відновлен-

ня вигляду     1 1 1
j be j w b jA f Z f f X

  
   з використанням 

відповідного  24,16 -біноміального числа jX  виконується 

перехід до етапу 10. 
Етап 10. Виконується декатенація r  розрядів, по-

чинаючи з шостого розряду комбінації jZ  

10000110100010100110 10000 110100010100110jX   , 
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у такий спосіб витягується двійкове  24,16 -біноміальне чи-

сло 110100010100110jX  ,  24,16jX X , 15 24r n   , 

зі стислого образу 10000110100010100110jZ  . Вийман-

ня jX  виконується доти, поки не виявиться 8-й нуль або  

16-та одиниця згідно із системами (1.1.3) і (1.1.4) кодоу-

творювальних обмежень для двійкових  24,16 -біноміа-

льних чисел. 

Етап 11. Визначається у двійковому  24,16 -біно-

міальному числі 110100010100110jX   значення остан-

нього розряду 15 0x  . 

Етап 12. Оскільки 15 0x  , то 

111111111 110100010100110 111111111

110100010100110111111111 ,
j jY X      


 

тобто до двійкового  24,16 -біноміального числа 

110100010100110jX   приєднуються одиничні розряди 

111111111: 16 17 24... 1y y y    . Водночас загальна кіль-

кість розрядів одержуваної двійкової рівноважної комбіна-

ції jY  повинна становити 24n  ,  24,16jY Y . Значен-

ня інших розрядів залишаються без змін: 1 1 1y x  , 

2 2 1y x  , …, 15 15 0y x  . Унаслідок   1
16,w j jf Y A


  

отримуємо шукану 24-розрядну послідовність 

110100010100110111111111jA  , 

де j jA Y  і 1 1 1a y  , 2 2 1a y  , …, 24 24 1a y  . 
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ВИСНОВКИ 

Розроблені методи біноміального адаптивного сти-

снення мають за мету підвищення продуктивності інфор-

маційних систем в умовах невизначеності статистичних 

характеристик двійкових даних або неможливості їхнього 

отримання за обмежень на обсяг часових та апаратно-

програмних витрат. 

Головним, що зв’язує подані автором методи стис-

нення, є застосування двійкових біноміальних чисел, гене-

ровані біноміальними системами числення. Для першої 

групи методів вони слугують стиснутими образами інфор-

маційних послідовностей. Для групи методів стиснення на 

основі біноміальної числової функції біноміальні числа є 

кодовими об’єктами проміжного етапу стискальних інфо-

рмаційних перетворень. Отже, використання біноміальних 

чисел забезпечує, по-перше, стиснення двійкових комбіна-

цій за мінімальних витрат часу, по-друге, прискорення сти-

снення за біноміальної нумерації двійкових даних, і, по-

третє, адаптацію до затребуваних коефіцієнтів і часу стис-

нення. Останнє є можливим із зміною параметрів двійкових 

біноміальних чисел, практично безвитратним перемиканням 

між біноміально-нумераційним, біноміально-числовим і век-

торним кодуванням, а також переходом від однієї групи 

методів біноміального стиснення до іншої. 

Для розроблення методів біноміального адаптивного 

стиснення набула подальшого розвитку та удосконалення 

теорія двійкових біноміальних систем числення. Уперше 

були отримані системи мінімальних кодоутворювальних 

обмежень та обґрунтована їхня ненадмірність і дієвість із 

погляду формування біноміальних чисел, удосконалена бі-

номіальна числова функція з метою мінімізації обчислю-

вальних витрат під час проведення біноміальної нумерації, 

а також визначена одна з основних характеристик двійко-

вих біноміальних чисел – їхня середня кодова довжина. 
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Методи стиснення на основі двійкових біноміаль-

них чисел розроблені як для двійкових рівноважних комбі-

націй, так і для інформаційних послідовностей загалом. 

Подальший розвиток цієї групи методів сприяв отриманню 

біноміально-векторного адаптивного стиснення двійкових 

даних на основі винайденого критерію переходу від число-

вого кодування до векторного. Для кожного з методів цієї 

групи доведено взаємну однозначність відображення двій-

кових комбінацій і результуючих стиснутих образів та по-

будовані моделі процесів стиснення на основі двійкових 

біноміальних чисел. Застосування кожного з поданих ме-

тодів стиснення на основі двійкових біноміальних чисел 

продемонстровано на практичних прикладах. 

Методи стиснення на основі двійкових біноміаль-

них чисел характеризуються високою швидкістю кодування 

й декодування двійкової інформації за достатньо прийнят-

них коефіцієнтів стиснення. Це обумовлюється викорис-

танням у моделях процесу стиснення простих операцій пі-

драхунку кількості одиниць, перегляду значень кодових 

розрядів, конкатенації та деконкатенації частин кодових 

послідовностей. Вочевидь, практична реалізація вказаних 

методів у вигляді апаратних та/або програмних засобів теж 

є простою. За більш жорстких вимог до часу стиснення й 

відновлення пропонується перейти до біноміально-вектор-

ного стиснення на основі двійкових біноміальних чисел. 

У цьому разі очікується досить суттєве підвищення швид-

кості кодування й декодування та незначне зниження сту-

пеня стиснення за додаткових малих обсягів витрат за 

умови практичної реалізації. 

Методи стиснення на основі біноміальної числової 

функції також спрямовані на оперування як із двійковими 

рівноважними комбінаціями, так і з кодовими послідовно-

стями загального виду. Визначений критерій ефективного 

використання двійкових номерів дозволив перейти до роз-
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роблення адаптивних методів на основі біноміальної чис-

лової функції – біноміальних нумераційно-векторного та 

нумераційно-числового стиснення. Для кожного з методів 

цієї групи також проведено доказування взаємної однозна-

чності відображення двійкових комбінацій і результуючих 

стиснутих образів та побудовані моделі процесів стиснен-

ня на основі біноміальної числової функції. Особливос-

ті застосування методів стиснення цієї групи вичерпно 

проілюстровано на прикладах, що підтверджують їхню 

ефективність. 

Методи стиснення на основі біноміальної числової 

функції, на відміну від попередніх, дають значно кращий 

коефіцієнт стиснення, але платою за це є помітно нижча 

швидкість кодування й декодування і підвищений обсяг 

витрат за умови реалізації на практиці. Суттєво більший 

час стиснення й відновлення пов’язаний із необхідністю 

обчислювати біноміальні коефіцієнти за умови викорис-

тання числової функції. Особливо це відчувається за вели-

ких значень довжини та кількості одиниць оброблюваних 

двійкових послідовностей. Щоб скоротити час опрацьову-

вання послідовностей, які стискаються, пропонується пе-

рейти до методів біноміальних нумераційно-векторного та 

нумераційно-числового стиснення. Водночас дещо знижу-

ється ступінь стиснення і маємо додаткові, але невеликі 

апаратні та/або програмні витрати. Метод нумераційно-

числового стиснення на основі біноміальної числової фун-

кції дозволяє пом’якшити ефект зниження коефіцієнта 

стиснення за підвищеної швидкості оброблення двійкових 

даних. Водночас розширюється функціональність методу 

за допомогою перетворення послідовностей, які неефекти-

вно стискаються, у біноміальні числа для їхнього подаль-

шого оброблення зовнішньою системою. 

Потрібно зауважити, що стиснення на основі двій-

кових біноміальних чисел є складовою методів стиснення 
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на основі біноміальної числової функції, а модель процесу 

із застосуванням біноміальних чисел повною мірою інтег-

рується в модель процесу стиснення із використанням біно-

міальної числової функції. Це дозволяє загалом розширити 

можливості адаптації до умов інформаційних перетворень і 

основних вимог параметрів стиснення і побудувати уза-

гальнений адаптивний комплекс біноміального стиснення 

двійкової інформації. 

Перспективою розвитку поданого в монографії нау-

кового напряму є розроблення методів оцінювання ступеня 

біноміального стиснення та його часових характеристик з 

урахуванням різних видів моделей джерел двійкової інфор-

мації. З практичного погляду подальший розвиток методів 

біноміального адаптивного стиснення полягає в розроблен-

ні більш детальних алгоритмів стиснення, а також систем і 

пристроїв, що реалізують алгоритми. Доцільним, до того ж 

особливо перспективним, є реалізація систем і пристроїв 

адаптивного біноміального стиснення на базі програмова-

них логічних інтегральних схем. 
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ДОДАТОК А 
Граничні значення bα  і bβ  для застосування  

методу стиснення bf  n -розрядних послідовностей 

на основі двійкових біноміальних чисел 

Таблиця А.1 – Значення b * залежно від n  

n  b  n  b  n  b  n  b  n  b  

4 0,3 56 7,3 108 12,9 160 17,1 212 23 

6 0,8 58 7,6 110 13,1 162 17,4 214 23,2 

8 0,8 60 7,9 112 13,4 164 17,6 216 23,4 

10 1,3 62 8,2 114 13,6 166 17,8 218 23,7 

12 1,7 64 7,3 116 13,9 168 18 220 23,9 

14 2,1 66 7,5 118 14,1 170 18,3 222 24,1 

16 1,9 68 7,8 120 14,4 172 18,5 224 24,3 

18 2,2 70 8 122 14,6 174 18,7 226 24,6 

20 2,6 72 8,3 124 14,9 176 18,9 228 24,8 

22 2,9 74 8,5 126 15,1 178 19,2 230 25 

24 3,3 76 8,8 128 13,5 180 19,4 232 25,2 

26 3,6 78 9 130 13,7 182 19,6 234 25,5 

28 4 80 9,3 132 14 184 19,8 236 25,7 

30 4,3 82 9,5 134 14,2 186 20,1 238 25,9 

32 3,8 84 9,8 136 14,4 188 20,3 240 26,1 

34 4,1 86 10,1 138 14,6 190 20,5 242 26,4 

36 4,4 88 10,3 140 14,9 192 20,7 244 26,6 
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Продовження таблиці А.1 

n  b  n  b  n  b  n  b  n  b  

38 4,7 90 10,6 142 15,1 194 21 246 26,8 

40 5 92 10,8 144 15,3 196 21,2 248 27 

42 5,3 94 11,1 146 15,6 198 21,4 250 27,3 

44 5,6 96 11,3 148 15,8 200 21,6 252 27,5 

46 5,9 98 11,6 150 16 202 21,9 254 27,7 

48 6,1 100 11,8 152 16,2 204 22,1 256 25 

50 6,4 102 12,1 154 16,5 206 22,3   

52 6,7 104 12,3 156 16,7 208 22,5   

54 7 106 12,6 158 16,9 210 22,8   

* b  обчислюється як b bn   . 
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ДОДАТОК Б 
Граничні значення eα  і eβ  числа k   

двійкових одиниць для застосування  
методу стиснення ef  n -розрядних послідовностей  

на основі біноміальної числової функції 

Таблиця Б.1 – Значення e * залежно від n  

n  e  n  e  n  e  n  e  n  e  n  e  n  e  

1 0 43 14 85 32 127 51 169 69 211 88 253 108 

2 0 44 15 86 32 128 50 170 69 212 89 254 108 

3 0 45 15 87 33 129 50 171 70 213 89 255 109 

4 0 46 16 88 33 130 51 172 70 214 90 256 107 

5 0 47 16 89 3ё4 131 51 173 71 215 90 257 108 

6 0 48 17 90 34 132 52 174 71 216 91 258 108 

7 0 49 17 91 35 133 52 175 72 217 91 259 109 

8 1 50 17 92 35 134 53 176 72 218 92 260 109 

9 1 51 18 93 36 135 53 177 72 219 92 261 109 

10 1 52 18 94 36 136 54 178 73 220 93 262 110 

11 2 53 19 95 36 137 54 179 73 221 93 263 110 

12 2 54 19 96 37 138 54 180 74 222 93 264 111 

13 2 55 20 97 37 139 55 181 74 223 94 265 111 

14 4 56 20 98 38 140 55 182 75 224 94 266 112 

15 4 57 21 99 38 141 56 183 75 225 95 267 112 

16 4 58 21 100 39 142 56 184 76 226 95 268 113 

17 4 59 22 101 39 143 57 185 76 227 96 269 113 

18 4 60 22 102 40 144 57 186 77 228 96 270 114 

19 5 61 22 103 40 145 58 187 77 229 97 271 114 
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Продовження таблиці Б.1 

n  e  n  e  n  e  n  e  n  e  n  e  n  e  

20 5 62 23 104 41 146 58 188 78 230 97 272 115 

21 6 63 23 105 41 147 59 189 78 231 98 273 115 

22 6 64 22 106 41 148 59 190 78 232 98 274 116 

23 7 65 23 107 42 149 60 191 79 233 99 275 116 

24 7 66 23 108 42 150 60 192 79 234 99 276 116 

25 7 67 24 109 43 151 60 193 80 235 100 277 117 

26 8 68 24 110 43 152 61 194 80 236 100 278 117 

27 8 69 25 111 44 153 61 195 81 237 100 279 118 

28 9 70 25 112 44 154 62 196 81 238 101 280 118 

29 9 71 26 113 45 155 62 197 82 239 101 281 119 

30 10 72 26 114 45 156 63 198 82 240 102 282 119 

31 10 73 26 115 46 157 63 199 83 241 102 283 120 

32 10 74 27 116 46 158 64 200 83 242 103 284 120 

33 10 75 27 117 47 159 64 201 84 243 103 285 121 

34 10 76 28 118 47 160 65 202 84 244 104 286 121 

35 11 77 28 119 47 161 65 203 85 245 104 287 122 

36 11 78 29 120 48 162 66 204 85 246 105 288 122 

37 12 79 29 121 48 163 66 205 85 247 105   

38 12 80 30 122 49 164 66 206 86 248 106   

39 13 81 30 123 49 165 67 207 86 249 106   

40 13 82 31 124 50 166 67 208 87 250 107   

41 13 83 31 125 50 167 68 209 87 251 107   

42 14 84 31 126 51 168 68 210 88 252 108   

* 
e

  обчислюється як e e
n   . 
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ДОДАТОК B 
Вихідний текст програми мовою Сі  

для знаходження граничних значень eα   

(змінна km) для методу стиснення ef   

на основі біноміальної числової функції 
(автор С. В. Костель) 

#include <Math.hpp> 

#include <fstream.h> 

unsigned int LogCnk(unsigned int n, unsigned int k) 

{ 

float result; 

unsigned int i; 

if(n<k) return 0; 

if(k>n-k) k = n-k; 

if(k==0 ) return 0; 

n = n+1; 

result = 0; 

i = 1; 

do 

{ 

result = result+Log2(n-i)-Log2(i); 

i = i+1; 

} 

while(i<=k); 

return Ceil(result); 

} 

void main() 

{ 

unsigned int km; 
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Продовження додатка В 

 

unsigned int n; 

ofstream fout("km(n).txt"); 

for(n = 1; n <= 1024; n++) 

{ 

km = 0; 

while((Ceil(Log2(n+1))+LogCnk(n,km))<=n && km<=n) 

km++; 

fout << n <<" "<< km << endl; 

} 

fout.close(); 

} 
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