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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà îïðåäåëåíèþ ãðàíèö èíòåðâàëà ýíåðãèé ìíîãîêðàòíî 

ðàññåÿííûõ êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, 
îñíîâàííîå íà îïðåäåëåíèè ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ñêàëÿðíîé öåëåâîé ôóíêöèè 
– ýíåðãèè äâóêðàòíî ðàññåÿííîé ÷àñòèöû – ñ ó÷åòîì ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâÿçåé, 
íàëàãàåìûõ íà õàðàêòåðèñòèêè îòäåëüíûõ àêòîâ ðàññåÿíèÿ. Äëÿ ýòîãî 
âûâåäåíî ïðåîáðàçîâàíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû ïðè ðàññåÿíèè íà çàäàííûé óãîë â 
çàäàííîé îðáèòàëüíîé ïëîñêîñòè. Ïîêàçàíî, êàê ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî 
îáîáùèòü íà ñëó÷àé äâóêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, è äëÿ êîíêðåòíîãî âûáîðà ñèñòåìû 
êîîðäèíàò ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó óãëàìè ðàññåÿíèÿ è 
õàðàêòåðèñòèêàìè îðáèòàëüíûõ ïëîñêîñòåé äëÿ çàäàííîé ãåîìåòðèè 
ýêñïåðèìåíòà. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ 
öåëåâîé ôóíêöèè, îïðåäåëèòü ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ è îáëàñòü èõ 
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé. Èç ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è íàéäåíû ãðàíè÷íûå 
çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû ïîñëå äâóõ ðàññåÿíèé è ïðîâåäåíî èõ ñðàâíåíèå ñ 
ýíåðãèåé îäíîêðàòíî ðàññåÿííîé ÷àñòèöû. Îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü 
ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â ðàçëè÷íûõ ìåòîäàõ àíàëèçà 
ïîâåðõíîñòè è ïðèïîâåðõíîñòíûõ îáëàñòåé. 

 
 

1 ÂÂÅÄÅÍÈÅ 
Îäíîé èç õàðàêòåðíûõ òåíäåíöèé ðàçâèòèÿ ñîâðåìåííîé ôèçèêè 

ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîå óâåëè÷åíèå èññëåäîâàíèé ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ 
íà ïîâåðõíîñòè òâåðäîãî òåëà. Ñóùåñòâóþò êàê ôóíäàìåíòàëüíûå, òàê è 
ïðèêëàäíûå ïðè÷èíû òàêîãî óâåëè÷åíèÿ. Ñ ôóíäàìåíòàëüíîé òî÷êè 
çðåíèÿ ïîâåðõíîñòü òâåðäîãî òåëà ïðåäñòàâëÿåò ôàêòè÷åñêè îñîáîå 
ñîñòîÿíèå âåùåñòâà, ó êîòîðîãî ñòðóêòóðà êàê èîííîãî îñòîâà, òàê è 
ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íûõ ñòðóêòóð â îáúåìå 
òîãî æå âåùåñòâà. Äâóìåðíûé õàðàêòåð ïîâåðõíîñòè ïðèâîäèò, â 
÷àñòíîñòè, ê òîìó, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ÿâëåíèé íà íåé – òàêèõ, êàê 
êâàíòîâûé ýôôåêò Õîëëà [1] – âîîáùå íåò òðåõìåðíûõ àíàëîãîâ.  

Ñóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî òåõíîëîãè÷åñêè âàæíûõ ïðîöåññîâ, â 
êîòîðûõ ïîâåðõíîñòü èãðàåò âàæíóþ, à ÷àñòî è êëþ÷åâóþ ðîëü. Íàèáîëåå 
èçâåñòíûìè ïðèìåðàìè òàêèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿþòñÿ ãåòåðîãåííûé êàòàëèç, 
ïðîèçâîäñòâî ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ïðèáîðîâ è ìåæçåðåííîå ðàçðóøåíèå 
òåõíè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ, îáóñëîâëåííîå çåðíîãðàíè÷íûì îõðóï÷èâàíèåì. 
Ïî îöåíêàì ñïåöèàëèñòîâ, "ïðÿìîé è êîñâåííûé âêëàä êàòàëèçà â 
ýêîíîìèêó ðàçâèòûõ ñòðàí ñîñòàâëÿåò äî 25% âñåîáùåãî âàëîâîãî 
ïðîäóêòà" [2]. Óæå îòñþäà âèäíî, ÷òî óëó÷øåíèå êà÷åñòâà ñóùåñòâóþùèõ 
êàòàëèçàòîðîâ èëè çàìåíà èõ íîâûìè, áîëåå äåøåâûìè êîìïîçèöèÿìè 
ìîæåò äàòü áîëüøîé ýêîíîìè÷åñêèé ýôôåêò. 

Íàðÿäó ñ ïåðå÷èñëåííûìè ñóùåñòâóåò åùå îäíà ïðè÷èíà óñòîé÷èâîãî 
ðîñòà èíòåðåñà ê ïîâåðõíîñòíûì ÿâëåíèÿì. Îíà ñâÿçàíà ñ åñòåñòâåííûì 
ñòðåìëåíèåì ê óìåíüøåíèþ ðàçìåðîâ ñîñòàâíûõ ýëåìåíòîâ óñòðîéñòâ, äëÿ 
êîòîðûõ ïîäîáíîå óìåíüøåíèå íå ïðèâîäèò ê óõóäøåíèþ èõ 
õàðàêòåðèñòèê. ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå 
îòíîñèòåëüíîãî âêëàäà ïîâåðõíîñòè â ñâîéñòâà âñåãî îáðàçöà â öåëîì. 
Îäíàêî ýòà çàêîíîìåðíîñòü áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äî îïðåäåëåííîãî ïðåäåëà, 
à èìåííî äî òåõ ïîð, ïîêà âîçìîæíî ÷åòêîå ðàçäåëåíèå ìåæäó 
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ïîâåðõíîñòíûìè è îáúåìíûìè ñîñòîÿíèÿìè. Íàïðèìåð, äëÿ îáúåêòîâ 
íàíîôèçèêè óæå íå âïîëíå ÿñíî, êàê ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû âêëàäû 
ïîâåðõíîñòíûõ è îáúåìíûõ ýôôåêòîâ â ñâîéñòâà íàíîìàòåðèàëîâ [3]. 

Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷è, ðåøàåìûå ïðè èññëåäîâàíèè 
ïîâåðõíîñòè, ìîæíî îòíåñòè ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ íàïðàâëåíèé: 
îïðåäåëåíèå õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà ïîâåðõíîñòè; âûÿñíåíèå åå 
ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðû; èçó÷åíèå ýëåêòðîííûõ ñâîéñòâ 
ïîâåðõíîñòè. Ýòè íàïðàâëåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ïîëíîñòüþ íåçàâèñèìûìè, 
ïîñêîëüêó, íàïðèìåð, õèìè÷åñêèé ñîñòàâ è ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà 
ïîâåðõíîñòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò åå ýëåêòðîííóþ ñòðóêòóðó. Òàêîå 
ðàçäåëåíèå ïðîèçâîäèòñÿ â áîëüøåé ñòåïåíè â ñèëó òðàäèöèè è, èñõîäÿ 
èç ïðàêòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî èç íàïðàâëåíèé 
ñóùåñòâóåò ãðóïïà ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ìåòîäîâ àíàëèçà. 

Ìåòîäû àíàëèçà ïîâåðõíîñòè âåñüìà ðàçíîîáðàçíû, è ñðåäè íèõ 
âàæíîå ìåñòî çàíèìàþò ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå ïó÷êè óñêîðåííûõ èîíîâ. 
Ïðèíöèïû, ëåæàùèå â îñíîâå ýòèõ ìåòîäîâ, çàâèñÿò îò òåõ ôèçè÷åñêèõ 
ïðîöåññîâ, êîòîðûå èíèöèèðóåò ïó÷îê èîíîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèé ñ 
ïîâåðõíîñòüþ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ðåçóëüòàò âîçäåéñòâèÿ ïó÷êà ìîæíî 
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñîâîêóïíîñòè íåçàâèñèìûõ îäíî÷àñòè÷íûõ 
èñïûòàíèé, ïðîâîäèìûõ â íåèçìåííûõ óñëîâèÿõ. Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ 
îòäåëüíîãî èîíà åãî èñõîäíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ E0 ÿâëÿåòñÿ òåì 
ïàðàìåòðîì, êîòîðûé îïðåäåëÿåò òèï äîìèíèðóþùåãî ïðîöåññà ïðè 
âçàèìîäåéñòâèè èîíà ñ ïîâåðõíîñòüþ. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ E0 (íå áîëåå 
íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ ýëåêòðîíâîëüò) òàêèì ïðîöåññîì ÿâëÿåòñÿ ïåðåíîñ 
çàðÿäà, êîòîðûé íåîáõîäèì äëÿ íåéòðàëèçàöèè èîíà. Ïðè áîëåå âûñîêèõ 
çíà÷åíèÿõ E0 (0,1–10 êýÂ) îñíîâíûì ñòàíîâèòñÿ ïðîöåññ ïåðåäà÷è 
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îò íàëåòàþùåãî èîíà àòîìàì ïîâåðõíîñòè, 
êîòîðûé ÷àñòî èìååò âèä ñòîëêíîâåíèÿ è äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû 
ñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ: 

1) ïîñêîëüêó äëèíû âîëí äå Áðîéëÿ îáåèõ ÷àñòèö ïðåíåáðåæèìî ìàëû 
ïî ñðàâíåíèþ ñ òèïè÷íûì ìåæàòîìíûì ðàññòîÿíèåì, òî òàêîå 
âçàèìîäåéñòâèå ìîæíî àäåêâàòíî îïèñàòü â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé 
ìåõàíèêè; 

2) òàê êàê âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìíîãî ìåíüøå ïåðèîäà òåïëîâûõ 
êîëåáàíèé àòîìà, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäíèé äî ñòîëêíîâåíèÿ 
ïîêîèëñÿ; 

3) è, íàêîíåö, ïîñêîëüêó ïåðåäàâàåìàÿ ïðè ñòîëêíîâåíèè ýíåðãèÿ 
ìíîãî áîëüøå ýíåðãèè ñâÿçè àòîìà â ðåøåòêå, òî ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ 
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êëàññè÷åñêîå ñòîëêíîâåíèå äâóõ ñâîáîäíûõ 
òåë, îäíî èç êîòîðûõ äî ñòîëêíîâåíèÿ ïîêîèëîñü. 

Ìåòîäû àíàëèçà ñîñòàâà ïîâåðõíîñòè, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ èîííûå 
ïó÷êè (îáû÷íî He+ èëè Ne+) ñ ýíåðãèåé 0,5–3 êýÂ, îñíîâàíû íà àíàëèçå 
ýíåðãèè ðàññåÿííûõ èîíîâ è íàçûâàþòñÿ ìåòîäàìè ðàññåÿíèÿ ìåäëåííûõ 
èîíîâ (ÐÌÈ) èëè ñïåêòðîñêîïèåé èîííîãî ðàññåÿíèÿ. ×àñòèöû, 
ôîðìèðóþùèå ïîëåçíûé ñèãíàë â ýòîì ìåòîäå, ìîæíî ðàçäåëèòü íà 
ñîâîêóïíîñòü íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ: îäíîêðàòíî ðàññåÿííûå 
èîíû, èîíû, èñïûòàâøèå äâà, òðè è áîëåå ñòîëêíîâåíèé ñ àòîìàìè 
ìèøåíè. Êàê ïðàâèëî, íàèáîëüøèé âêëàä â ñïåêòð äàþò îäíîêðàòíî 
ðàññåÿííûå ÷àñòèöû, è âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èíòåðïðåòàöèÿ ñïåêòðà 
îñíîâàíà íà ïðèáëèæåíèè, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òàêèå 
÷àñòèöû. Îäíàêî ïîñòîÿííî ðàñòóùèå òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè ïîëó÷àåìûõ 
â ýêñïåðèìåíòå äàííûõ ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ 
ìîäåëè ìåòîäà, â ÷àñòíîñòè, ê ó÷åòó â íåé ïðîöåññîâ êðàòíûõ 
ñòîëêíîâåíèé.  

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà òåîðåòè÷åñêîìó îïèñàíèþ êèíåìàòèêè 
ïðîöåññà äâóêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ è îïðåäåëåíèþ ãðàíèö ýíåðãåòè÷åñêèõ 
îáëàñòåé ñïåêòðà, â êîòîðûõ òàêèå ïðîöåññû âíîñÿò íåíóëåâîé âêëàä.  
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2 ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ ÑÊÎÐÎÑÒÈ ×ÀÑÒÈÖÛ ÏÐÈ ÐÀÑÑÅßÍÈÈ 

Ïóñòü v0 – âåêòîð ñêîðîñòè èîíà â ïó÷êå, à vi è va – âåêòîðû 
ñêîðîñòåé ñîîòâåòñòâåííî èîíà è àòîìà ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ (ðèñ.1). Â 
ðàìêàõ ïðèáëèæåíèé 1) – 3) äâèæåíèå ÷àñòèö èìååò ïëîñêèé õàðàêòåð è 
ïðîèñõîäèò â îðáèòàëüíîé ïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìîé âåêòîðàìè èõ 
îòíîñèòåëüíîãî ïîëîæåíèÿ Ria è v0. Ïîýòîìó çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà 
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå äâóõ óðàâíåíèé, âûðàæàþùèõ ñîõðàíåíèå 
êîìïîíåíò èìïóëüñà âñåé ñèñòåìû â íàïðàâëåíèÿõ, ïàðàëëåëüíûõ è 
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âåêòîðó v0. Ïåðåìåííûìè â ýòèõ óðàâíåíèÿõ, êðîìå 
ñêîðîñòåé vi, va, ÿâëÿþòñÿ òàêæå óãëû ðàññåÿíèÿ θi è îòäà÷è θa (ðèñ.1). 
Âìåñòå ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç òðåõ 
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõ íåèçâåñòíûõ, èç êîòîðîé ìîæíî 
èñêëþ÷èòü ëþáûå äâà. Òàê, èñêëþ÷èâ va è θa, ïîñëå íåñëîæíûõ 
ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ çàâèñèìîñòü ýíåðãèè Ei 
ðàññåÿííîãî èîíà îò óãëà ðàññåÿíèÿ 

 

 

Ðèñóíîê 1 – Ãåîìåòðèÿ áèíàðíîãî ñòîëêíîâåíèÿ 
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– òàê íàçûâàåìûé êèíåìàòè÷åñêèé ìíîæèòåëü [4], à μ – îòíîøåíèå ìàññû 
m2 àòîìà ìèøåíè ê ìàññå m1 èîíà. Àíàëîãè÷íî, èñêëþ÷èâ vi  è θi, 
ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü ýíåðãèè Ea àòîìà îò óãëà îòäà÷è 
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Ñ ïîìîùüþ âåêòîðíûõ äèàãðàìì [5] ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè m1 > m2 

(μ < 1) óãîë ðàññåÿíèÿ θi èîíà â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà (L-ñèñòåìå) 
èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî θimax = arcsin μ, è â ñîîòíîøåíèè (2) äåéñòâèòåëüíû 
îáà çíàêà. Ïðè m1 <m2 (μ > 1) óãîë ðàññåÿíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå 
çíà÷åíèå èç èíòåðâàëà [0, π], à â ñîîòíîøåíèè (2) äåéñòâèòåëåí òîëüêî 
çíàê "+". Â ìåòîäå ÐÌÈ îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé μ > 1, è 
íà ðèñ. 2 ïîêàçàí ãðàôèê êèíåìàòè÷åñêîãî ìíîæèòåëÿ êàê ôóíêöèè 
ïåðåìåííûõ θi è μ äëÿ μ ≥ 1. 
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Â ìåòîäå ÐÌÈ íà èññëåäóåìóþ ïîâåðõíîñòü íàïðàâëÿåòñÿ ïî÷òè 
ìîíîýíåðãåòè÷åñêèé ïó÷îê è èçìåðÿåòñÿ ýíåðãèÿ ïåðâè÷íûõ ðàññåÿííûõ 
èîíîâ. Åñëè íàïðàâëåíèÿ ïàäåíèÿ è ðàññåÿíèÿ îïðåäåëåíû äîñòàòî÷íî 
òî÷íî, òî âåëè÷èíû E0, m1, θi èçâåñòíû è ôèêñèðîâàíû. Ýíåðãåòè÷åñêèå 
ñïåêòðû ÐÌÈ ÷àñòî èìåþò âèä õîðîøî ðàçäåëåííûõ ïèêîâ. Èçìåðèâ 
ýíåðãèþ Ei îòäåëüíîãî ïèêà, ìîæíî â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ (îòíîñèòåëüíî 
μ) óðàâíåíèÿ (2) îïðåäåëèòü ìàññó m2 ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîìó ïèêó 
ðàññåèâàòåëÿ.  

 
 

 
 
 

Ðèñóíîê 2 – Êèíåìàòè÷åñêèé ìíîæèòåëü K(θi; μ) (2) äëÿ μ ≥ 1 
 
Åñëè íà ïîâåðõíîñòè ïðèñóòñòâóþò äâà àòîìà, ìàññû êîòîðûõ 

ðàçëè÷àþòñÿ íà âåëè÷èíó Δm2, òî íà îñíîâå âûðàæåíèÿ (2) äëÿ 
êèíåìàòè÷åñêîãî ìíîæèòåëÿ ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå 
Δm2 ñ ðàçíîñòüþ ýíåðãèé ΔEi èîíîâ, ðàññåÿííûõ íà ýòèõ àòîìàõ [6]: 

 
2 2 2

2

2 2 2 2
2

sin cos sin2

1 sin cos sin

i i ii

i i i i

m E
m E

µ θ θ µ θµ
µ µ θ θ µ θ

   + − −
 =    ∆ ∆ + − + −   

.                    (4) 

 
Óðàâíåíèå (4) ïîçâîëÿåò âûÿñíèòü, ìîæíî ëè äëÿ çàäàííîé 

ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè ïî ýíåðãèè 
ðàçëè÷èòü â ñïåêòðå ÐÌÈ ïèêè îò äâóõ àòîìíûõ êîìïîíåíòîâ, à òàêæå 
ñïëàíèðîâàòü îïòèìàëüíûå óñëîâèÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà. 

Âûñîêàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ìåòîäà ÐÌÈ ñâÿçàíà ñ òåì, 
÷òî ïðè óïðóãîì ðàññåÿíèè â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ýíåðãèé âåðõíèé 
ñëîé àòîìîâ ñèëüíî "çàòåíÿåò" âòîðîé ñëîé, à òàêæå áîëåå ãëóáîêèå ñëîè 
àòîìîâ ìèøåíè. Àòîìû ýòèõ ñëîåâ îêàçûâàþòñÿ â îáëàñòè ñ íóëåâîé 
ïëîòíîñòüþ ïîòîêà ïàäàþùèõ ÷àñòèö. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ðàññåÿíèå èîíîâ 
ïó÷êà è ôîðìèðîâàíèå ïîëåçíîãî ñèãíàëà ïðîèñõîäÿò òîëüêî â âåðõíåì 
ñëîå. Îäíàêî ñèëüíîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ïëîòíîñòè 
ïîòîêà ïàäàþùèõ ÷àñòèö ìîæåò ïðèâîäèòü ê íàðóøåíèþ îñíîâíîãî 
ïðåäïîëîæåíèÿ ìîäåëè, ñîãëàñíî êîòîðîìó âçàèìîäåéñòâèå èîíîâ ñ 
îáðàçöîì èìååò âèä îäèíî÷íûõ àêòîâ ðàññåÿíèÿ èîíîâ íà àòîìàõ 
ïîâåðõíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, â ôîðìèðîâàíèå ïîëåçíîãî ñèãíàëà ìîãóò 
âíîñèòü âêëàä è ïðîöåññû ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, ïðèìåð êîòîðûõ 
ïîêàçàí íà ðèñ.3. 
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Ðèñóíîê 3 – Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå äâóêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ 
íàëåòàþùåãî èîíà íà àòîìàõ âåðõíåãî ñëîÿ 

 
Âêëàä ïîäîáíûõ ïðîöåññîâ â ýêñïåðèìåíòàëüíûé ñïåêòð îïðåäåëÿåòñÿ 

âåëè÷èíîé èõ ñå÷åíèÿ, êîòîðîå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî ïîòåíöèàëà 
âçàèìîäåéñòâèÿ èîíà ñ àòîìîì ïîâåðõíîñòè. Â [7] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî 
ñå÷åíèå äâóêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ 
ñå÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíûõ îäíî÷àñòè÷íûõ ïðîöåññîâ, è ïîýòîìó 
ðàññåÿíèå íà äâóõ ïðîñòðàíñòâåííî ðàçäåëåííûõ àòîìàõ ìèøåíè 
íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü êàê åäèíîå ñîáûòèå. 

Îäíîêðàòíîå ðàññåÿíèå èìååò ïëîñêèé õàðàêòåð, â òîì ñìûñëå, ÷òî 
åñëè ÷åðåç ndet îáîçíà÷èòü îðò îñè äåòåêòîðà, òî òðè âåêòîðà Ria, v0 è ndet 
äîëæíû áûòü êîìïëàíàðíûìè. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è äåëàåò 
âîçìîæíûì (ïðè çàäàííîì ñîîòíîøåíèè ìàññ ÷àñòèö) óñòàíîâëåíèå 
îäíîçíà÷íîé ñâÿçè ìåæäó ýíåðãèåé óïðóãî ðàññåÿííîãî èîíà è óãëîì 
ðàññåÿíèÿ. Îäíàêî äâóêðàòíîå ðàññåÿíèå â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ 
ïëîñêèì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Ra1a2 – âåêòîð îòíîñèòåëüíîãî ïîëîæåíèÿ 
äâóõ àòîìîâ ìèøåíè, íà êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññåèâàåòñÿ 
íàëåòàþùèé èîí, òî ÷åòûðå âåêòîðà Ria, v0, ndet è Ra1a2 ìîãóò íå 
ïðèíàäëåæàòü îäíîé ïëîñêîñòè. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç 
äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòîëêíîâåíèé èîíà ñ àòîìàìè ìèøåíè 
ñïðàâåäëèâû òå æå ïðèáëèæåíèÿ 1) – 3), òî äëÿ êîíêðåòíîé ãåîìåòðèè 
äâóêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ýíåðãèÿ ðàññåÿííîãî èîíà îïðåäåëÿåòñÿ 
îäíîçíà÷íî. Îäíàêî äëÿ çàäàííîãî íàïðàâëåíèÿ ïàäåíèÿ ïó÷êà 
ñóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî âîçìîæíûõ ðàñïîëîæåíèé ïåðâîãî è âòîðîãî 
àòîìîâ ìèøåíè, òàêèõ, ÷òî ïîñëå äâóêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ íà íèõ èîí 
ïîïàäåò â ôèêñèðîâàííûé äåòåêòîð. Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè 
äâóêðàòíî ðàññåÿííûõ ÷àñòèö áóäåò îòëè÷íûì îò íóëÿ â ïðåäåëàõ öåëîãî 
èíòåðâàëà, â îòëè÷èå îò îäíîêðàòíî ðàññåÿííûõ ÷àñòèö, äëÿ êîòîðûõ 
àíàëîãè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó Ei. Íèæå ïîêàçàíî, ÷òî 
Ei ëåæèò âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåðâàëà, òàê ÷òî ýíåðãèÿ äâóêðàòíî 
ðàññåÿííîé ÷àñòèöû ìîæåò áûòü êàê áîëüøå, òàê è ìåíüøå ýíåðãèè 
÷àñòèöû ïîñëå îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ íà òîò æå óãîë. 

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïîëîæåíèè ýòîãî èíòåðâàëà â îáùåì ñëó÷àå. 
Ïîäîáíûé àíàëèç íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ áûë âûïîëíåí ðàíåå. Òàê, â 
[8,9] áûëî ïðåäëîæåíî ïðîñòîå ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå çàâèñèìîñòè 
ýíåðãèè ðàññåÿííûõ èîíîâ Ei(θi) (2) è àòîìîâ îòäà÷è Ea(θa) (3) îò 
ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâûõ ïåðåìåííûõ. Îíî îñíîâàíî íà òîì, ÷òî â 
ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ "óãîë-ñêîðîñòü" ôóíêöèÿ (2) îïðåäåëÿåò 
îêðóæíîñòü, ðàäèóñ è êîîðäèíàòû öåíòðà êîòîðîé çàâèñÿò ëèøü îò 
îòíîøåíèÿ ìàññ μ ðàññìàòðèâàåìûõ ÷àñòèö. Òî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ 
ôóíêöèè (3). Ýòî ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äåëàåò íå òîëüêî î÷åíü 
íàãëÿäíûìè çàâèñèìîñòè "ýíåðãèÿ – óãîë" äëÿ ðàññåÿííûõ ÷àñòèö è 
÷àñòèö îòäà÷è, íî è äîïóñêàåò íåñêîëüêî îáîáùåíèé. Îäíî èç íèõ ñîñòîèò 
â âîçìîæíîñòè ãðàôè÷åñêîãî ñðàâíåíèÿ ýíåðãèé ÷àñòèö ïîñëå ðàññåÿíèÿ 
íà îäèí è òîò æå óãîë â ðåçóëüòàòå îäíîãî èëè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ 
ñòîëêíîâåíèé. Â [8] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ μ > 1 ÷àñòèöà, óïðóãî 
ðàññåÿâøàÿñÿ âíà÷àëå íà óãîë θ1, à çàòåì – íà óãîë θ2, âñåãäà áóäåò 
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îáëàäàòü ýíåðãèåé, áîëüøåé, ÷åì ÷àñòèöà, îäíîêðàòíî ðàññåÿâøàÿñÿ íà 
óãîë 

1 2θ θ θ= + .                                        (5) 

 
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íàïðàâëåíèÿ ïó÷êà è ïîëîæåíèÿ 

äåòåêòîðà (5) ñïðàâåäëèâî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà îðáèòàëüíûå ïëîñêîñòè 
ïåðâîãî è âòîðîãî ñòîëêíîâåíèé ñîâïàäàþò. Â îáùåì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå 
ìåæäó óãëàìè θ1, θ2 è θ áóäåò áîëåå ñëîæíûì (ðèñ.4). Â êàæäîì 
îòäåëüíîì ñòîëêíîâåíèè ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû ñîõðàíÿåòñÿ, òàê ÷òî 
åå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â îðáèòàëüíîé ïëîñêîñòè. Îäíàêî out-àñèìïòîòà 
ïåðâîãî ñòîëêíîâåíèÿ (îòðåçîê ÂÑ íà ðèñ.4) ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è  
in-àñèìïòîòîé âòîðîãî ñòîëêíîâåíèÿ, ò.å. â îáùåì ñëó÷àå ëèíèåé 
ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ îðáèòàëüíûõ ïëîñêîñòåé. Ïîýòîìó ÷àñòèöà ïðè 
äâèæåíèè ïåðåõîäèò èç îäíîé ïëîñêîñòè â äðóãóþ, à åå òðàåêòîðèÿ èìååò 
âèä ëîìàíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ëèíèè. 

Ïóñòü E1 – ýíåðãèÿ íàëåòàþùåãî èîíà ïîñëå ïåðâîãî ðàññåÿíèÿ íà óãîë 
θ1 íà àòîìå ìèøåíè, à E2 – ýíåðãèÿ ïîñëå âòîðîãî ðàññåÿíèÿ íà óãîë θ2. 
Åñëè äëÿ êàæäîãî èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòîëêíîâåíèé ñïðàâåäëèâû 
òå æå ïðèáëèæåíèÿ 1) – 3), òî 

 

1 1 0( ; )E K Eθ µ= ,     2 2 1( ; )E K Eθ µ=                           (6) 
 

è, ñëåäîâàòåëüíî, 

2 1 2 0( ; ) ( ; )E K K Eθ µ θ µ= .                                (7) 

 
Ïîýòîìó âîïðîñ î òîì, êàêîé ìîæåò áûòü ýíåðãèÿ äâóêðàòíî 

ðàññåÿííîé ÷àñòèöû, ñâîäèòñÿ ê âûÿñíåíèþ òîãî, êàêèå çíà÷åíèÿ ìîãóò 
ïðèíèìàòü ïåðåìåííûå θ1 è θ2 ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîëíûé óãîë ðàññåÿíèÿ 
ðàâåí θ. 

ßñíî, ÷òî ïåðåìåííûå θ1 è θ2 íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Â íàèáîëåå 
ïðîñòîì ñëó÷àå, êîãäà îðáèòàëüíûå ïëîñêîñòè ïåðâîãî è âòîðîãî 
ðàññåÿíèÿ ñîâïàäàþò, íàëàãàåìîå íà íèõ óñëîâèå ñâÿçè èìååò âèä 
óðàâíåíèÿ (5). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âèäà óðàâíåíèÿ ââåäåì â ðàññìîòðåíèå 
ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâóþ ëàáîðàòîðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz è 
îïðåäåëèì â íåé åäèíè÷íûå íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû q0   ïó÷êà èîíîâ  
(in-àñèìïòîòû ïåðâîãî ñòîëêíîâåíèÿ); q1 – out-àñèìïòîòû ïåðâîãî è 
îäíîâðåìåííî in-àñèìïòîòû âòîðîãî ñòîëêíîâåíèÿ è q2 – out-àñèìïòîòû 
âòîðîãî ñòîëêíîâåíèÿ. Èç äèíàìè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî 

 

1 0 1 1( ; , )f θ=q q n ,     2 1 2 2( ; , )f θ=q q n ,                 (8) 
 

ãäå n1 è n2 – âåêòîðû íîðìàëè îðáèòàëüíîé ïëîñêîñòè ïåðâîãî è âòîðîãî 
ðàññåÿíèÿ ñîîòâåòñòâåííî, à f – ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå 
êîîðäèíàò åäèíè÷íîãî âåêòîðà ïðè ïîâîðîòå åãî â çàäàííîé îðáèòàëüíîé 
ïëîñêîñòè íà çàäàííûé óãîë. Òîãäà èñêîìîå óðàâíåíèå ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ 
ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ 

[ ]0 1 1 2 2 det( ; , ); ,f f θ θ =q n n n                             (9) 

 
ïðè óñëîâèè, ÷òî 

0 det cosθ⋅ =q n .                                    (10) 
 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âèäà ôóíêöèè f íà ïåðâîì øàãå ââåäåì â 
ðàññìîòðåíèå âñïîìîãàòåëüíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâóþ ñèñòåìó 
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êîîðäèíàò Ox′y′z′, â êîòîðîé ïðîùå âñåãî îïèñûâàåòñÿ ðàññåÿíèå ÷àñòèöû 
íà çàäàííîì ñèëîâîì öåíòðå. Ïóñòü q′0 – åäèíè÷íûé íàïðàâëÿþùèé 

âåêòîð ñêîðîñòè ÷àñòèöû â ñèñòåìå Ox′y′z′ äî ðàññåÿíèÿ, à 1
′q  – ïîñëå 

ðàññåÿíèÿ íà óãîë δ. Íà âòîðîì øàãå óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ñèñòåìàìè 
Oxyz è Ox′y′z′, äëÿ ÷åãî íàéäåì ïàðàìåòðû îðòîãîíàëüíîãî 
ïðåîáðàçîâàíèÿ îäíîé ñèñòåìû â äðóãóþ. Òîãäà êîîðäèíàòû âåêòîðà q1 
ñêîðîñòè ÷àñòèöû ïîñëå ðàññåÿíèÿ â ñèñòåìå Oxyz ïîëó÷àþòñÿ èç 

êîîðäèíàò âåêòîðà 1
′q  ïî îáû÷íûì ôîðìóëàì, ñâÿçûâàþùèì êîîðäèíàòû 

îäíîé è òîé æå òî÷êè â ðàçíûõ ñèñòåìàõ. 
 

 

Ðèñóíîê 4 – Ñõåìàòè÷åñêèé âèä òðàåêòîðèè ÷àñòèöû, 
ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññåèâàþùåéñÿ íà äâóõ ñôåðè÷åñêè  

ñèììåòðè÷íûõ öåíòðàõ: 
ÀÂ è ÂÑ – ñîîòâåòñòâåííî in- è out-àñèìïòîòû ïåðâîãî ñòîëêíîâåíèÿ,  
ÂÑ è ÑD – âòîðîãî ñòîëêíîâåíèÿ; θ1 è θ2 – óãëû ðàññåÿíèÿ â ïåðâîì è 
âòîðîì ñòîëêíîâåíèè ñîîòâåòñòâåííî; θ – ïîëíûé óãîë ðàññåÿíèÿ. 
Ïóíêòèðîì îáîçíà÷åíà èñòèííàÿ òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû 

 
Ñîâìåñòèì îäèí èç îðòîâ i′, j′, k′ (íàïðèìåð, k′) ñèñòåìû Ox′y′z′ ñ 

âåêòîðîì ñêîðîñòè ÷àñòèöû äî ðàññåÿíèÿ (î÷åâèäíî, òîãäà 1
′q  = (0, 0, 1), 

à îäíó èç êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ ëåæèò îðò 
k′ (íàïðèìåð, Ox′z′), – ñ îðáèòàëüíîé ïëîñêîñòüþ. Ïîñêîëüêó ðåçóëüòàò 
ðàññåÿíèÿ ÷àñòèöû, ïî ñóòè, ñîñòîèò â ïîâîðîòå åå âåêòîðà ñêîðîñòè â 
îðáèòàëüíîé ïëîñêîñòè íà óãîë δ, òî 

1 (sin ,0,cos )δ δ′ =q .                              (11) 

 

 
 

Ðèñóíîê 5 – Èëëþñòðàöèÿ îïðåäåëåíèÿ óãëîâ Ýéëåðà ψ, τ, φ. L – ëèíèÿ óçëîâ 
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Â îáùåì ñëó÷àå ïîëîæåíèå îäíîé ñèñòåìû ïî îòíîøåíèþ ê äðóãîé, 
èìåþùåé ñ íåé îáùåå íà÷àëî, çàäàåòñÿ 3 x 3 ìàòðèöåé ïåðåõîäà, ò.å. 
äåâÿòüþ ïàðàìåòðàìè. Îäíàêî ïîñêîëüêó äëÿ ñèñòåì Ox′y′z′ è Oxyz äåâÿòü 
êîñèíóñîâ óãëîâ ìåæäó èõ îñÿìè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü øåñòè óñëîâèÿì 
îðòîãîíàëüíîñòè, òî ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ óìåíüøàåòñÿ äî òðåõ. 
Î÷åíü ÷àñòî â êà÷åñòâå òàêèõ ïàðàìåòðîâ âûáèðàþò òðè óãëà Ýéëåðà: óãîë 
ïðåöåññèè ψ, óãîë íóòàöèè τ è óãîë ÷èñòîãî âðàùåíèÿ φ (ðèñ.5). Ïðè 
òàêîì âûáîðå ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû Oxyz â ñèñòåìó Ox′y′z′ ìîæíî 
ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðîâåäåíèÿ òðåõ ïðîèçâîäèìûõ â 
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòÿõ ïîâîðîòîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò 
óñòàíîâèòü ñëåäóþùóþ ñâÿçü ìåæäó êîîðäèíàòàìè (x, y, z) è (x′, y′, z′) 
ïðîèçâîëüíîé òî÷êè â ýòèõ ñèñòåìàõ: 

 
(cos cos sin cos sin ) (cos cos sin sin cos ) sin sin ,

(cos sin sin cos cos ) (cos cos cos sin sin ) sin cos ,

sin sin cos sin cos .

x x y z

y x y z

z x y z

ϕ ψ ϕ τ ψ ϕ τ ψ ϕ ψ τ ψ

ϕ ψ ϕ τ ψ ϕ τ ψ ϕ ψ τ ψ

ϕ τ ϕ τ τ

′ ′ ′= − − + +

′ ′ ′= + + − −

′ ′ ′= + +
(12) 

 
Ïîäñòàâèâ â ñèñòåìó (12) âìåñòî (x′, y′, z′) êîîðäèíàòû (11) âåêòîðà 1′q  

ñêîðîñòè ÷àñòèöû ïîñëå ðàññåÿíèÿ â ñèñòåìå Ox′y′z′, ïîëó÷èì êîîðäèíàòû 
ýòîãî æå âåêòîðà â ñèñòåìå Oxyz, ò.å. èñêîìîå ïðåîáðàçîâàíèå f. 
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ýòîãî íóæíî â ÿâíîì âèäå îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå 
óãëû Ýéëåðà ψ, τ, φ (òî÷íåå, çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé sin è 
cos ýòèõ óãëîâ). Ïðåäñòàâèì åäèíè÷íûå âåêòîðû q0 è q1 èõ 
íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè: 

 

0 0 0 0(cos ,cos ,cos )α β γ=q ,                               (13) 

1 1 1 1(cos ,cos ,cos )α β γ=q ,                               (14) 

òàê ÷òî 
2 2 2 2 2 2

0 0 0 1 1 1cos cos cos cos cos cos 1α β γ α β γ+ + = + + = .        (15) 

 
Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî 

 

0 0

0 0

cos cos
sin , cos .

sin sin

α β
ψ ψ

γ γ
= = −                       (16) 

 

0 0sin sin , cos cos .τ γ τ γ= =                           (17) 

 

0

0

0 0

0 0

cos1
sin ,

sin
cos cos1

cos ,
sin sin

z

x y

R G
n

R R
n

γ
ϕ

γ
β α

ϕ
γ γ

− =
   = − + 
  

                     (18) 

 
ãäå Ria = (Rx, Ry, Rz) – âåêòîð îòíîñèòåëüíîãî ïîëîæåíèÿ èîíà è àòîìà äî 
ðàññåÿíèÿ,  

0 0 0 0cos cos cosia x y zG R R Rα β γ= ⋅ = + +R q , 

n – ìîäóëü íîðìàëüíîãî âåêòîðà n îðáèòàëüíîé ïëîñêîñòè  
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0 0 0 0cos cos cosia

yx zRR R

α β γ= × =

i j k

n q R , 

à  i, j, k – îðòû ñèñòåìû Oxyz. 
Âûáîð ñèñòåìû Ox′y′z′ çàâèñèò êàê îò íàëåòàþùåãî èîíà, òàê è îò 

ïåðâîíà÷àëüíî íåïîäâèæíîãî àòîìà, à ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé (16) – (18) 
êîíêðåòèçèðóåò ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå òàêîé âûáîð. Îäíàêî â 
äàëüíåéøåì ñòîëü äåòàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ íå ïîòðåáóåòñÿ. Èç ðèñ. 5 
âèäíî, ÷òî åñëè â çàäàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz çàôèêñèðîâàòü âåêòîð 
ñêîðîñòè q0 ÷àñòèöû äî ðàññåÿíèÿ, òî òåì ñàìûì áóäåò çàôèêñèðîâàíî 
ïîëîæåíèå ïîêàçàííûõ íà ðèñóíêå ïëîñêîñòåé, à ñëåäîâàòåëüíî, è ëèíèè 
èõ ïåðåñå÷åíèÿ (ëèíèè óçëîâ L). Òàêèì îáðàçîì, âûáîð âåêòîðà q0 
ôèêñèðóåò óãëû ψ è τ. Îðáèòàëüíàÿ ïëîñêîñòü Ox′z′ ïðèíàäëåæèò ïó÷êó 
ïëîñêîñòåé ñ öåíòðîì â q0 è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êîîðäèíàòàìè 
ëåæàùåãî â íåé ïåðâîíà÷àëüíî íåïîäâèæíîãî àòîìà. Åñëè íàñ èíòåðåñóåò 
íå ðàñ÷åò ðåçóëüòàòà êîíêðåòíîãî àêòà ðàññåÿíèÿ, à ðåøåíèå 
îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è, òî íóæíî ðàññìàòðèâàòü âñå âîçìîæíûå 
ïîëîæåíèÿ àòîìà. Èç ðèñ. 5 âèäíî, ÷òî äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñ÷èòàòü, ÷òî 
óãîë ÷èñòîãî âðàùåíèÿ φ ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà 
[0, 2π]. 

Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ, ïîäñòàâëÿÿ â ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé 
(12) âûðàæåíèÿ (16), (17) äëÿ óãëîâ Ýéëåðà ψ è τ, âìåñòî (x′, y′, z′) – 
êîîðäèíàòû (11) âåêòîðà 1′q , à âìåñòî (x, y, z) – êîîðäèíàòû (14) ýòîãî æå 

âåêòîðà â ñèñòåìå Oxyz, ïîëó÷èì: 

1 0 0 0 0
0

1 0 0 0 0
0

1 0 0

sin
cos cos cos (sin cos cos cos cos ),

sin

sin
cos cos cos (sin cos cos cos cos ),

sin

cos cos cos sin sin sin .

δα δ α ϕ γ α ϕ β
γ

δβ δ β ϕ γ β ϕ α
γ

γ δ γ δ ϕ γ

= − +

= − −

= +

       (19) 

Â ëèòåðàòóðå ìîæíî íàéòè ìíîãî ôîðì ïîäîáíûõ ñîîòíîøåíèé. Âñå 
îíè, ïî-âèäèìîìó, ìîãóò áûòü âûâåäåíû â ðàìêàõ îïèñàííîé âûøå 
ñõåìû, â îñíîâå êîòîðîé ëåæèò ñâÿçü ìåæäó ñèñòåìàìè Oxyz è Ox′y′z′. 
Ïðè ýòîì ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ìàòðèöà, îïèñûâàþùàÿ ñîáñòâåííîå 
âðàùåíèå â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ìîæåò áûòü 
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ ìàòðèö. 
Òàê, ñóùåñòâóåò øåñòü ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ýòó ìàòðèöó ìîæíî âûðàçèòü 
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ âðàùåíèé âîêðóã äâóõ ðàçëè÷íûõ îñåé êîîðäèíàò. 
Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò øåñòü ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöû âðàùåíèé 
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ âðàùåíèé âîêðóã òðåõ ðàçëè÷íûõ îñåé êîîðäèíàò. È 
áåç òîãî áîëüøîé íàáîð, ñîñòîÿùèé èç 12 ñèñòåì óãëîâ Ýéëåðà, åùå 
óâåëè÷èâàåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî íåêîòîðûå èç óãëîâ Ýéëåðà ìîæíî áðàòü ñ 
îáðàòíûì çíàêîì, à òàêæå ïîëüçîâàòüñÿ ëåâûìè ñèñòåìàìè êîîðäèíàò. 
Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî îðáèòàëüíàÿ ïëîñêîñòü ìîæåò áûòü ñîâìåùåíà 
ñ ëþáîé èç òðåõ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé ñèñòåìû Ox′y′z′. Âñå ýòî 
ïðèâîäèò ê áîëüøîìó ðàçíîîáðàçèþ êîíêðåòíûõ ôîðì ïðåîáðàçîâàíèÿ f. 

Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåæäå ÷åì ïîëüçîâàòüñÿ ïîäîáíûì 
ïðåîáðàçîâàíèåì, öåëåñîîáðàçíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿåò ðÿäó 
òåñòîâ, ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðûõ íå çàâèñèò îò ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ óãëîâ 
Ýéëåðà èëè ïîðÿäêà íóìåðàöèè îñåé: 
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– â îòñóòñòâèå ðàññåÿíèÿ (δ =0) íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû 
äîëæíî îñòàâàòüñÿ íåèçìåííûì, ò.å. äîëæíî áûòü α1 = α0, β1 = β0, γ1 = γ0;. 

– ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ q0 è q1 äîëæíî áûòü ðàâíî 
êîñèíóñó óãëà ðàññåÿíèÿ, ò.å.  

0 1 0 1 0 1 0 1cos cos cos cos cos cos cosα α β β γ γ δ⋅ = + + =q q ; 

– ñóììà êâàäðàòîâ íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ âåêòîðà q1 äîëæíà áûòü 

ðàâíà åäèíèöå, ò.å. 2 2 2
1 1 1cos cos cos 1α β γ+ + = ;  

– ïðè ðàññåÿíèè ÷àñòèöà äîëæíà âñå âðåìÿ îñòàâàòüñÿ â îðáèòàëüíîé 
ïëîñêîñòè, ò.å. q0∙n = q1∙n = 0. 

Ñ ïîìîùüþ äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî óáåäèòüñÿ â 
òîì, ÷òî ñèñòåìà (19) óäîâëåòâîðÿåò âñåì òåñòàì 1) – 4). Ïðè ïðîâåðêå 
÷åòâåðòîãî òåñòà óäîáíî èñïîëüçîâàòü ìíåìîíè÷åñêèå ïðàâèëà Íåïåðà äëÿ 
ðåøåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîãî ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà. Â òî æå âðåìÿ 
àíàëîãè÷íàÿ ñèñòåìà (7.5.5) â [9] íå óäîâëåòâîðÿþò òåñòó 2) è, ïî-
âèäèìîìó, ñîäåðæèò îïå÷àòêó. 

 
 

3 ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÍÀ ÑËÓ×ÀÉ ÄÂÓÕ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÛÕ 
ÑÒÎËÊÍÎÂÅÍÈÉ 

Ïðèìåíèì íàéäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå f ê äâóì ïîñëåäîâàòåëüíûì 
ðàññåÿíèÿì èîíà íà àòîìàõ ìèøåíè – ïåðâîìó íà óãîë θ1 â îðáèòàëüíîé 
ïëîñêîñòè, çàäàâàåìîé óãëîì φ1, è âòîðîìó – íà óãîë θ2 â îðáèòàëüíîé 
ïëîñêîñòè, çàäàâàåìîé óãëîì φ2: 

 

1
1 1 0 1 0 0 1 0

0

1
1 1 0 1 0 0 1 0

0

1 1 0 1 1 0

sin
cos cos cos (sin cos cos cos cos ),

sin

sin
cos cos cos (sin cos cos cos cos ),

sin

cos cos cos sin sin sin .

θα θ α ϕ γ α ϕ β
γ

θβ θ β ϕ γ β ϕ α
γ

γ θ γ θ ϕ γ

= − +

= − −

= +

       (20) 

 
 

2
2 2 1 2 1 1 2 1

1

2
2 2 1 2 1 1 2 1

1

2 2 1 2 2 1

sin
cos cos cos (sin cos cos cos cos ),

sin

sin
cos cos cos (sin cos cos cos cos ),

sin

cos cos cos sin sin sin .

θα θ α ϕ γ α ϕ β
γ

θβ θ β ϕ γ β ϕ α
γ

γ θ γ θ ϕ γ

= − +

= − −

= +

        (21) 

 
Ïåðåìíîæàÿ ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ α1, β1, γ1 

èç (20) â (21)) è ïðèðàâíèâàÿ âåêòîð q2 = (cosα2, cosβ2, cosγ2) âåêòîðó 
ndet = (cosαdet, cosβdet, cosγdet), ïîëó÷èì êîíêðåòíóþ ôîðìó óðàâíåíèÿ (9). 
Ïîñëåäíåå áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñèñòåìó èç òðåõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé 
îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõ íåèçâåñòíûõ θ1, φ1; θ2, φ2, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü 
ðåøåíà ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ ñâÿçè (10). 

Ïðîùå âñåãî âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ 
ñèñòåìû óðàâíåíèé (9), à òàêæå î ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó íåèçâåñòíûìè 
ìîæíî ðåøèòü íà îñíîâå ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Â ñëó÷àå 
åäèíñòâåííîãî ðàññåÿíèÿ äëÿ çàäàííûõ âåêòîðîâ q0 è q1 âñåãäà ìîæíî òàê 
âûáðàòü óãëû θ1, φ1, ÷òî ðàññåÿííàÿ ÷àñòèöà ïîïàäåò â äåòåêòîð, 
õàðàêòåðèçóåìûé âåêòîðîì q1. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî â êà÷åñòâå 
îðáèòàëüíîé ïëîñêîñòè âçÿòü òó ïëîñêîñòü ïó÷êà ñ öåíòðîì â q0, êîòîðàÿ 
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ïàðàëëåëüíà âåêòîðó q1, è ïîëîæèòü θ1 = arccos(q0∙q1). Òàêèì îáðàçîì, 
ñèñòåìà ïðåîáðàçîâàíèé (20), ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ñèñòåìà èç òðåõ 
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî θ1, φ1, èìååò ðåøåíèå äëÿ ëþáûõ q0 
è q1 è ïðèòîì – åäèíñòâåííîå. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî, 
êîíå÷íî, è äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïî îòäåëüíîñòè ñèñòåìû (21). 

Â ñëó÷àå äâóêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ñèñòåìû (20) è (21) íåîáõîäèìî 
ðàññìàòðèâàòü ñîâìåñòíî. Ïðè ýòîì âåêòîð q0 ôèêñèðîâàí, ïîñêîëüêó îí 
îïðåäåëÿåòñÿ ïàäàþùèì ïó÷êîì, âåêòîð q2 òàêæå ôèêñèðîâàí è ðàâåí 
ndet, îäíàêî âåêòîð q1 ìîæåò áûòü ëþáûì. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà q1 
èç ñèñòåìû (20) îäíîçíà÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåìåííûå θ1, φ1, à 
èç ñèñòåìû (21) – ïåðåìåííûå θ2, φ2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì 
îïðåäåëÿåìîì èç óðàâíåíèÿ (10) ïàðàìåòðå θ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ 
óðàâíåíèé (9) ñîâìåñòíà, íî íå îïðåäåëåíà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è ÿâëÿåòñÿ 
ïðè÷èíîé òîãî, ÷òî äëÿ çàäàííîãî ïîëíîãî óãëà ðàññåÿíèÿ θ ýíåðãèè (7) 
äâóêðàòíî ðàññåÿííûõ ÷àñòèö çàïîëíÿþò êîíå÷íûé èíòåðâàë. 

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïåðåìåííûõ θ1, φ1 ñèñòåìà (20) îäíîçíà÷íî 
îïðåäåëÿåò âåêòîð q1, à äëÿ ýòîãî æå âåêòîðà ñèñòåìà (21) – ïåðåìåííûå 
θ2, φ2. Ýòî çíà÷èò, ÷òî θ2, φ2 ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè θ1, φ1: 

 

2 1 1

2 1 1

( , ; ),
( , ; ),

f
f
θ

ϕ

θ θ ϕ θ
ϕ θ ϕ θ

=
 =

                                 (22) 

 
â êîòîðûå ïîëíûé óãîë ðàññåÿíèÿ âõîäèò êàê ïàðàìåòð. Èç îáðàòèìîñòè 
ïî âðåìåíè êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå 
(22) áèåêòèâíî, ò.å. θ1, φ1 – ýòî òàêæå îäíîçíà÷íûå ôóíêöèè θ2, φ2. 
Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (9) èç ÷åòûðåõ 
íåèçâåñòíûõ θ1, φ1; θ2, φ2 íåçàâèñèìûìè ÿâëÿþòñÿ ëèøü äâà, íàïðèìåð, 
θ1, φ1. Ñëåäîâàòåëüíî, ýíåðãèþ (7) äâóêðàòíî ðàññåÿííîé ÷àñòèöû ìîæíî 
ïðåäñòàâèòü â âèäå 

 

2 1 1 1 0 1 1 0( ; ) ( ( , ; ); ) ( , ; , )E K K f E K Eθθ µ θ ϕ θ µ θ ϕ µ θ= = % ,               (23) 

 
è âîïðîñ îá îïðåäåëåíèè åå íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî çíà÷åíèé 
ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîèñêà ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèè 1 1( , ; , )K θ ϕ µ θ%  – 

îáîáùåííîãî êèíåìàòè÷åñêîãî ìíîæèòåëÿ – äëÿ çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ μ è 
θ. 

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è íåîáõîäèì ÿâíûé âèä 
ôóíêöèè fθ, òî÷íåå ãîâîðÿ, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü âèä ýòîé ôóíêöèè â 
êàêîé-òî îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz, ïîñêîëüêó âåëè÷èíà 
ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèè K%  îò âûáîðà ñèñòåìû Oxyz íå çàâèñèò. Ïîïðîáóåì 
íàéòè òàêóþ îðèåíòàöèþ îñåé Oxyz, äëÿ êîòîðîé ñèñòåìà óðàâíåíèé (9) 
ïðèíèìàåò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä. Äëÿ ýòîãî íà ïåðâîì øàãå îñü Ox 
íàïðàâèì ïàðàëëåëüíî âåêòîðó q0, à ïëîñêîñòü Oxy – ïàðàëëåëüíî 
âåêòîðó ndet. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì q0 = (1, 0, 0), ndet = (cosθ, sinθ, 0) è 
ñèñòåìà óðàâíåíèé (9) â ôîðìå (20), (21) ïðèíèìàåò âèä: 

 

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

cos cos sin sin ,

cos sin cos ,

cos sin sin .

α θ θ ϕ

β θ ϕ

γ θ ϕ

= −

=

=

                              (20′) 
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2
2 1 2 1 1 2 1

1

2
2 1 2 1 1 2 1

1

2 1 2 2 1

sin
cos cos cos (sin cos cos cos cos ),

sin

sin
sin cos cos (sin cos cos cos cos ),

sin

0 cos cos sin sin sin .

θθ θ α ϕ γ α ϕ β
γ

θθ θ β ϕ γ β ϕ α
γ

θ γ θ ϕ γ

= − +

= − −

= +

     (21′) 

 
Ïîïûòêà ïîäñòàâèòü âûðàæåíèÿ äëÿ α1, β1, γ1 èç (20′) â (21′) ïðèâåäåò 

ê ñëèøêîì ñëîæíûì êîíå÷íûì âûðàæåíèÿì. Ïîýòîìó íà âòîðîì øàãå 
«ïåðåíåñåì» ôîðìàëüíî çàâèñèìîñòü îò óãëà φ1 ñ âåêòîðà q1 íà âåêòîð 
ndet. Äëÿ ýòîãî ïîâåðíåì ñèñòåìó êîîðäèíàò ïåðâîãî øàãà âîêðóã îñè Ox â 
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè íà óãîë φ1, èíà÷å ãîâîðÿ, ñîâìåñòèì 
êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè Oxy è Ox′z′. Ïðè ýòîì êîîðäèíàòû âåêòîðà 
ndet = (cosθ, sinθ, 0) íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü ïî ôîðìóëàì ïëîñêîãî 
ïîâîðîòà íà óãîë φ1, à óãîë φ1 â ñèñòåìå (20′) ïîëîæèòü ðàâíûì íóëþ. Â 
ðåçóëüòàòå: 

 

1 1

1 1

1

cos cos ,

cos sin ,

cos 0.

α θ

β θ

γ

=

=

=

                                (20′′) 

 
 

2
2 1 2 1 1 2 1

1

2
1 2 1 2 1 1 2 1

1

1 2 1 2 2 1

sin
cos cos cos (sin cos cos cos cos ),

sin

sin
sin cos cos cos (sin cos cos cos cos ),

sin

sin sin cos cos sin sin sin .

θθ θ α ϕ γ α ϕ β
γ

θθ ϕ θ β ϕ γ β ϕ α
γ

θ ϕ θ γ θ ϕ γ

= − +

= − −

− = +

     (21′′) 

 
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ α1, β1, γ1 èç (20′′) â (21′′), ïðèäåì ê 

îêîí÷àòåëüíîé ôîðìå óðàâíåíèÿ (9) â ðàññìàòðèâàåìîé ëàáîðàòîðíîé 
ñèñòåìå êîîðäèíàò: 

 

1 2 1 2 2

1 1 2 1 2 2

1 2 2

cos cos cos sin sin cos ,

sin cos sin cos cos sin cos ,

sin sin sin sin ,

θ θ θ θ θ ϕ

θ ϕ θ θ θ θ ϕ

θ ϕ θ ϕ

= −

= +

− =

                  (24) 

 
èç êîòîðîé íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ êîíêðåòíàÿ ôîðìà 
ñèñòåìû (22): 

 

2 1 1 1

1
2 2

1 1 1

cos cos cos sin sin cos ,
sin sin

sin .
1 (cos cos sin sin cos )

θ θ θ θ θ ϕ
θ ϕ

ϕ
θ θ θ θ ϕ

= +

 = −
 − +

             (25) 

 
Ïîäñòàâèâ ïåðâîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (25) â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ 

(23), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ îáîáùåííîãî êèíåìàòè÷åñêîãî ìíîæèòåëÿ 
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2
2 2

1 1 1 14

1
( , ; , ) cos sin

(1 )
K θ ϕ µ θ θ µ θ

µ
 = + − ×
 +

%  

2
2 2

1 1 1 1 1 1(cos cos sin sin cos ) 1 (cos cos sin sin cos )θ θ θ θ ϕ µ θ θ θ θ ϕ  × + + − − +   
.  (26) 

 
Î÷åâèäíî, ÷òî 

 

min 1 1 max0 ( , ) ( , ; , ) ( , ) 1K K Kµ θ θ ϕ µ θ µ θ≤ ≤ ≤ ≤% % % .                   (27) 
 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé îáîáùåííîãî êèíåìàòè÷åñêîãî 
ìíîæèòåëÿ, ò.å. ôóíêöèé min( , )K µ θ%  è max( , )K µ θ% , íåîáõîäèìî ïðè 

çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ μ è θ ðåøèòü çàäà÷ó óñëîâíîé 

îïòèìèçàöèè ôóíêöèè 1 1( , ; , )K θ ϕ µ θ%  äâóõ ïåðåìåííûõ θ1, φ1. Íà ýòè 
ïåðåìåííûå ñëåäóåò íàëîæèòü î÷åâèäíûå îãðàíè÷åíèÿ òèïà ëèíåéíûõ 
íåðàâåíñòâ: 0 ≤ θ1 ≤ π è 0 ≤ φ1≤ 2π. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ÷èñëåííûõ 
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ [10], êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà, â 
÷àñòíîñòè, ïîðÿäêîì èñïîëüçóåìûõ ïðîèçâîäíûõ öåëåâîé ôóíêöèè. Ïðè 
ýòîì óâåëè÷åíèå ïîðÿäêà ìåòîäà, êàê ïðàâèëî, ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ 
åãî ýôôåêòèâíîñòü, è ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ ðåøàþùèì ïðè 
âûáîðå ìåòîäà äëÿ ìíîæåñòâà çàäà÷. Îäíàêî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå 
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïîèñêà íåâåëèêà (îíà ðàâíà äâóì), îáëàñòü 
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ èìååò êîíå÷íûé îáúåì è ïðîñòóþ 
ôîðìó, à äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîå 
àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå (26). Â ýòèõ óñëîâèÿõ ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà íå 
ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷íîé, è äëÿ îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìîâ îáîáùåííîãî 
êèíåìàòè÷åñêîãî ìíîæèòåëÿ ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîäû ïðÿìîãî ïîèñêà, â 
êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ òîëüêî öåëåâîé ôóíêöèè. 

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ íàáëþäàåòñÿ âîçðîæäåíèå èíòåðåñà ê ýòèì ìåòîäàì, 
ïîñêîëüêó ñ èõ ïîìîùüþ óäàåòñÿ ðåøàòü î÷åíü òðóäíûå 
îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è, â êîòîðûõ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü 
ìíîæåñòâî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, áûòü ðàçðûâíîé; íåçàâèñèìûå 
ïåðåìåííûå ìîãóò èçìåðÿòüñÿ â ðàçíûõ øêàëàõ, â òîì ÷èñëå è â 
êàòåãîðèàëüíûõ, à äëÿ òàêèõ ïåðåìåííûõ ïðîèçâîäíûå âîîáùå íå 
îïðåäåëåíû è ò.ä. Ìåòîäû ïðÿìîãî ïîèñêà íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå 
â ðàçíûõ îáëàñòÿõ, â òîì ÷èñëå è ïðè îáðàáîòêå äàííûõ â ìåòîäàõ 
àíàëèçà ïîâåðõíîñòè [11]. 

Ìû èñïîëüçîâàëè íàèáîëåå ïðîñòîé âàðèàíò ïðÿìîãî ïîèñêà – ìåòîä 
ñïëîøíîãî ïåðåáîðà, êîòîðûé àâòîìàòè÷åñêè ó÷èòûâàåò îãðàíè÷åíèÿ 
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è è ãàðàíòèðóåò, ÷òî íàéäåííîå ñ åãî ïîìîùüþ 
ðåøåíèå áóäåò ãëîáàëüíûì. Ïîëó÷åííûå ïðè ýòîì ðåçóëüòàòû – 
çàâèñèìîñòü îò ïîëíîãî óãëà ðàññåÿíèÿ θ ôóíêöèé minK%  è maxK%  äëÿ äâóõ 

çíà÷åíèé μ , êîòîðàÿ ïîêàçàíà íà ðèñ.6. 
Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ýíåðãèÿ äâàæäû ðàññåÿííîé ÷àñòèöû Ed(θ) 

ìîæåò áûòü êàê áîëüøå, òàê è ìåíüøå ýíåðãèè Es(θ) àíàëîãè÷íîé 
÷àñòèöû ïîñëå îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ íà òîò æå óãîë (ñì. ðèñ.2). 
Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ äâà çíà÷åíèÿ ïîëíîãî óãëà ðàññåÿíèÿ: θ = 0 è 
θ = π. Â ïåðâîì ñëó÷àå Ed(0) ≤ Es(0), à âî âòîðîì Ed(π)  = Es(π). Èç (2) 
ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè îäíîêðàòíîì ðàññåÿíèè ÷àñòèöû íà óãîë θ = 0 åå 
ýíåðãèÿ (è èìïóëüñ) îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, ÷òî, ïî ñóòè, îçíà÷àåò 
îòñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîýòîìó K(0)≡ 1 äëÿ ëþáîãî ñîîòíîøåíèÿ 
ìàññ μ "ñòàëêèâàþùèõñÿ" ÷àñòèö. 

Ôîðìàëüíî ýòî ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî ïåðåíåñòè è íà ñëó÷àé 
äâóêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, à ïîñêîëüêó ïðè θ1 = θ2 = 0 è ïîëíûé óãîë 
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ðàññåÿíèÿ òàêæå ðàâåí íóëþ, òî max(0) 0K ≡%  äëÿ âñåõ çíà÷åíèé μ. Îäíàêî 

ñèñòåìà (25) äëÿ θ = 0 îáëàäàåò ìíîæåñòâîì è íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé, 
ñâÿçàííûõ óñëîâèåì cosθ2 = cosθ1, ò.å. θ2 = ± θ1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè 
âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ïîëíûé óãîë ðàññåÿíèÿ äåéñòâèòåëüíî ìîæåò 
áûòü ðàâåí íóëþ, îäíàêî â îòëè÷èå îò îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ïàäàþùàÿ 
÷àñòèöà ïðîäîëæàåò äâèæåíèå â ïåðâîíà÷àëüíîì íàïðàâëåíèè ïîñëå äâóõ 
ðåàëüíûõ ñòîëêíîâåíèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ åå ýíåðãèÿ óìåíüøàåòñÿ â 

K(θ1) ðàç, òàê ÷òî 2
1(0) ( )K K θ=% . Èç ðèñ.2 ìîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî 

μ ôóíêöèÿ K(θ) èìååò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè θ = π, è ïîýòîìó 
2

min(0) ( )K K π=% . Ñ ó÷åòîì ýòîãî ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì óòî÷íèòü 

ñîîòíîøåíèå (27) 
 

2
1 1( ; ) ( , ; , ) 1K Kπ µ θ ϕ µ θ≤ ≤% .                            (28) 

 

 

 

Ðèñóíîê 6 – Çàâèñèìîñòü ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé îáîáùåííîãî 
êèíåìàòè÷åñêîãî ìíîæèòåëÿ îò ïîëíîãî óãëà ðàññåÿíèÿ äëÿ äâóõ μ – 
îòíîøåíèé ìàññ èîíà è àòîìîâ ìèøåíè. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïóíêòèðîì 

ïîêàçàí ãðàôèê îáû÷íîãî êèíåìàòè÷åñêîãî ìíîæèòåëÿ (2) 
 

 
4 ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ 

Â ðàáîòå ïîëó÷åíî ïðåîáðàçîâàíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû â ðåçóëüòàòå äâóõ 
ïîñëåäîâàòåëüíûõ óïðóãèõ ñòîëêíîâåíèé ñ ïåðâîíà÷àëüíî íåïîäâèæíûìè 
ðàññåèâàþùèìè öåíòðàìè. Íà îñíîâå àíàëèçà ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ 



“Вісник СумДУ. Серія Фізика, математика, механіка”,   №1’ 2007 177 

ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ïðîöåññîâ äâóêðàòíîãî 
ðàññåÿíèÿ, ïðèâîäÿùèõ ê ðåãèñòðàöèè ÷àñòèöû â ôèêñèðîâàííîì 
äåòåêòîðå. Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì âèäå óñòàíîâëåíî, ÷òî äâóêðàòíî 
ðàññåÿííûå ÷àñòèöû íà ýíåðãåòè÷åñêîé îñè áóäóò çàïîëíÿòü êîíå÷íûé 
èíòåðâàë. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ çàäàííîé ãåîìåòðèè ýêñïåðèìåíòà ìåæäó 
õàðàêòåðèñòèêàìè îòäåëüíûõ àêòîâ ðàññåÿíèÿ ñóùåñòâóåò 
ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü, è äëÿ êîíêðåòíîãî âûáîðà ëàáîðàòîðíîé 
ñèñòåìû îòñ÷åòà ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìà ýòîé çàâèñèìîñòè. Ýòî ïîçâîëèëî 
ñôîðìóëèðîâàòü è ðåøèòü îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó ïî îïðåäåëåíèþ 
ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé îáîáùåííîãî êèíåìàòè÷åñêîãî ìíîæèòåëÿ.  

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî èîíû ïó÷êà, 
èñïûòàâøèå äâóêðàòíîå ðàññåÿíèå íà àòîìå ìèøåíè äàííîãî òèïà, áóäóò 
äàâàòü íåíóëåâîé âêëàä â ñèãíàë ñïåêòðà ÐÌÈ â ïðåäåëàõ îïðåäåëåííîãî 
êîíå÷íîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî èíòåðâàëà âáëèçè ñèãíàëà, ôîðìèðóåìîãî â 
ðåçóëüòàòå îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ íà àòîìàõ òîãî æå òèïà. Êà÷åñòâåííàÿ 
êàðòèíà ñîõðàíèòñÿ è ïðè ïîâûøåíèè ýíåðãèè èñõîäíîãî ïó÷êà. Ïðè 
ýòîì ìåòîä àíàëèçà òåðÿåò ïîâåðõíîñòíóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü, îäíàêî ó 
ýêñïåðèìåíòàòîðà ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïðîôèëÿ 
ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ ïî ãëóáèíå (ìåòîä ðåçåðôîðäîâñêîãî îáðàòíîãî 
ðàññåÿíèÿ (ÐÎÐ)). Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, 
îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå âûñîêîãîýíåðãåòè÷åñêîé ãðàíèöû ñïåêòðà. Ïðè 
ýòîì êàê â ìåòîäå ÐÌÈ, òàê è â ìåòîäå ÐÎÐ òî÷íàÿ ôîðìà ñèãíàëà, 
ôîðìèðóåìîãî äâóêðàòíî ðàññåÿííûìè èîíàìè, áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ 
ñå÷åíèåì ýòîãî ïðîöåññà, è ìîæíî îæèäàòü, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ 
âêëàä ýòîãî ïðîöåññà â ïîëíûé ñïåêòð ðàññåÿííûõ èîíîâ ìîæåò áûòü 
äîñòàòî÷íî âåëèê. 
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