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Â ðàáîòå ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è ïî îòûñêàíèþ âûñîêî÷àñòîòíîé 
àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ ìîä âîëí øåï÷óùåé ãàëåðåè è âîëí ñîñêàëüçûâàíèÿ 
êðèâîëèíåéíîé ïîâåðõíîñòè ñ àíèçîòðîïíûì ïîâåðõíîñòíûì èìïåäàíñîì. 
Îêðóæàþùàÿ ïîâåðõíîñòü ñðåäû ñ÷èòàåòñÿ íåîäíîðîäíîé, ñ ìàëûì èçìåíåíèåì 
ïàðàìåòðîâ íà äëèíå âîëíû. Ðåøåíèå çàäà÷è ïðîèçâîäèòñÿ ñâåäåíèåì óðàâíåíèé 
Ìàêñâåëëà ê óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì ìåòîäà 
ýòàëîííîé çàäà÷è. 

 
ÂÂÅÄÅÍÈÅ 

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ýëåêòðîäèíàìèêè ñ ïîìîùüþ ëó÷åâûõ 
àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ çà÷àñòóþ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëåíèÿ 
ïîëåé âáëèçè ãëàäêèõ êðèâîëèíåéíûõ òåë. Ëó÷åâîå ïîëå, êàñàþùååñÿ 
òåëà, íà âûïóêëûõ ó÷àñòêàõ ïîâåðõíîñòè âîçáóæäàåò âîëíû 
ñîñêàëüçûâàíèÿ, à íà âîãíóòûõ – âîëíû øåï÷óùåé ãàëåðåè. Ïîñêîëüêó 
ïîâåðõíîñòü òåëà ÿâëÿåòñÿ äëÿ ýòèõ âîëí êàóñòèêîé, òðàäèöèîííûå 
ëó÷åâûå ìåòîäû íåïðèìåíèìû äëÿ îòûñêàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ 
âáëèçè íåå. Â ðàáîòå [1] ïîëó÷åíû äâóìåðíûå ñêàëÿðíûå ðàâíîìåðíûå 
àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ìîä âîëí ñîñêàëüçûâàíèÿ 
è øåï÷óùåé ãàëåðåè, à òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ïîëå âáëèçè ïîâåðõíîñòè 
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ðÿäà ïî ñîáñòâåííûì ìîäàì 
ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà. Ýòè ðåçóëüòàòû â ðàáîòå [2] îáîáùåíû íà ñëó÷àé 
òðåõìåðíîé âåêòîðíîé çàäà÷è äëÿ ïîâåðõíîñòè, ðàñïîëîæåííîé â 
îäíîðîäíîé ñðåäå. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ 
ñîáñòâåííûõ âîëí ñîñêàëüçûâàíèÿ è øåï÷óùåé ãàëåðåè ïîâåðõíîñòè ñ 
àíèçîòðîïíûì ïîâåðõíîñòíûì èìïåäàíñîì, ðàñïîëîæåííîé â 
ñëàáîíåîäíîðîäíîé ñðåäå. 

 

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È 

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü áåç êðîìîê 
ðàñïîëîæåíà â ñëàáîíåîäíîðîäíîé ñðåäå. Ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ êðèâèçíû 
ïîâåðõíîñòè ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì äëÿ âñåé ðàññìàòðèâàåìîé 
îáëàñòè ïîâåðõíîñòè â ñëó÷àå îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííûõ âîëí øåï÷óùåé 
ãàëåðåè è îòðèöàòåëüíûì â ñëó÷àå îòûñêàíèÿ âîëí ñîñêàëüçûâàíèÿ. Îí 
èìååò âèä   
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ãäå n  - ðàññòîÿíèå îò ïîâåðõíîñòè äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ, à ρt  - 

íàèáîëüøèé èç ãëàâíûõ ðàäèóñîâ êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè. Áóäåì èñêàòü 
ðåøåíèÿ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â êîìïëåêñíîé ôîðìå, 
ñîñðåäîòî÷åííûå âáëèçè ïîâåðõíîñòè è óäîâëåòâîðÿþùèå ïðèíöèïó 
ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî âîëíîâîå ÷èñëî 

mailto:alexei.i.ivanov@univer.kharkov.ua


“Вісник СумДУ. Серія  Фізика, математика, механіка”, № 2’ 2007 103 

→ ∞k , à âåëè÷èíû ε  è µ  ÿâëÿþòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ íà äëèíå 

âîëíû ôóíêöèÿìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî  

( ) ( ) ( )σ
µδ µ µ − += ∇ =
r r r 1/r r o k , ( ) ( ) ( )σ

εδ ε ε − += ∇ =
r r r 1/r r o k , 

ãäå σ  - ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà. Èìïåäàíñíûå 
óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè èìåþò âèä 

  
 

H W n Eτ τ= ⋅ ×
r rr

, (1) 

ãäå 
 

W  - òåíçîð ïîâåðõíîñòíîãî èìïåäàíñà, τ τ

r r
,H E  - êàñàòåëüíûå ê 

ïîâåðõíîñòè êîìïîíåíòû âåêòîðîâ 
r r
,H E , à 

r
n  - íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè. 

Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò (n,s,t), ãäå n – äëèíà íîðìàëè ê 
ïîâåðõíîñòè, ïðîâåäåííîé èç òî÷êè íàáëþäåíèÿ, s=const è t=const - 
êîîðäèíàòíûå êðèâûå íà ïîâåðõíîñòè, ïðè÷åì êðèâûå t=const ÿâëÿþòñÿ 
ãåîäåçè÷åñêèìè, à s=const - ïåðïåíäèêóëÿðíûìè èì ëèíèÿìè. Êðîìå 
òîãî, êîîðäèíàòû s,t áóäåì ñ÷èòàòü íàòóðàëüíûìè ïàðàìåòðàìè 
êîîðäèíàòíûõ êðèâûõ. 

Ýíåðãèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ âîëí â îñíîâíîì ñîñðåäîòî÷åíà â ïîëîñå 

ïîðÿäêà ( )−2 /3O k  âáëèçè ïîâåðõíîñòè. Ó÷èòûâàÿ ýòîò ôàêò, ïðåíåáðåæåì 

÷ëåíàìè, ó÷èòûâàþùèìè âëèÿíèå êðó÷åíèÿ êîîðäèíàòíûõ êðèâûõ íà 
ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ñèñòåìû. Â äàííîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà 
êîîðäèíàò îðòîãîíàëüíà è èìååò êîýôôèöèåíòû Ëàìå: 

  ρ ρ= = + = +1; 1 / ; 1 /n s s t th h n h n , 

ãäå ρ ρ,s t  - ãëàâíûå ðàäèóñû êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè, ïðè÷åì  

ρt  - íàèáîëüøèé èç íèõ.  

 
ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È 

Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ âåêòîðà 
r
H  ïðèíèìàþò âèä 

( ) ( ) ( )µ εε µ δ δ ∆ + + + = 
r r r r r rr r2 ,rot grad 0E k r r E E E . 

Â ñèñòåìå êîîðäèíàò ( ), ,n s t  ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé 

( ) ( )ε µ δ
 ∂ ∂ ∂     ∂ ∂ ∂

+ + + + =      
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       

r r21
0j j jt s

s t j j
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,   (2) 

ãäå èíäåêñ j îáîçíà÷àåò ïðîåêöèþ íà îäíó èç êîîðäèíàò (n,s,t), à ÷ëåí 
δ jE  ó÷èòûâàåò íåîäíîðîäíîñòü ñðåäû. Òàê, äëÿ ïðîåêöèè δ nE  èìååì 
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Ñèñòåìà (2) ðàçðåøèìà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà 

âñëåäñòâèå ìàëîñòè âåëè÷èí ε µδ δ,  [3]. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì 

ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèå êàæäîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû â îòäåëüíîñòè, 
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ñ÷èòàÿ ñëàãàåìûå δ jE  çàäàííûìè. Ïîëå êàæäîé èç êîìïîíåíò âåêòîðà jE  

áóäåì àíàëîãè÷íî äâóìåðíîìó ñëó÷àþ [1] èñêàòü â âèäå 

 ( ) ( )α ν β ν
− −

=− =

   
= ⋅   

   
∑ ∑3 3

3 0

exp , , , ,
m mM M

j m m
m m

E i s t k f s t k , (3) 

ãäå ( )α ν, ,m s t , ( )β ν, ,m s t  – ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòû; 

( )f z – ôóíêöèÿ Ýéðè-Ôîêà, öåëàÿ êîíñòàíòà M  çàâèñèò îò òðåáóåìîé 

òî÷íîñòè, à ν = 2 /3nk . Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ïðèíöèïà ïðåäåëüíîãî 

ïîãëîùåíèÿ ôóíêöèÿ ( )f z  â ñëó÷àå âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè äîëæíà áûòü 

ðàâíà ôóíêöèè Ýéðè-Ôîêà w1(z), à â ñëó÷àå âîãíóòîé ïîâåðõíîñòè - 
ôóíêöèè Ýéðè-Ôîêà v(z). Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (3) â (2) è ñîáèðàÿ 
÷ëåíû ïðè ôóíêöèè Ýéðè-Ôîêà è åå ïðîèçâîäíîé, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 

 β β
− −− − − −

= =− = =−

   
′+ =   

   
∑ ∑ ∑ ∑i i

1 1
3 3 3 3

0 6 0

0
m m m mM M M M

m m m m
m m m m b

f k a k f k b k , (4) 

ãäå êîýôôèöèåíòû ma , mb  ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè 

îïåðàòîðàìè íàä êîýôôèöèåíòàìè ( )α ν, ,m s t , ( )β ν, ,m s t . Ïîñêîëüêó 

ôóíêöèè ( )f z  è ( )′f z  ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à óðàâíåíèå (4) äîëæíî 

âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî îòíîñèòåëüíî k , âñå êîýôôèöèåíòû ma  è mb  
äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ, ÷òî ïîçâîëÿåò ðåêóðñèâíî âû÷èñëÿòü 
êîýôôèöèåíòû ( )α ν, ,m s t , ( )β ν, ,m s t . Òàê, èç ïåðâûõ óðàâíåíèé ýòîé 

ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíò α−3  íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû n è 
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ýéêîíàëà 

 ( )α α
χ− −∂ ∂   

+ =   ∂ ∂   

2 2

3 3
0 ,s t

s t
, (5) 

ãäå ( )χ0 ,s t  åñòü êâàäðàò ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè – 

íóëåâîé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ε µ χ χ χ= + + +
r r 2

0 1 2, , , ...r r s t s t n s t n  

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îêðóæàþùàÿ ïîâåðõíîñòü ñðåäû îäíîðîäíà, 
ñîáñòâåííûå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïî ãåîäåçè÷åñêèì ëèíèÿì íà 
ïîâåðõíîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå (5) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì 
õàðàêòåðèñòèê àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ ýéêîíàëà ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè. 
Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åãî õàðàêòåðèñòèêè (ëó÷è) èçâåñòíû è çàäàíû â 
ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå: ( ) ( )τ τ= =,s s t t , ãäå τ  - íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð 

õàðàêòåðèñòèêè. Ïóñòü âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè 
óâåëè÷åíèÿ τ , òîãäà 

 ( )α χ τ τ− = ∫3 0 d . 

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò ( )α−3 ,s t  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïòè÷åñêóþ 

äëèíó ïóòè îò èñòî÷íèêà äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè. 
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Àíàëîãè÷íî äâóìåðíîìó ñëó÷àþ [1] ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî 
êîýôôèöèåíòû ( )α ν, ,m s t , ( )β ν, ,m s t  â âûðàæåíèè (4) ÿâëÿþòñÿ 

ïîëèíîìàìè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé ν : 

 ( ) ( ) ( )α ν α α ν= + +0 1, , , , ...m m ms t s t s t  ; 

 ( ) ( ) ( )β ν β β ν= + +0 1, , , , ...m m ms t s t s t  

Ñòåïåíè ýòèõ ïîëèíîìîâ  ïðè ÷åòíîì ≥ 0m  ðàâíû /2m  è +/2 1m  äëÿ 

êîýôôèöèåíòîâ ( )α ν, ,m s t  è ( )β ν, ,m s t  ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè íå÷åòíîì 

> 0m  îíè ðàâíû ( )+ 3 /2m  è ( )− 1 /2m  [1]. 

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2) ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâëåíà â 
âèäå 

( ) ( )
α

δ ξ β ζ β ν
−

= −
− − −

=− = = =

∑     
′≈ +    

     
∑ ∑ ∑ ∑

3

3 3 3 3
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m
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m m mM N M Mk
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j mn m mn m
m n m m

E e s t v k s t v k k , 

ãäå êîýôôèöèåíòû ζ ξ,mn mn  îïðåäåëÿþòñÿ èç äèôôåðåíöèàëüíûõ 

âûðàæåíèé äëÿ âåëè÷èí δ jE . 

Ïîñëåäóþùèå ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà (3) èìåþò òàêîé âèä: 

  α− =2 0;  α α γ β β τ− −= = ∫ 2
1 10 00 01

1
;

2
d  

  β β β ν= +0 00 01 ;  
α α
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ρ ρ
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3 33
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;

s ts t
  β β=1 10;  
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 ∂ ∂∂ ∂   = +    ∂ ∂ ∂ ∂     

11 1

3 3s t
s t

. 

Êîýôôèöèåíòû ( )β 0 , ,m s t n  íå ìîãóò áûòü íàéäåíû èç óðàâíåíèÿ (2), 

äëÿ èõ îòûñêàíèÿ íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå (3) â ãðàíè÷íûå 
óñëîâèÿ (1). Ïðè ýòîì, äëÿ ïðîåêöèé âåêòîðà jE  ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà 

  

( )

( )

11 12

21 22

0

;

,

n
t t t s

t

n
s s t s

s

Ei
h E W E W E

k h t n

Ei
h E W E W E

k h s n
ν

µ

µ
=

 ∂ ∂ 
− = −  ∂ ∂ 


∂ ∂  − = − +  ∂ ∂ 

 (6) 
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ãäå 11 12 21 22, , ,W W W W  – êîìïîíåíòû òåíçîðà ïîâåðõíîñòíîãî èìïåäàíñà. 

Ïðè ïîäñòàíîâêå â ñèñòåìó (6) âûðàæåíèé (3), ðàçëàãàÿ ôóíêöèþ 

Ýéðè-Ôîêà è åå ïðîèçâîäíóþ ïî ñòåïåíÿì − / 3mk  [1], ïîëó÷àåì ñèñòåìó 

äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ( )β 0 , ,m s t n . Êàæäîå èç óðàâíåíèé ýòîé 

ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ ýêñïîíåíò 

óìíîæåííûõ íà ðÿäû ïî ñòåïåíÿì − / 3mk . Ïîýòîìó äëÿ òîãî ÷òîáû 
êîìïîíåíòû jE  óäîâëåòâîðÿëè ñèñòåìå (6) òîæäåñòâåííî îòíîñèòåëüíî k ,  

íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìíîæèòåëè ïðè îäèíàêîâûõ áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ 
ýêñïîíåíòàõ â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèé êîìïåíñèðîâàëè äðóã 
äðóãà. Êàæäûé èç ÷ëåíîâ jE  èìååò òðè ìíîæèòåëÿ â ýêñïîíåíòàõ ïðè 

ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíÿõ k . Êîýôôèöèåíòû α−3  èäåíòè÷íû äëÿ âñåõ 

÷ëåíîâ, êîýôôèöèåíòû α−2  òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ, à êîýôôèöèåíòû 

α−1 , âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîìïîíåíòû òåíçîðà 

11W  è 22W  èìåþò îäèí ïîðÿäîê ìàëîñòè ëèáî îáå ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè 

ïîðÿäêà ( )−1/3o k . Òîãäà êîýôôèöèåíòû α−1  êîìïîíåíò sE  è tE  ðàâíû, è 

ñèñòåìà (6) ñâîäèòñÿ ê ðåêóððåíòíîé ñèñòåìå äëÿ β β0 0,s t
m m , à òàêæå ê 

óðàâíåíèÿì äëÿ β 0
n
m . Òàê, äëÿ ïåðâûõ ÷ëåíîâ β 0m  ïðè ( )=11 1W O , 

( )=22 1W O  èìååì: 
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( ) ( ) ( )

11 00 12 00

21 00 22 00

11 00 10 12 00 10 00 01

21 00 10 22 00 10 00 01

;
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;
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( )
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β β β

α α
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− −

− −

 ∂ ∂
′= =  ∂ ∂

 
∂ ∂  ′= = ∂ ∂ 
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Èç ýòèõ ñèñòåì ïîëó÷àåì 

 β β β β β β= = = = ∆ ∆ = ∆ ∆ =00 00 00 10 10 10; / ; / ; 0s t n s t n
p s tz , 

ãäå pz  - p-é íóëü óðàâíåíèÿ ( ) = 0pf z , à òàêæå: 

  ( )α α+∆ = −12 21 11 22

t s
o oi ie W W W W ; 

  ( )α α αβ β
µ

+∆ = − + 2
01 22 01 12 ;

t s s
o o oi i it s

t

i
e W e W  

  ( )α α αβ β
µ

+∆ = − + 2
01 11 01 21 .

t s t
o o oi i is t

s

i
e W e W  
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Àíàëîãè÷íî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êîýôôèöèåíòû β β0 0,s t
m m  ïðè äðóãèõ 

ïîðÿäêàõ ìàëîñòè âåëè÷èí 11 12 21 22, , ,W W W W . Â ÷àñòíîñòè, åñëè ýëåìåíòû 

òåíçîðà ïîâåðõíîñòíîãî èìïåäàíñà èìåþò ïîðÿäîê ( )−1/3o k , ïîëó÷àåì 

  ( )

( )

α α

α α

β β β β

β α µ µ
β β

β α µ µ
β β

−

−

′= = = =

−
= − +

−
= + −

0 0

0 0

00 00 00 10

10 11 22 21

00 01

10 11 11 12

00 01

; ; 0;

;

,

t s

s t

s t n n
p p

i is s
s s

i it t
t t

z z

i
i W i W e

i
i W i W e

 

ãäå ′
pz  - p-é íóëü óðàâíåíèÿ ( )′ ′ = 0pf z . 

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîäñòàíîâêå âûðàæåíèÿ (3) â óðàâíåíèå âòîðîãî 
ïîðÿäêà (2) è â ãðàíè÷íîå óñëîâèå (1) ìîæíî ïîëó÷èòü íåèçâåñòíûå 
êîýôôèöèåíòû â ýòîì ðàçëîæåíèè ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ. Îäíàêî 
âñëåäñòâèå òîãî ÷òî â äàííîì ïðèáëèæåíèè íå ó÷èòûâàþòñÿ ýôôåêòû, 
ñâÿçàííûå ñ êðó÷åíèåì êîîðäèíàòíûõ êðèâûõ íà ïîâåðõíîñòè, 

âû÷èñëåíèå ÷ëåíîâ ïîðÿäêà ( )−2 /3O k  è ìåíåå íåöåëåñîîáðàçíî. Äëÿ 

çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñîáñòâåííûõ ìîä ìîãóò áûòü 

âû÷èñëåíû ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èç óñëîâèÿ ( ) ( )E E Lτ τ= +
r r

, ãäå  

L – äëèíà çàìêíóòîé òðàåêòîðèè. 
 

 
×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ 

 
Ðàññìîòðèì âëèÿíèå íåîäíîðîäíîñòåé, ðàñïîëîæåííûõ â 

íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò ïîâåðõíîñòè, íà ïîëå ñîáñòâåííûõ âîëí 
ñîñêàëüçûâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí 
ñîñêàëüçûâàíèÿ âäîëü èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ñôåðû, åñëè ïîêàçàòåëü 
ïðåëîìëåíèÿ ó åå ïîâåðõíîñòè èìååò âèä 

   ( ) ( ) ( )( )ϕ θχ ϕ θ χ χ σ ϕ ϕ σ θ θ= + − − − −
2 2

0 00 01 0 0, exp ,  

ãäå âåëè÷èíû χ χ00 01,  çàäàþò ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ âäàëè îò 

íåîäíîðîäíîñòè è â åå öåíòðå ñîîòâåòñòâåííî; ϕ θσ σ,  - äåêðåìåíòû 

çàòóõàíèÿ âäîëü êîîðäèíàò ϕ  è θ ; ϕ θ0 0,  - êîîðäèíàòû öåíòðà 

íåîäíîðîäíîñòè. Åñëè ïàðàìåòð χ01  ðàâåí íóëþ, âîëíû ñîñêàëüçûâàíèÿ 
ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âäîëü ãåîäåçè÷åñêèõ – áîëüøèõ îêðóæíîñòåé íà ñôåðå. 
Ïðè χ >01 0  ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ â íåîäíîðîäíîñòè âûøå, ÷åì â 

îêðóæàþùåì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ýòîì ëó÷è âòÿãèâàþòñÿ â 
íåîäíîðîäíîñòü. Àìïëèòóäà âîëí ñîñêàëüçûâàíèÿ ïðè ýòîì âíóòðè 
íåîäíîðîäíîñòè âîçðàñòàåò âñëåäñòâèå óìåíüøåíèÿ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé 
ëó÷åâûõ òðóáîê. Ïðè χ <01 0  ëó÷è, íàïðîòèâ, âûòàëêèâàþòñÿ èç îáëàñòè 

íåîäíîðîäíîñòè è àìïëèòóäà âîëí ñîñêàëüçûâàíèÿ â íåé óìåíüøàåòñÿ.  
Íà ðèñ. 1,2 ïðåäñòàâëåíû ëó÷è óðàâíåíèÿ (5) äëÿ ñëó÷àåâ 
χ =01 0 , χ = −01 0.6  ïðè ϕ θχ σ σ ϕ π ϕ π= = = = =10 0 01, 5, /2, /4 . 
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Ðèñóíîê 1 – Ëó÷è âîëí ñîñêàëüçûâàíèÿ ïðè 

01
0χ =  

 
 

 
Ðèñóíîê 2 – Ëó÷è âîëí ñîñêàëüçûâàíèÿ ïðè 

01
0χ <  

 
Ðàññìîòðèì äàëåå âëèÿíèå íåîäíîðîäíîñòåé, ðàñïîëîæåííûõ â ñëîå 

( )−2 /3O k , íà ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó âîëí øåï÷óùåé ãàëåðåè, 

ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â öèëèíäðè÷åñêîì ðåçîíàòîðå. Âíóòðåííþþ 
ïîâåðõíîñòü ðåçîíàòîðà áóäåì ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü èäåàëüíî 
ïðîâîäÿùåé. Ïóñòü âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî îêðóæíîñòè â ïëîñêîñòè, 
ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè ðåçîíàòîðà, à âåëè÷èíà 1χ , õàðàêòåðèçóþùàÿ 

ïîâåäåíèå ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ â ñëîå ( )−2 /3O k  âáëèçè ïîâåðõíîñòè, 

èìååò âèä ( )( )2
1 10 11 0exp s sχ χ χ σ= + − − . Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû 

çàâèñèìîñòè ðàçíîñòè λ λ− 0 , ïðèâåäåííîé ê ðàäèóñó ðåçîíàòîðà R, îò 

âåëè÷èíû χ11 , ãäå λ λ0,  - ñîáñòâåííûå äëèíû âîëí ïðè íàëè÷èè 
íåîäíîðîäíîñòè è ïðè åå îòñóòñòâèè. Âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü äëÿ 
îäèííàäöàòè çíà÷åíèé 20,21,...,30q = , ãäå q – ÷èñëî öåëûõ äëèí âîëí 

âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ.  
Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî èçìåíåíèå äëèíû âîëíû ñîñòàâëÿåò äåñÿòûå è 

ñîòûå äîëè ïðîöåíòà è óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì q, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì 
óìåíüøàåòñÿ òîëùèíà ñëîÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Èçìåíåíèÿ 

ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ, íàõîäÿùèåñÿ âíå ñëîÿ ( )−2 /3O k , ïðàêòè÷åñêè íå 
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îêàçûâàþò âëèÿíèÿ íà ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí øåï÷óùåé ãàëåðåè. Îò íèõ 
çàâèñÿò àñèìïòîòè÷åñêè ìàëûå ÷ëåíû ðÿäà (3), íà÷èíàÿ ñ 2 2,β α . 
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χ
10

=1;

s0=πR;
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Ðèñóíîê 3 – Èçìåíåíèå ñîáñòâåííîé äëèíû âîëíû ñ ðîñòîì χ11  

 
Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ïðèâåäåííîé ê ðàäèóñó R 

ñîáñòâåííîé äëèíû âîëíû â çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà ñîáñòâåííîé ôóíêöèè 
p. Âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü ïðè ôèêñèðîâàííîé âåëè÷èíå 11 0.5χ = , 

îäíàêî ïðè ðàçíûõ ðàçìåðàõ íåîäíîðîäíîñòè 0,1,2σ = . Èç ðèñóíêà 
âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêà ñîáñòâåííîé ôóíêöèè óâåëè÷èâàåòñÿ è 

âëèÿíèå íà íåå ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ â ñëîå ( )−2 /3O k . 
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Ðèñóíîê 4 – Çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííîé äëèíû âîëíû îò ïàðàìåòðà p 

 
Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ðåçîíàíñíûå ñâîéñòâà âîëí øåï÷óùåé 

ãàëåðåè, ìîæíî îöåíèâàòü âåëè÷èíó è ðàçìåðû íåîäíîðîäíîñòåé 
ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû, à òàêæå óäàëåíèå ýòèõ íåîäíîðîäíîñòåé 

λ 
⁄ R

 
∆λ

 ⁄ 
R
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îò âîãíóòîé ãðàíèöû ðàçäåëà ñðåä, âäîëü êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ 
âîëíû øåï÷óùåé ãàëåðåè. 

Ðàññìîòðèì äàëåå âëèÿíèå íåäèàãîíàëüíûõ ÷ëåíîâ òåíçîðà 
ïîâåðõíîñòíîãî èìïåäàíñà íà ïîëå âîëíû øåï÷óùåé ãàëåðåè. Íà ðèñ. 5 
ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû êîìïîíåíòû tE  îò ðàññòîÿíèÿ 
âäîëü ëó÷à, ïðèâåäåííîãî ê ãëàâíîìó ðàäèóñó êðèâèçíû, äëÿ ïÿòè 
çíà÷åíèé ÷ëåíîâ 12 21 1,3,5,7,9W W= = . Ïðè ýòîì äèàãîíàëüíûå ÷ëåíû 

11 22 10W W= = . 
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Ðèñóíîê 5 – Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû âîëíû îò ïðîéäåííîãî ïóòè 

 
Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, çàòóõàíèå âîëíû ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò 

íåäèàãîíàëüíûõ ÷ëåíîâ. Èõ íàëè÷èå ïðèâîäèò ê ïåðåðàñïðåäåëåíèþ 
ýíåðãèè ìåæäó êîìïîíåíòàìè tE  è sE . Åñëè ðàçíîñòü 12 21 11 22W W W W−  

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ñîõðàíåíèè óñëîâèÿ ( )11 22 1W W O= , çàòóõàíèå 

ðåçêî âîçðàñòàåò. Ýòîò ñëó÷àé òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ, 

ïîñêîëüêó ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ êîìïîíåíò ,
10
s tβ  ïðè ýòîì ïëîõî 

îáîñíîâàíà. 
 

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ 

Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ê çàäà÷å îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííûõ ìîä 
êðèâîëèíåéíûõ ïîâåðõíîñòåé ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü íåîäíîðîäíîñòü 
ñðåäû, îêðóæàþùåé ïîâåðõíîñòü, à òàêæå àíèçîòðîïèþ ïîâåðõíîñòíîãî 
èìïåäàíñà. Ïîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå âîëíû ñîñêàëüçûâàíèÿ è 
øåï÷óùåé ãàëåðåè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íå âäîëü ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé íà 
ïîâåðõíîñòè, à âäîëü õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (5) â çàâèñèìîñòè îò 
êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû íà ïîâåðõíîñòè. Òàêæå 
ïîêàçàíî, ÷òî ñâîéñòâà âîëí øåï÷óùåé ãàëåðåè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû 
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ íåîäíîðîäíîñòåé ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ. 

 
SUMMARY 

The problem of finding high frequency whispering gallery and creeping eigenmodes of a 
surface with anisotropic surface impedance is considered. The outer medium is supposed to be 
weakly inhomogeneous. The solution is obtained by reducing Maxwell equations to a second-order 
vector equation, and by subsequent applying of the method of reference problem. 

|E
t 
| 
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